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Réduction des endomorphismes

Position du probleme. Outils.

1. INTRODUCTION

Dans toute la suite, k désigne un corps. Ce sera, le plus
souvent, celui des réels R ou des complexes C mais on
ne s’interdit pas le corps des rationnels Q ou les corps
finis, par exemple celui des entiers modulo p lorsque p
est premier ; on le note Z/pZ ou F,,.

Sauf mention du contraire, on ne considérera, dans cette
partie, que des espaces vectoriels de dimension finie
sur k, c’est-a-dire engendrés par une partie finie. Si E
est un tel espace vectoriel, il a au moins une base B.
Toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments.
Le nombre d’éléments n de B est la dimension de F.
Le résultat suivant est important. Il permet de classer
les sous-espaces vectoriels d’'un espace vectoriel E.

Théoreme 1.1. Soient E un k-espace vectoriel de di-
mension finie et F' un sous-espace. Alors F est de di-
mension finie sur k, dm F < dim E et l'on a égalité si
et seulement si F' = FE.

Un endomorphisme u de E est une application k-
linéaire
vl — FE
v —  u(v)

L’ensemble des endomorphismes de F est un k-espace
vectoriel et méme une k-algebre (le vérifier : le produit
est induit par la composition des endomorphismes). On
le note End(E) ou parfois L(E).

Théoréme 1.2 (du rang). Soient E un k-espace vec-
toriel de dimension finie et u un endomorphisme de E.
On a

dimkeru + rg(u) = dim E
ot l'on appelle rang de u (que l'on note rg(u)) la dimen-
sion de limage u(FE), notée aussi Imu.

1.3. Le probléeme de la réduction des endomor-
phismes. peut étre formulé ainsi, de facon encore impré-
cise : ramener I’étude d’un endomorphisme u € End(E)
a celle d’endomorphismes ”plus simples”, c¢’est-a-dire des
endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension plus
petite ou d’un type fixé. Par exemple, pour A dans k, on
considere qu’'une homothétie de rapport \ :

hy:F — F
X}

est un objet simple.

La premiere chose a remarquer est qu’en général, la res-
triction d’un endomorphisme & un sous-espace vectoriel
F C FE n’est pas un endomorphisme. Ce n’est le cas que si
u(F') est contenu dans F'. On dit alors que F est stable
par u. On voit donc que la recherche de sous-espaces
stables est importante.

Exemple 1.3.1. Dans un espace vectoriel £ de dimen-
sion 2 sur k, muni d’une base (e, e2), on définit 'endo-
morphisme u par :

U E

aiey + ages

— F
—— ageq

Le théoreme 1.1 permet de classer les sous-espaces vecto-
riels de E. En dimension 2, il n’y a que E. En dimension
0, il n’y a que {0}. Restent les sous-espaces vectoriels de
dimension 1 de E, engendrés par un vecteur non nul ,
qu’on appellera droites vectorielles de F.

Le vecteur e; a pour image 0. La droite vectorielle F
qu’il engendre est donc stable par wu.

Une droite F’ différente de F est engendrée par un vec-
teur e + Aey avec A dans k et e = (0,1). On a u(eg +
Ae1) = e qui n’est pas dans F’. Le sous-espace F' est
donc le seul sous-espace non trivial, c’est-a-dire différent
de E et de {0}, qui est stable par u. En particulier, il ne
peut pas exister de supplémentaire de F' stable par w.

1.4. Décomposition en somme directe. Soient £ un
espace vectoriel de dimension finie sur k et F;, 1 < i <
r une famille finie de sous-espaces vectoriels de E. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Tout vecteur x de E se décompose de maniere
unique en une somme de vecteurs y._, z;, avec
z; € E;.
>, dim E; = dim E et tout vecteur = de E se
décompose en une somme de vecteurs 22:1 T,
avec x; € E;.

Si_,dimE; = dimE et il n’existe pas de dé-
composition non triviale du vecteur nul sur les
E;,1<i<r.

On obtient une base de E en réunissant des bases
des B;, 1 <i<r.

Lorsque 'une de ses assertions est vraie, on dit que F
est la somme directe des F;, 1 <7 < r et on écrit

E= @E
=1

(2)

(3)

(4)



Voici une premiére formulation du probléme de la réduc-
tion des endomorphismes :

1.5. Diagonalisation : Diagonaliser un endomorphis-
me u de E c’est trouver une décomposition de E en
somme directe

T
(1.5.1) E=PE
i=1
de sous-espaces E; stables par u, tels que, pour1 < i <r,
la restriction u; = w)g, de u a E; soil une homothétie.

Remarquer que I’endomorphisme de ’exemple 1.3.1 ne
se laisse pas "réduire” ainsi. On verra dans la suite des
formulations moins exigeantes du probléme de réduction
des endomorphismes qui, de ce fait, aura plus souvent
une solution.

1.6. Bases, matrices. Une base B = {ey,...,e,} étant
fixée, pour se donner un endomorphisme u € End(FE), il
suffit de se donner les images u(eq),...,u(e,) des vec-
teurs de la base B. Réciproquement, a toute donnée de n
vecteurs f1,..., fn de E, il correspond un unique élément
u dans End(E) tel que u(e;) = f; pour 1 < i <mn.

Un vecteur x de E se décompose de maniére unique sur

la base B en
n
T = E T;€;.
i=1

La matrice de z dans la base B est la matrice a n lignes
et une colonne avec x; a la ligne numéro 1.

Pour j de 1 & n, on écrit les coordonnées dans la base
B du vecteur u(e;) dans la j-éme colonne d’un tableau
carré : on obtient ainsi la matrice de u dans la base
B que I'on notera Matp(u). L’ensemble de ces matrices
sera noté M., (k). C’est un espace vectoriel de dimension
n? sur k. Le vérifier en en donnant une base.

Appelons y 'image de = par u et notons X (resp. Y) la
matrice du vecteur x (resp. y) dans la base B. Notons
A la matrice de u dans la base B. L’égalité y = u(x) se
traduit, dans la base B, par ’égalité matricielle

(1.6.1) Y = AX

Exemple 1.6.1. Soit A un élément de k. Dans une base
quelconque de E, la matrice de I’homothétie de rapport
A est Al,, matrice dont tous les coefficients diagonaux
sont égaux a A et tous les autres nuls. Pour A =1 on a
la matrice I,, de 'identité Idg de E, notée Id quand il
n’y a pas d’ambiguité.

1.7. Changements de base. Si B’ = (e},...,e]) est
une autre base de F, nous notons X’ (resp. Y/, A’) la
matrice de x (resp. y, u) dans la base B’. Définissons
la matrice de passage P de la base B a la base B’
comme la matrice de M., (k) dont la colonne de numéro
j est formée des coordonnées dans la base B, du vecteur

de numéro j de la base B'.

On a donc successivement, en notant P; ; les coeflicients
de la matrice P,

n
/ § :

ej = Piyjei
=1

pour 1 < 5 <n, puis

n
_ 1l
T = g zie; =
Jj=1

En utilisant 'unicité de la décomposition de x dans la
base B on traduit ce qui précede en

n

/

€Tr; = E Pi,jxj
j=1

pour 1 < i < n. Enfin, on rassemble ces n égalités en
une égalité matricielle :

X =PX’

n

n
/
E l‘jé Pi7jei.

j=1  i=1

ce qui s’exprime par le slogan suivant : ”la matrice de
passage est la matrice qui donne les anciennes coordon-
nées d’un vecteur au moyen des nouvelles”.

On remarque que le passage de B’ & B est I'opération
inverse du passage de B & B’ : la matrice de passage P
est donc inversible et son inverse P~! est la matrice de
passage de B’ a B.

Pour les matrices du vecteur y = u(z) dans les bases B
et B on a aussi Y = PY’. On en déduit, au vu de 1.6.1,
que, pour tout vecteur x de E, PY’ = APX' soit encore
Y’ = P7'APX', ce qui signifie que la matrice A’ de u
dans la base B’ n’est autre que P~1AP.

1.8. Déterminant. On calcule le déterminant d’une
matrice A de M, (k) en le développant relativement
a une des lignes (resp. une des colonnes) de A.
Précisément, voici comment développer det(A) par rap-
port a la colonne de numéro j : si on note a; ; les coeffi-
cients de A, on obtient une relation de récurrence

det A = Z(—l)H—jaiJ‘ Ai)j
i=1

ou A;; est le déterminant de la matrice de M,,_1(k)
obtenue en supprimant la j-éme colonne et la i-eme ligne
de A. Le déterminant d’une matrice de M (k) est égal
a son unique coefficient.

Les propriétés fondamentales du déterminant sont
les suivantes : pour tout A, B dans M, (k),

det(A) inversible <= rg(A) = n <= A inversible.

et

det(AB) = det(A) det(B).
De cette derniere relation on déduit d’abord que, si P
est inversible, alors det(P~!) = (det P)~! puis que

det P71AP = det A.



On peut donc parler du déterminant d’un endomor-
phisme u de End(FE) : c’est le déterminant de la matrice
de u dans une base B de E.

1.9. Diagonalisation des matrices. On vient d’étu-
dier la correspondance entre I’algebre End(E) et algebre
de matrices M,, (k). Une base étant choisie on associe
a un endomorphisme u sa matrice Matg(u) dans cette
base. Cette application

End(E) — M,(k)
u +—— Matp(u)

(1.9.1)

est un isomorphisme de k-algebres (le vérifier) qui dépend
de la base choisie.

On peut donc donner un équivalent de la diagonalisation
des endomorphismes : étant donnée une matrice A, trou-
ver une matrice inversible P telle que la matrice P~1 AP
soit diagonale.

L’ensemble des matrices inversibles de M, (k) est un
groupe pour la multiplication des matrices que ’on note
GL, (k) (groupe linéaire). C’est pour cela que ’on dit de
maniere précise et non ambigiie :

Diagonaliser une matrice A de M., (k) sous le groupe li-
néaire GLy,(k), c’est trouver une matrice P € GL, (k)
telle que la matrice P~YAP soit diagonale.

Vérifier que les deux formulations 1.5 et 1.9 sont bien
équivalentes : pour cela, considérer la matrice de ’endo-
morphisme u dans une base adaptée a la décomposition
1.5.1, c’est-a-dire une base de E obtenue en réunissant
des bases de chacun des F;, 1 <i < m.

Puisqu’il y a équivalence, la matrice de ’endomorphisme
u de 'exemple 1.3.1 n’est pas diagonalisable sous le grou-
pe GLy (k). Ecrire cette matrice et trouver d’autres exem-
ples analogues.

2. ENDOMORPHISMES DIAGONALISABLES.

2.1. Polynéme caractéristique. Siu est dans End(E)
et A dans k, alors u — AId est encore un endomorphisme
de E.

Le théoréeme du rang et les propriétés du déterminant
montrent que les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) (u— AId) non inversible

(2) det(u—AId) =0

(3) ker(u — AId) # {0}

(4) Ix e B,z #0et u(z) = Az

On dit alors que A est une valeur propre de u et que
le sous-espace vectoriel Ey = ker(u — AId) est le sous-
espace propre associé. Tout vecteur non nul de E) est
appelé vecteur propre de valeur propre A.

En calculant le déterminant de (u — Ald), on s’apercoit
que c’est une fonction polynomiale de A de degré exacte-
ment n = dim E. Un endomorphisme d’un espace vecto-
riel de dimension finie a donc seulement un nombre fini
de valeurs propres, au plus n précisément.

Toujours en calculant le déterminant de la matrice de
u — AId dans une base B, on trouve :

(2.1.1)  det(u — AId) =

(=)™ X" + (=1)" " Mr(w)A" 4+ ...+ detu

ou tr(u) est la somme des coefficients diagonaux de la
matrice Matg(u). Comme le déterminant de ’endomor-
phisme u — Ald ne dépend pas de la base choisie, c’est
que tr(u) ne dépend pas non plus de la base choisie.

Remarque : Trouver la faille dans les 4 lignes qui précé-
dent et la réparer. Indication : k a-t-il suffisamment d’élé-
ments 7

On vient de voir que A — det(u — AId) est une fonction
polynéme sur k. Si le corps k est infini, cette fonction
provient d’un unique polynéme de k[X] que I'on appelle
polyndéme caractéristique de u et que 'on note x,.
Si k est fini, on sait qu’il existe des polynémes non nuls de
k[X] qui s’annulent sur tout k, donc induisent une fonc-
tion polynéme nulle sur k (par exemple, si p est premier,
considérer le polynéme X? — X de F,[X]). Une fonction
polynéme peut alors provenir de plusieurs polynomes.
Pour définir dans ce cas aussi le polynome caractéristi-
que, il faut étre plus prudent et faire un détour : on
remarque et on vérifie que

(1) si A est une matrice a coefficients dans k, la ma-
trice A — X I,, est une matrice a coefficients dans
k[XT;

les regles de calcul du déterminant n’utilisent
que les opérations + et x, donc sont valables
pour les matrices & coeflicients dans n’importe
quel anneau commutatif, en particulier dans ’an-
neau des polynoémes k[X];

(2)

le déterminant d’une matrice a coefficients dans
k[X] ainsi défini (c’est un élément de k[X]), il
continue de vérifier les propriétés fondamentales
de 1.8. Attention toutefois! dans un corps, tout
élément non nul est inversible ; en revanche, les
seuls éléments inversibles de k[X] sont les po-
lynémes de degré 0, c’est-a-dire les constantes
non nulles.

Exemple 2.1.1. Considérer la matrice de M,,(Q[X])
1-X 1
M= ( L X)
Calculer son déterminant. Est-il inversible dans Q[X]?
dans le corps des fractions rationnelles Q(X) ?



La matrice M est-elle inversible dans M, (Q[X]) ? dans
M (Q(X))?

Définition 2.2. Soit E un espace vectoriel de dimension
finie n sur k et u un endomorphisme de E. Soit B une
base de E et A la matrice de u dans la base B. La matrice
A — X1, est une matrice & coefficients dans k[X]. Son
déterminant est un polynome de k[X]. Il ne dépend que
de u et pas du choiz de la base B. On l’appelle polynéme
caractéristique de u et on le note xy.

On a alors (comparer avec 2.1.1)
Xu(X) = (=1)"X" 4+ (=1)" Mtr(u) X" + ... + detu
En particulier, si n = 2,
YXu(X) = X% — tr(u) X + detu

2.3. Sous-espaces stables. Soit v un endomorphisme
d’un espace vectoriel ¥ de dimension finie n et F C F
un sous-espace stable par u de dimension m < n. On a
vu que la restriction u g est alors un endomorphisme de
F.

Choisissons, pour nos calculs de déterminants, une base
B de E obtenue en complétant une base de F'. La matrice
de u dans la base B s’écrit alors

B D
(5 )
ot B € M., (k) est la matrice de la restriction ujp, C
(resp. D) étant une matrice de M,,_,, (k) (resp. une ma-
trice de Moy, n—m (k) . En développant le déterminant

de A — XI,, par rapport aux premieres colonnes, on
s’apercoit que

det(A — X1,,) = det(B — X1,,,) det(C — XT1,,_,,,)
autrement dit :

Proposition 2.4. Soit u un endomorphisme d’un espace
vectoriel E de dimension finie n sur k. Le polynéme ca-
ractéristique de la restriction de u a un sous-espace stable
par u divise le polyndéme caractéristique de u.

En particulier, si A, élément de k, est une racine de x,
de multiplicité my > 0, A est valeur propre de u et

1 S dimE)\ S my.

On dit qu’un polynome de degré d de k[X] est scindé
sur k s’il se factorise en un produit de d polyndémes de
k[X] du premier degré, donc, en regroupant les facteurs,

en un produit
.

H(X _ )\i)mi

i=1
oules \;, 1 <17 < r sont tous distincts et la somme Zl m;
est égale & d. Remarquer que les (X — )™, 1 <i<r
sont alors premiers entre eux deux a deux.
Si k est algébriquement clos (par exemple k = C), tout
polynéme de k[X] est scindé sur k. En revanche, le po-
lynéme X2 — 2 n’est pas scindé sur Q.

Le corollaire suivant est une reformulation de 1.5.

Corollaire 2.5. Un endomorphisme u d’un espace vec-
toriel de dimension finie sur k est diagonalisable si et
seulement si son polynome caractéristique X, est scindé
sur k et si pour toute racine \ de x,, on a dim Ey = my.

Démonstration. Si on sait que u est diagonalisable, on
travaille dans une base adaptée a la décomposition 1.5.1
et on vérifie les assertions concernant x,, et la dimension
des espaces propres.

Pour la réciproque, notons que la somme des dimen-
sions des E est égale a la somme des multiplicités c’est-
a~dire au degré deg(x.), encore égal & dim E. Il reste
donc & démontrer (voir 1.4 (3)) qu'il n’existe pas de
décomposition non triviale du vecteur nul sur les F).
Supposons qu’il en existe au moins une et prenons celle
qui contient le plus petit nombre de composantes non
nulles, nombre que nous appelons s.

On a donc, quitte a indexer les valeurs propres :

ixi =0=u(0) = u(ixi) = i)\ixi
i=1 i=1 i=1

ce qui montre que Y .._, (A — \;)z; = 0, ce qui constitue
une décomposition du vecteur nul avec s—1 composantes
non nulles. 0

Nouvelle formulation : Diagonaliser un endomorphisme
u d’un espace vectoriel E de dimension finie sur k, c’est
trouver une base de E formée de vecteurs propres de u.

Corollaire 2.6. Un endomorphisme d’un espace vec-
toriel de dimension finie n sur k dont le polynéome ca-
ractéristique X, a n racines simples est diagonalisable.

Démonstration. Soient Ap,...,\, les valeurs propres,
distinctes deux a deux. Pour tout 7, 1 < i < n, on a,
d’aprés la proposition 2.4, 1 < dimE), < m()\;) = 1
d’ott dim E, = 1.

D’apres 1.4 on en déduit que E = @), E\,. |

Exemple 2.6.1. Calculer le polynome caractéristique
et les sous-espaces propres de 'endomorphisme décrit a
I’exemple 1.3.1. Conclure.
On considere maintenant un k-espace vectoriel £ de di-
mension finie n, muni d’une base (eq,...,e,) et un en-
domorphisme décrit par :

u(er) =0, u(es) =eq,...,ulen) =e€n_1
ou si 'on préfere par

eptr—€p_1+—--+—e;—0

Calculer le polyndme caractéristique x., et les sous-espa-
ces propres de ’endomorphisme u. Conclure. Déterminer
tous les sous-espaces de F stables par .



