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Réduction des endomorphismes

Réduction de Jordan.

6. DECOMPOSITION DE JORDAN

Dans toute cette section, on considere un corps k, un
espace vectoriel F de dimension n sur k, et un endomor-
phisme u dans End(E).

On va d’abord montrer un premier théoreme de décom-
position :

Théoréme 6.1 ("des noyaux”). Soit u un endomor-
phisme d’un espace vectoriel E et P un polynéme non nul
de k[X] annulateur de u. On suppose que P se factorise
en un produit P = PP, de deux polynémes premiers
entre eux. Il existe alors une décomposition en somme
directe de sous-espaces stables par u :

E:ElEBE2

avec By = ker Py(u) = Im(Py(u)) et By = ker Pa(u) =
Im(P;i(u)). De plus, les projecteurs sur chacun des ter-
mes de cette décomposition sont des polynomes en u.

Démonstration. L’ingrédient essentiel de la preuve est le
théoréme de Bézout dans 'anneau k[X]. Comme P; et
P sont premiers entre eux, il existe deux polynémes V;
et V5 tels que, dans k[X],
1= PUXOVA(X) + Po(X)Va(X)

On en déduit d’abord que, dans End(E), ou le produit
est la composition des applications,

Id = Py(u) o Vi(u) + P2(u) o Va(u),
ce qui montre que tout vecteur z € E se décompose en

z = Pi(u) (Vi(u)(z)) + Pa(u) (Va(u)(z))

avec le premier terme de la somme dans Im(P; (u)) et le
deuxiéme dans Im(Pz(u)). On a donc E = Im(P;(u)) +
Im(P5(u)). Remarquons d’autre part que, dans End(E),

0= Pi(u) o Py(u) = Py(u) o Py(u).
On a donc Im(Py(u)) C ker(Py(u)) et aussi Im(P; (u)) C
ker(Pz(u)). On en conclut qu’a fortiori

E =ker(Pi(u)) + ker(Ps(u)).

Pour prouver que la somme est directe, considérons x
dans Dintersection ker(P;(u)) N ker(Pa(u)) et utilisons
cette fois la décomposition de x sous la forme

z = Vi(u) (P(u)(2)) + Va(u) (P2(u)(z))

puisque les endomorphismes de k[u] commutent entre
eux. On voit que x est nul puisque ses deux composantes
sont nulles. Au passage, on a démontré que Im(Ps(u)) =
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ker(P;(u)) et Im( Py (u)) = ker(P(u)) : sil'une des inclu-
sions était stricte, on ne pourrait avoir £ = Im(P; (u)) +
Im(P;(u)). On a également démontré que P;(u)oV;(u) est
le projecteur sur le sous-espace F; (i=1oui=2). O

EXERCICE 6.2. On donne des polynoémes P, ..., P, de
k[X] premiers entre euz deuzr & deux. Pour 1 < ¢ < r
on note @Q; le produit [] ki P;. Montrer qu’il existe des
polynomes Vi, ..., V, tels que, dans k[X],

1:Zvi(X)Qi(X)-

Relier cette égalité a la décomposition en éléments sim-
ples de 1/P dans k(X), avec P =P, ... P,.

Soit u dans End(FE) et P un polynéme non nul de k[X]
annulateur de u. On suppose que P se factorise en un
produit P = P; ... P, de polynomes premiers entre eux
deuz a deuz. Montrer qu’il existe alors une décomposition
en somme directe :

E= éEZ
i=1

avec F; = ker P;(u) = Im(Q;(u)).
Pour 1 < i <r, montrer que V;(u) o Q;(u) est le projec-
teur sur le sous-espace F;. On l'appelle projecteur spec-
tral associé a la valeur propre \;.

Corollaire 6.3 (Décomposition en sous-espaces caracté-
ristiques). On suppose que le polynéme caractéristique

de u est scindé sur k en :
T

(=" [T =)™,

i=1

T
Xu(X) avec Zmi =n.
i=1
ot les N\;, 1 < i < r sont deur a deux distincts. Il
existe alors une décomposition en somme directe de sous-
espaces stables par u :

E= @E
i=1

avec E; = ker(u—NId)™ et dim E; =m;, 1 <i<r. La
restriction (u—\;1d)|g, est un endomorphisme nilpotent.
On appelle E; le sous-espace caractéristique de u (ou
parfois sous-espace propre généralisé de u) associé a la
valeur propre \;, 1 <i <r.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence
sur le nombre de valeurs propres distinctes de u. Sir = 0,
n =0 et il n’y a rien a faire. Sinon, on applique d’abord
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le théoreme 6.1 avec P;(X) = (X — A1)™. On en déduit
une décomposition F = Fy @ E} avec E) = ker Py et Py
égal au quotient de P par P;.

La restriction (u — A\Id)|g, est, par construction, un
endomorphisme nilpotent puisque F; est le noyau de
(u — AId)™. L’espace E} est stable par u. La restric-
tion u|p; a P pour polynome caractéristique (d’apres la
proposition 2.4), qui a r — 1 racines distinctes. Par hy-
pothese de récurrence, le corollaire est vérifié pour upg;
dans End(E}). On en déduit que

dim(E}) =ma+ - +m, =n—my
et donc dim(E;) = myq, puisque n = >_._, m;. O

EXERCICE 6.4. Prouver le corollaire en utilisant 1’exer-
cice 6.2.

Il nous reste maintenant a rassembler les résultats précé-
dents avec ceux concernant les endomorphismes nilpo-
tents pour obtenir ce qui suit. On rappelle que la res-
triction (u — A;Id) g, au sous-espace caractéristique de
A; est un endomorphisme nilpotent. On peut donc lui
appliquer le théoreme 5.4 pour obtenir :

Théoréme 6.5 (Jordan). Soient E un espace vectoriel
de dimension finie n sur k et u un endomorphisme de
E. On suppose que le polynéme caractéristique de u est

scindé sur k en
s

Yl X) = (~)" [T(X = 2™,

i=1

s
avec E m; = n.
i=1

ou les valeurs propres A\j, 1 < ¢ < r sont deuxr a deux
distinctes.
Chaque terme de la décomposition en sous-espaces ca-

ractéristiques
T
E=EPE;
i=1

se décompose a son tour en une somme directe de sous-
espaces stables par u

Sq
Ei=PE,
j=1
ot la restriction (u — \Id)|g, ; est un endomorphisme

nilpotent d’indice égal a la dimension de E; ;.

Appelons bloc de Jordan de taille N et de valeur propre
A la matrice de My (k), triangulaire supérieure, décrite
par :

A
AN =
: .1
0 -~ 0 \

On appellera matrice de Jordan toute matrice diagonale
par blocs dont les blocs diagonaux sont des blocs de Jor-
dan.

Le théoreme précédent est alors équivalent a I’énoncé qui
suit.

Théoréme 6.6 (Forme normale de Jordan). Soit A une
matrice de M., (k). On suppose que le polyndme caracté-
ristique det(A — XT1,,) est scindé sur k en

s T
avec E m; = n.
i=1

(—1" TTx =A™,
i=1
ot les \;, 1 < i < r sont deux a deux distincts.
Il eziste alors une matrice inversible P de GL,, (k) telle
que PLAP est une matrice diagonale par blocs :

J/\1,N1,1 0 T 0
0 ‘])\171\/1.2 0
0 e I Ny,

oupour 1 <i<retl<j<sy, lebloc diagonal JNiN;
est un bloc de Jordan de taille N; ; et de valeur propre
Ai. Pour1 <i<r, ona Zj N;; = m; et on impose
Ni,l Z Ni,? Z Z NL‘“%. L’entier N/L'J = NZ est la
multiplicité de \; comme racine du polynéme minimal.

Remarque. La matrice de Jordan P~' AP, donnée par
le théoreme, est triangulaire supérieure, puisque les blocs
de Jordan le sont. Sur la diagonale figurent les valeurs
propres, avec la multiplicité qu’elles ont dans le polynéme
caractéristique, et les coefficients de la diagonale secon-
daire {(4,7),j = ¢ + 1} sont égaux a 1 ou 0. Tous les
autres coefficients sont nuls.

Les valeurs propres étant données et indexées, la matrice
de Jordan est entierement déterminée par la donnée des
entiers Ni,l Z Ni,g Z Z Ni,s” 1 S ) S . A une
matrice A dont le polynome caractéristique est scindé
correspond donc, une fois les valeurs propres indexées,
une unique matrice de Jordan qu’on appelle forme nor-
male de Jordan de la matrice A.

Vérifier qu’il existe une matrice @ de GL, (k) telle que
A" = Q71AQ (on dit que A et A’ sont dans la méme
classe de conjugaison sous GLy,(k)) si et seulement si A
et A’ ont méme forme normale de Jordan. C’est ce qui
justifie le terme forme normale.

Considérons maintenant un endomorphisme u dont le
polynome caractéristique est scindé. Le théoréme montre
qu’il existe une base dans laquelle la matrice de u est sous
forme normale de Jordan. Une fois indexées les valeurs
propres de u, cette matrice est uniquement déterminée
par u, méme si la base dans laquelle elle est la matrice
de u n’est pas forcément unique.

EXERCICE 6.7. Déterminer toutes les bases de F, espace
vectoriel de sur k, dans lesquelles la matrice d’une ho-
mothétie est sous forme normale de Jordan. Méme ques-
tion avec ’endomorphisme de l’exemple 1.3.1.



EXERCICE 6.8. On reprend ’endomorphisme de 1’exer-
cice 3.12 avec P(X) = (X + 1)(X — 1) et on sup-
pose d’abord que k n’est pas de caractéristique 2. Le
polynéme caractéristique de endomorphisme « (induit
par la multiplication par X) est donc —P et le polynéme
minimal P. Déterminer les noyaux des endomorphismes
u+1d et (u—1d)?. En déduire que la forme normale de
Jordan de la matrice de u est

-1 0 O
0 1 1
0 01

Expliciter une base (resp. toutes les bases) de E dans
laquelle la matrice de u est de cette forme. Que dire si
la caractéristique de k est 27

Théoreme 6.9. Soit E un espace vectoriel de dimen-
sion finie n sur k et u un endomorphisme de E. Les
conditions suivantes sont équivalentes

(1) u est diagonalisable.

(2) Le polyndme caractéristique x., est scindé sur k
et pour toute wvaleur propre \ la dimension de
lespace propre Ey est égale a la multiplicité de
A comme racine de Xy .

(3) Le polynéme minimal m,, est scindé sur k et a

racines simples.

(4) 1 existe un polynéme annulateur de u scindé sur

k et a racines simples.

Démonstration. L’équivalence de (1) et (2) fait objet
du corollaire 2.5. La condition (3) entraine clairement
(4). Supposons (4) satisfaite pour un polynéme P. Com-
me m,, divise P, il est également scindé a racines simples
et x, est aussi scindé, d’apres la proposition 2.4. En
considérant la forme normale de Jordan de la matrice
de u, on voit que, pour toute valeur propre A, la dimen-
sion de l'espace propre est égale au nombre de blocs de
Jordan de valeur propre \. Cette dimension est égale a
la dimension de 'espace caractéristique si et seulement
si tous les blocs en question sont de taille 1, c’est-a-dire
Ny=L1. O

Corollaire 6.10. La restriction a un sous-espace stable
d’un endomorphisme diagonalisable est aussi diagonali-
sable.

Démonstration. Soit F' C E un sous-espace stable par w.
Puisque m,, (u) est ’endomorphisme nul, sa restriction &
F est aussi nulle. On en déduit que m,, est un polynéme
annulateur de la restriction u|r et la conclusion, puisque
up vérifie I'assertion (4) du théoreme. O

Proposition 6.11. Soit E un espace vectoriel de dimen-
sion finie n sur k et u, v deux endomorphismes diagona-
lisables de E/. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) u et v commutent : wov =vou.
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(2) Il existe une base de E dans laquelle les matrices
de u et v sont simultanément diagonales.

Démonstration. Soit E = @, E\ la décomposition de F
en sous-espaces propres de u. Supposons que uov = vou.
On a alors, pour tout vecteur x de Fy,

u(v(z)) = v(u(x)) =v(Az) = Av(z)

ce qui montre que v(z) est soit nul, soit un vecteur propre
de u de valeur propre A. Dans les deux cas c’est un
élément de E qui est donc stable par v.

La restriction d’'un endomorphisme diagonalisable & un
sous-espace stable étant aussi diagonalisable (corollaire
6.10), il existe une base de E) dans laquelle la matrice
de v, est diagonale.

En réunissant toutes les bases obtenues pour toutes les
valeurs propres de u, on en déduit I'assertion (2).
Vérifier la réciproque. |

7. DECOMPOSITION DE DUNFORD

Le probleme est le suivant : étant donné un endomor-
phisme u dont le polyndéme caractéristique est scindé sur
k, trouver une décomposition u = s, + n, ou s, est
diagonalisable, n, nilpotent et commute avec s,,.

On remarque que la réduction de Jordan fournit une so-
lution. Dans une base B ou la matrice de u est une ma-
trice de Jordan J, on écrit

Ju =Sy + Wy

ou S, est la matrice diagonale qui a pour termes diago-
naux ceux de J,, et ou W,, = J, — S, est donc triangulaire
supérieure a termes diagonaux nuls, en particulier nilpo-
tente. Notons que S,, et W, sont aussi des matrices de
Jordan.

On note s, (resp. n,) 'endomorphisme de matrice S,
(resp. N,) dans la base B.

Lemme 7.1. Les endomorphismes s, et n, sont des
polynomes en w. Ils commutent donc.

Démonstration. Dans la décomposition de E en sous-
espaces caractéristiques de u :

E= @E
=1

les projecteurs sont des polynémes en u (théoréme 6.1)
que nous notons pr;. L’endomorphisme

”
Z Aipr;
i=1

est donc lui aussi un polynéme en v dont la matrice dans
la base B est S,. On voit donc que s, est un polynoéme
en u. Comme n, = u — s, c’est aussi un polynéme en
U. ]
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Montrons que la solution trouvée est unique : soit u =
s + w une solution. On a s, — s = w — n,. Comme s
commute avec w, il commute avec s + w = u, donc avec
tout polynoéme en u. Il existe donc une base dans laquelle
les matrices de s, et s sont simultanément diagonales.
Dans cette base, s, —s est diagonale de méme que w—n,,.
Or w commute avec s donc avec u = w + s, donc avec
tout polynome en u, en particulier avec n,. La formule
du binéme de Newton est donc valide

al N
(w . nu)N _ Z(_l)j< '>nuj wN—I

=0 J
et donne un résultat nul des que N est plus grand que la
somme des deux indices de nilpotence de w et n,. Il en
résulte que w—n, = s, —s est nilpotent et diagonalisable
a la fois, donc nul.
On a donc démontré :

Théoréme 7.2 (Décomposition de Dunford). Soit u un
endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie
sur k dont le polynome caractéristique est scindé sur k.
1l existe une décomposition unique de u en

U = Sy + Ny

avec s, diagonalisable et n, nilpotent qui commute avec
Su-

Corollaire 7.3 (Calcul des puissances d’un endomor-
phisme). Une fois donnée la décomposition de Dunford
U = Sy +Ny, on a, si N est l'indice de nilpotence de n,, :
min(N—1,¢) /
W= (st =Y <) s
=0 J
J_
pour tout £ entier.

Corollaire 7.4. Supposons k =R ou k = C.
L’exponentielle d’un endormorphisme est alors définie et
l’on a
exp(u) = exp(sy,) exp(n.,)
avec, si N est l'indice de nilpotence de n, :
N-1 '
exp(ny,) = Al (ny)’.
j=0



