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Formes bilinéaires et quadratiques

Formes sesquilinéaires et hermitiennes.

8. DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES

On considere un corps k, de caractéristique différente
de 2, et un espace vectoriel F sur k de dimension quel-
conque.

Définition 8.1. On appelle forme bilinéaire sur E une
application
b:ExE—k

telle que,
(1) pour tout x € E, Uapplication partielle
b, E — k
y — b=,y
est une forme linéaire sur E.
(2) pour tout y € E, Uapplication partielle
by:E — k
v — by
est une forme linéaire sur E.

On dit que b est symétrique si b(x,y) = b(y, z) pour tous
x ety dans E.

A toute forme bilinéaire sur E est associée une forme
quadratique

q:F — k
x — bz, )
Pour tous z, y de E et A dans k, on a donc
q(\z) = b(Ax, A1) = \*q(x)
et

gz +y)=bx+y,x+y)
=q(z) +q(y) + b(z,y) + by, z).

Réciproquement, toute forme quadratique g sur E pro-
vient d’une seule forme bilinéaire symétrique : celle dé-
terminée, lorsque la caractéristique de k n’est pas 2, par
la formule :

2b(z,y) = q(z +y) — q(x) — a(y)
ou aussi bien par
Ab(z,y) = q(z +y) — q(z — y).
On P'appelle parfois la forme polaire de la forme quadra-
tique.

L’ensemble des formes bilinéaires (resp. bilinéaires symé-
triques) sur E est un espace vectoriel sur k. L’ensemble
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des formes quadratiques sur E est un k-espace vectoriel
canoniquement isomorphe a celui des formes bilinéaires
symétriques.

Restriction. La restriction d’une forme bilinéaire (resp.
d’une forme quadratique) & un sous-espace vectoriel F
de E est toujours une forme bilinéaire (resp. une forme
quadratique) sur F.

Exemple 8.1.1. Considérons F = k. L’application
q:FE — k
r — qz) =2?
est une forme quadratique sur F associée a la forme bi-
linéaire symétrique

b:ExE — &k

(,y) — b(z,y) ==y
Exemple 8.1.2. On considere ici E = k2. L’application
q:F — k

= (r1,22) — q(x) =122

est une forme quadratique sur E associée a la forme bi-
linéaire symétrique

b:ExE — k

1
(z,y) = blz,y) = 5(551112 + Z2y1)-

La restriction de ¢ & Vect(ey) (resp. Vect(ez)) est nulle.
La restriction & Vect(e; + e3) est la forme quadratique
de l'exemple 8.1.1.

Exemple 8.1.3. Considérons k& = R et I'espace vecto-
riel E = C([0,1],R) des fonctions continues sur 'inter-
valle compact [0, 1]. L’application

q:F — k
1

— 2(t)d

/ /Of(t)t

est une forme quadratique sur F associée a la forme bi-
linéaire symétrique

b:ExE — k
(f.g) — / F(Hg()dt

EXERCICE 8.2. Toujours avec k = R, considérons I’en-
semble E = (?(R) des suites de réels de carré som-
mable. Autrement dit, un élément de F est une suite
u = (up)nen telle que 07 Ju2 < oo.

n=0 "n
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Soit N un entier. Considérer A — Zﬁ;o(un + vy, )? et
prouver 'inégalité de Cauchy-Schwarz

(£) < (54) (i)

En déduire que £2(R) est un espace vectoriel sur R.
Montrer que ’application

g:F — k
o0
v S
n=0

est une forme quadratique sur E associée a la forme bi-
linéaire symétrique

b:ExE — k
o0
n=0

Exemple 8.2.1. Considérons k = R et un espace affine
euclidien £. L’espace des vecteurs de £ est donc un espace
vectoriel euclidien E, muni d’'un produit scalaire noté
(| ) et de la norme euclidienne associée notée || ||.

On fixe un point O dans &£ et on considere 'application :

ga:E — &k
7 — (OA|7)?

Vérifier que, lorsque ||9]| = 1, ||O—1>4H2 — g4 (7) exprime la
distance du point A a la droite définie par le point O et
le vecteur directeur ¥ (voir Exercice 3, Feuille 4).

8.3. Dualité. Noyau. Soit b une forme bilinéaire symé-
trique. On en déduit une application

op: E — EF
(y — b(z,y))

qui associe a tout vecteur x de E, I’application partielle
y — b(x,y), qui est bien une forme linéaire sur E.

On appelle noyau de la forme bilinéaire symétrique b
(resp. de la forme quadratique associée) le noyau de 1’ap-
plication ¢p. C’est le sous-espace vectoriel des vecteurs
zde E :

kerb:={x € E,Yy € E,b(x,y) = 0}.

Lorsque le noyau de b est réduit a {0}, Iapplication ¢y
est injective. On dit alors que b est non-dégénérée. Si une
forme linéaire f € E* est I'image par ¢, d’'un vecteur x,
on dira qu’elle est représentée par x (via b). Si tel est le
cas, pour tout y de F on a

fly) =b(z,y)

Si de plus E est de dimension finie, alors ¢, est un
isomorphisme entre E et E*. Toute forme linéaire est
représentée par un vecteur de F. C’est un cas trés im-
portant. On y revient au paragraphe 8.7.

X —

8.4. Matrice d’une forme quadratique sur un es-
pace vectoriel de dimension finie. Dans ce para-
graphe, l'espace vectoriel E est supposé de dimension
finie n sur k. On se donne une forme quadratique ¢
de forme polaire b. Si B = (e1,...,e,) est une base
de E, on désigne par a;; la valeur de b(e;,e;) pour
1 < 4,7 < n. Pour tous vecteurs x et y de E, de co-
ordonnées (z1,...,2y) et (y1,...,y,) dans la base B, on
a donc, par bilinéarité :

b(z,y) = b(z Ti€i,y) = inb(ei, y)
i=1 i=1

n n n n
= wiblei, Yy yse;) =Y @iy yblese;)
=1 j=1 =1 j=1
= Z xiai,jyj.

1<i,j<n

Par suite :
q(x) =b(z,z) = Z T T
1<i,j<n

On considere donc la matrice A de M,, (k) de coefficients
a; ;, 1 <1i,j <n,quel’on appelle la matrice de b (resp. q)
dans la base B. C’est une matrice symétrique : A = A.
Si X (resp. Y) désigne la matrice des coordonnées de x
(resp. y) dans la base B, les égalités précédentes s’ex-
priment par les égalités entre matrices :

b(z,y) ='XAY, q(r)="XAX.

EXERCICE 8.5. Montrer que 'espace des formes quadra-
tiques sur un espace vectoriel de dimension finie n sur k
(car(k) # 2) est un espace vectoriel sur k de dimension
n(n+1)

5
8.6. Changement de base. Si B’ = (ef,...,€e]) est
une autre base de E, nous notons X’ (resp. Y/, 4’) la
matrice de z (resp. y, b) dans la base B’. Comme dans

(1.7), on construit la matrice de passage P de la base B
a la base B’. On a

X =PX' etY =PY’
Par unicité de la matrice de b ou ¢ dans la base B’ on a
A" ='PAP.

Bien noter, qu’en général, *P est différente de P~1. Ce
qui veut dire que si, dans une base B, un endomorphisme
u a méme matrice qu'une forme quadratique ¢, il n’en
sera pas nécessairement de méme dans une autre base

B

8.7. Dualité en dimension finie, rang. Munissons
E* de la base duale B* de la base B. La matrice de
I'application ¢, dans les bases B a la source et B* au
but, est encore la matrice A. On voit donc que b est non-
dégénérée si et seulement si sa matrice dans une base B
est inversible.



Le déterminant de la matrice de b n’est pas invariant
par changement de base (noter cependant que le signe
du déterminant est conservé). En revanche, son rang est,
lui, invariant. C’est le rang de ’application ¢,. On l'ap-
pelle le rang de la forme bilinéaire b (resp. de la forme
quadratique associée).

Lorsque b est non dégénérée, (i.e. de rang n, i.e. de noyau
réduit & {0}), Papplication ¢, est un isomorphisme entre
E et E*. Toute forme linéaire est représentée par un
vecteur de E via b.

Exemple 8.7.1. Soit E un espace euclidien de dimen-
sion finie n sur R. Le produit scalaire est une forme
bilinéaire non dégénérée sur E. Via le produit scalaire,
toute forme linéaire sur E est représentée par un vec-
teur de E. Par exemple, une forme linéaire nulle sur un
hyperplan de E est représentée par un vecteur normal &
I’hyperplan.

Il ne faut pas croire que toute forme non dégénérée est

type précédent. Un exemple célebre est le suivant :

Exemple 8.7.2. On désigne par (¢, z,y, z) les coordon-
nées dans la base canonique d’'un vecteur de R*. Soit
¢ un nombre réel positif non nul. Considérons alors la
forme de Minkowski :

q: (ta,y,2) — AP —a? —y? = 27

Sa matrice est diagonale, de rang 4, avec ¢, —1, -1, —1
comme éléments diagonaux. Vérifier qu’une forme liné-
aire f sur R* décrite dans la base canonique par :

[ty 2) — wt+ax+ By + vz
est alors représentée, via la forme de Minkowski, par le

vecteur (C%w, —a, —0,—).

9. FORMES SESQUILIN}:]AIRES ET HERMITIENNES

Dans ce paragraphe, le corps k est celui des complexes C
et F est un espace vectoriel complexe de dimension quel-
conque. Pour tout nombre complexe z, on notera R(z)
(resp. $(z)) sa partie réelle (resp. partie imaginaire).

Définition 9.1. On appelle forme sesquilinéaire sur E
une application
b:ExFE—C
telle que,
(1) pour tout x € E, lapplication partielle
b, : E — C
y — b(z,y)
est une forme linéaire sur E.
(2) pour tout y € E, Uapplication partielle
b,:E — C

z — bz,y)
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est une forme antilinéaire sur E, c’est-a-dire,
pour tous x, ¥’ dans E et A dans C
by(w+a') = by(x)+b,()
by(Ar) = Aby(x)
On dit que b est a symétrie hermitienne ou simplement
hermitienne si b(x,y) = by, x) pour tous x ety dans E.
A toute forme sesquilinéaire a symétrie hermitienne sur
E est associée une forme quadratique hermitienne
h:EFE — R

x — bz, )

A cause de la symétrie hermitienne de b, h(z) = b(z, x) =
b(x,x) = h(z). Une forme hermitienne est donc & valeurs
réelles.

Pour tous x, y de E et A de C, on a donc

h(Az) = bz, Ax) = |\*h(z)

et

hz +y) =b(x +y,z +y)
= h(z) + h(y) + b(z,y) + by, z)

h(z +iy) = b(x + iy, x + iy)
= h(z) + h(y) + i(b(z, y) — b(y, z))
Réciproquement, toute forme quadratique hermitienne

h sur E provient d’une seule forme sesquilinéaire hermi-
tienne : celle déterminée par la formule :

4b(z,y) = h(z +y) — h(z —y) — i(h(z +iy) — h(z —1y)).
On l'appelle la forme polaire de la forme quadratique
hermitienne.

L’ensemble des formes hermitiennes sur E est stable par
addition et par multiplication par un réel (mais pas, en
général, par un complexe non réel). C’est donc un espace
vectoriel sur R. L’ensemble des formes quadratiques her-
mitiennes lui est canoniquement isomorphe.

9.2. Dualité. Noyau. Soit b une forme hermitienne.
On en déduit une application

op: B — EF

(y — b(z,y))

qui associe a tout vecteur x de E, 'application partielle
y — b(z,y), qui est bien une forme linéaire sur E. L’ap-
plication ¢y est, cette fois, antilinéaire. Comparer avec
ce qui a été fait au paragraphe 8.3. On définit le noyau

de ¢y

X [

kerb:={x € E,Yy € E,b(x,y) = 0}.

C’est un sous-espace vectoriel complexe de E (le vérifier,
en prenant garde que ¢y, est seulement antilinéaire). Lors-
que le noyau de b est réduit & {0}, Papplication ¢; est
injective. On dit alors que b est non-dégénérée. Si une
forme linéaire f € E* est 'image par ¢, d’un vecteur z,
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on dira qu’elle est représentée par = (via b). Si tel est le
cas, pour tout y de F on a

fy) =b(z,y)

Si de plus F est de dimension finie, alors ¢, est un anti-
isomorphisme entre E et E*, c’est-a-dire une bijection
anti-linéaire. Toute forme linéaire est représentée par un
unique vecteur de FE.

9.3. Matrice d’une forme hermitienne sur un es-
pace vectoriel complexe de dimension finie. Dans
ce paragraphe, ’espace vectoriel E est supposé de di-
mension finie n sur C. On se donne une forme quadra-
tique h de forme polaire b. Si B = (e1,...,e,) est une
base de E, on désigne par a; ; la valeur de b(e;,e;) pour
1 < 4,7 < n. Pour tous vecteurs = et y de E, de coor-
données (z1,...,2,) et (y1,...,y,) dans la base B, on a
donc, par sesquilinéarité :

b(z,y) =b()_wiei, Y yje;) =
i=1 =1

Par suite :

> Tiaigy;.

1<i,j<n

n
:Zai,i|xi|2+2 Z %(ai,j :i‘ll'])
i=1 1<i<j<n
On considére donc la matrice A de M, (C) de coeffi-
cients a; j, 1 < 14,7 < n, que 'on appelle la matrice de b
(resp. ¢) dans la base B. On notera A* la matrice *A. On
I’appelle matrice adjointe de A. La matrice d’une forme
hermitienne vérifie donc : A = A. On dit que c’est une
matrice hermitienne.
Si X (resp. Y) désigne la matrice des coordonnées de z
(resp. y) dans la base B, les égalités précédentes s’ex-
priment par les égalités entre matrices :

b(xz,y) = X*AY, h(z)=X"AX.

EXERCICE 9.4. Montrer que I'espace des formes hermi-
tiennes sur un espace vectoriel de dimension finie n sur

C est un espace vectoriel sur R de dimension n?.

EXERCICE 9.5. Changement de base Montrer que si
la matrice de h dans une base B de E est A, sa matrice
dans une base B’ est

A= P*AP

si P est la matrice de passage de B a B'.

Le déterminant de la matrice de b n’est pas invariant
par changement de base. Mais c’est toujours un nombre
réel dont le signe est conservé par changement de base
(le vérifier). En revanche, son rang est, lui, invariant. On
Pappelle le rang de la forme sesquilinéaire b (resp. de la
forme hermitienne associée).

Lorsque b est non dégénérée, (i.e. de rang n, i.e. de noyau
réduit a {0}), Papplication ¢, est une bijection anti-
linéaire entre F et E*. Toute forme linéaire est représen-
tée par un vecteur de F via b.

Exemple 9.5.1. On considere lespace vectoriel C de
dimension 1 sur C et la forme hermitienne

h:z— |z|?
associée a la forme sesquilinéaire
b:(z,t) — Zzt.

Vérifier que 5 := R(b) est une forme R-bilinéaire symé-
trique sur C considéré comme espace vectoriel de dimen-
sion 2 sur R. Montrer que (3 est définie positive. Quelle
est la forme quadratique associée a 37

Vérifier que o := $(b) est une forme R-bilinéaire anti-
symétrique sur C considéré comme espace vectoriel de
dimension 2 sur R.

Soit n € N. Généraliser ce qui précede a C™.

10. REDUCTION DE GAUSS ET THEOREME D’INERTIE

Vérifier qu’en dimension 1, toutes les formes quadra-
tiques sont proportionnelles.

10.1. Le cas de la dimension 2. On se donne une
base B = (e, e3) de E. Dans cette base une forme qua-
dratique est décrite par les trois éléments a := g(e1),
0 :=b(e1,e2), v := q(ez2) de k. La matrice de ¢ s’écrit :

(a ﬁ)

B

Pour tout vecteur z de E, de coordonnées (x1,x2) dans
la base B, on a donc :

q(r) = ax? 4+ 2Br120 + Y23,

Supposons que 'un des deux nombres g(e1) ou (g(ez),
par exemple ¢(e1), n’est pas nul. On écrit alors ¢(x)/«a
comme le début du carré de (z1 + glﬂg) :

2 2
v —
g(z) = a (ml n %2) + =5
« Q
ce qui prouve que g(x) s’écrit
q(x) = a1 (b (2))? + az(fa(x))?
ou /7 et £5 sont deux formes linéaires indépendantes dans
E* (le vérifier).
Supposons maintenant que g(e1) = g(e2) = 0. Le procédé
précédent ne peut s’appliquer. On a cependant :

q(z) = 2Bz119 = g ((z1 + 22)% = (z1 — 22)?) .

A nouveau, q(x) s'écrit
q(z) = a1 (62 (2))? + az(la())?

ou /; et £5 sont deux formes linéaires indépendantes dans
E* (le vérifier).



Proposition 10.2. Soient k un corps de caractéristique
différente de 2, E un espace vectoriel de dimension 2 sur
k et q une forme quadratique sur E.

On peut trouver deux formes linéaires {1 et {s, indépen-
dantes dans E*, telles que

q(z) = a1(£1(x))* + az(lz(x))?

Les coefficients oy et as sont tous deux non nuls si et
seulement sirg(q) = 2, tous les deux nuls si et seulement
st q =0 et un seul des deuz nul si et seulement sirg(q) =
1.

Démonstration. La seule chose qui reste a prouver est la
derniere assertion. Comme #; et {5 sont indépendantes,

41 (LE)
2169
est un changement de coordonnées. On sait que, par un

tel changement de base, le rang de la forme quadratique
est invariant. D’ou le résultat. O

/
131 -

Th =

Le résultat de la proposition se généralise aisément :

Théoréeme 10.3 (Réduction de Gauss). Soient k un
corps de caractéristique différente de 2, E un espace vec-
toriel de dimension n sur k et g une forme quadratique
sur E.

On peut trouver n formes linéaires {1, ...
dantes dans E*, telles que

q(x) = a1 (61(2))* + - + o (Cn(2))?

Le nombre de coefficients a; mon nuls est le rang de la
forme quadratique.

Uy, indépen-

Démonstration. On procéde par récurrence sur la dimen-

sion n de E. Si ¢ =0il n’y a rien a faire.

Sinon, supposons d’abord que l'un des g(e;), 1 < i <

n nest pas nul, par exemple g(e;) = aj ;. On écrit
’ ’ n ai,q

q(x)/a1,1 comme le début du carré de (z1+3 2,y o1 %i),

ce qui donne :

n
ai;
qx) =a11 |1+ ’
@ ( >

)

2
331') + q1()

ol ¢; est une forme quadratique qui ne dépend que de
(z2,...,2,). Par hypotheése de récurrence, on peut la
décomposer en

Pour conclure dans ce cas, il suffit de constater que ¢,
n’est pas dans Vect({o, . .., £, ) puisque elle dépend de 1
qui n’apparait dans aucune des ¢;, 2 < i < n.
Si tous les g(e;), 1 < ¢ < n sont nuls et ¢ non nulle, c’est
que n > 2 : on a alors au moins un des b(e;, e;), 1 < j
qui ne l'est pas, par exemple b(eq, e2) = a1 2.
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On écrit alors g(z) comme le début du produit

n n
az; a1,
2@1}2 T+ E X; To + E T
e 11,2 — 11,2
1=3 =3

) s

La différence entre g(x) et le produit est est une forme
quadratique qui ne dépend que de (3, ..., 2, ). Terminer
la preuve en s’inspirant du cas n = 2. O

Donnons une formulation matricielle de ’énoncé précé-
dent :

Théoreme 10.4. On travaille sur un corps k de caracté-
ristique différente de 2. Soit A € M, (k) une matrice
symétrique. Il existe une matrice inversible P € GL, (k)
telle que tPAP est diagonale.

10.5. Loi d’inertie. On choisit maintenant £ = R. On
dira qu'une forme quadratique est positive (resp. néga-
tive) si elle ne prend que des valeurs positives ou nulles
(resp. négatives ou nulles) sur E. On dira qu’elle est
définie positive(resp. définie négative) si elle est positive
(resp. négative) et si elle ne s’annule qu’en 0.

EXERCICE 10.6. Montrer qu'une forme quadratique dé-
finie positive est non-dégénérée.

Lorsque k£ = R tout élément positif a une racine carrée.
On en déduit le

Théoréme 10.7 (Loi d’inertie de Sylvester). Soit ¢ une
forme quadratique sur un espace vectoriel E de dimen-
sion n sur R.

On peut trouver n formes linéaires (1, . ..
dantes dans E*, telles que

,ln, indépen-

g@) == > (L) + > (ti(x))?
j=1 i=s+1

our estle rang de la forme q. L’entier s ne dépend pas du
systeme de formes linéaires qui réalise la décomposition.
Le couple (s, —s) est appelé signature de la forme qua-
dratique.

Démonstration. L’existence est claire puisque k£ = R.
Reste I'unicité. Supposons donc 'existence de deux dé-
compositions de ¢ 'une

de) ==Y (GE@P+ Y (@)
lautre ” -

)= S GRS
avec 8’ > s. . -

Il existe alors un méme systéme de n — r formes linéaires
(Ar+1, -+, An) qui complete & la fois les systemes libres
(b1,...,0.) et (£,...,0.) en deux bases de E*.
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La restriction de la forme ¢ au sous-espace vectoriel F’
d’équations

bh=...=l;=0=Xp1=...= A\
est définie positive. F est 'orthogonal de
Vect(€y, ..., b, Art1y -3 An) C EX,

il donc de dimension r — s.
La forme ¢ est définie négative sur le sous-espace vecto-
riel I’ d’équations

£5/+1 :...:ZTZOZ)\T+1 =...=\,
qui est I'orthogonal de
Vect(ls 41y« bry A1y ooy An) C B,

donc de dimension s’.

Désignons par G l'orthogonal de Vect(Ar41,...,A,). 11
est de dimension r. La somme des dimensions dim F' +
dim F’ vaut r+5s' —s > r. Comme F et I’ sont des sous-
espaces de G, leur intersection est de dimension positive.
Sur cette intersection, ¢ est a la fois définie positive et
definie négative, ce qui est contradictoire. O

EXERCICE 10.8. Soit F un espace vectoriel de dimen-
sion 2 sur C, muni d’une base B = (ey, e3). Soit h une
forme hermitienne sur E. Pour tout vecteur x de E, de
coordonnées (x1,z2) dans la base B, on a :

h(z) = alz1|® + 2R(BZ122) + v|z2|*.

avec « et 7y réels.
La matrice de h dans la base B s’écrit donc :

(59

On suppose o # 0. Eerire h(z)/a comme le début du
carré de |1 + gmg\ et montrer que

B

2
o
he) = afar + D + X0 2
[0 8]

On suppose maintenant que o = v = 0. Montrer que
1
hz) = 2R(8T122) = 5 (|1 + Bxa|? — |21 — Ba|?) .

A la suite de 'exercice ci-dessus, adapter les démonstra-
tions de la réduction de Gauss et de la loi d’inertie au
cas des formes quadratiques hermitiennes pour prouver
le :

Théoréme 10.9 (Loi d’inertie pour les formes hermi-
tiennes). Soit h une forme hermitienne sur un espace
vectoriel E de dimension n sur C. On peut trouver n
formes linéaires (1, ..., L, , indépendantes dans E*, telles
que

S T
2 2
@) == @)+ > @)
j=1 i=s+1
our estle rang de la forme q. L’entier s ne dépend pas du
systeme de formes linéaires qui réalise la décomposition.

Le couple (s,r — s) est appelé signature de la forme her-
maitienne.

EXERCICE 10.10. On considere 'espace E = C? muni
du produit scalaire hermitien canonique et la forme

h:E — R
z=1(z1,22) +—— h(z) =R(2122).

Montrer que c’est une forme hermitienne sur E. Calculer
la forme sesquilinéaire & symétrie hermitienne dont elle
provient.

Déterminer la matrice de h dans la base canonique de E.
Calculer le rang de h et sa signature. Déterminer l’en-
semble des vecteurs de E qui annulent h.

Comparer avec ’exemple 8.1.2.

Les fonctions

EFE — R
z=(z1,22) — R(2122)
et
F — R
z=(z1,22) — S(2122)

sont-elles des formes hermitiennes sur £ ?



