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LICENCE DE MATHEMATIQUES
ALGEBRE ET GEOMETRIE

Formes bilinéaires et quadratiques sur un espace euclidien

Dans tout ce chapitre, F sera un espace euclidien, c’est-
a~dire un espace vectoriel sur le corps R des réels muni
d’une forme bilinéaire définie positive de référence, ap-
pelée produit scalaire euclidien et notée ( | ). La forme
quadratique associée est le carré de la norme euclidienne.
On note la norme euclidienne || ||. Une propriété fonda-
mentale est [’inégalité de Cauchy-Schwarz :

Ve,ye B [{e ]yl <zl yl

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.
On suppose que E est de dimension finie n. On se donne
alors une deuxieme forme quadratique ¢, de forme po-
laire b. L’objet de ce chapitre est 1’étude des propriétés
métriques de ¢, c’est-a-dire des propriétés de ¢ inva-
riantes par le groupe orthogonal de E.

11. DEFINITIONS ET PROPRIETE FONDAMENTALE

Un peu de topologie : E étant un espace vectoriel de
dimension finie, toutes les normes sur F, en particulier
la norme euclidienne, y définissent la méme topologie.
Pour cette topologie, la boule unité et la sphere unité S
sont compactes.

Il s’ensuit que toute forme linéaire f : £ — R est conti-
nue. La norme de I'application linéaire f est la borne
supérieure de f sur la sphere unité qui existe et est at-
teinte. De méme ’application b : E X F — R est une
application bilinéaire continue : sa norme d’application
bilinéaire est sa borne supérieure sur le produit S x S
qui est compact. Par conséquent ’application

q:F— R

est aussi continue puisque c’est la composée de 'appli-
cation diagonale (toujours continue, le vérifier)

EF — ExE
z — (z,7)
avec b.
Considérons alors la borne supérieure A de ’application
g sur S et 'ensemble des points Sy ou elle est atteinte.
On vient de voir que S, contient au moins un point. On
peut également considérer I’ensemble E) des vecteurs x
de E qui vérifient I’égalité suivante
2
f(@) = All]|”.
S, est l'intersection de E avec S.

Lemme 11.1. Soit E un espace vectoriel réel de dimen-
sion quelconque et f une forme quadratique positive sur
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E de forme polaire ¢. On a alors ’égalité
{zr € E| f(x) =0} =ker f.
En particulier {x € E | f(x) = 0} est un sous-espace

vectoriel de E.

Démonstration. Si z est dans le noyau, ¢(x,y) est nul
pour tout y de E donc pour z et on a f(z) = 0.
Réciproquement, soit x tel que f(x) = 0. Pour y dans E
on a, pour tout « réel :

0 < flax +y) = flaz) + f(y) + 2¢(az,y)
= f(y) +2a¢(z,y).

La fonction o — f(y)+2a¢(x,y) est une fonction affine
de R dans R qui reste toujours positive ou nulle. La seule
possibilité est que ¢(z,y) = 0. |

EXERCICE 11.2. Constater, sur 'exemple de la forme

quadratique
f:E=R?
x = (x1,22)

que I'ensemble des vecteurs x de E sur lesquels f s’an-
nule (on les appelle vecteurs isotropes de f) n’est pas en
général un sous-espace vectoriel.

— k

— f(z) = 2129

EXERCICE 11.3. Montrer le lemme analogue pour une
forme hermitienne positive sur un espace vectoriel com-
plexe.

Une conséquence du lemme est que I’ensemble E) est
un sous espace vectoriel de F, puisque c’est ’ensemble
des vecteurs x de E sur lesquels la forme quadratique
positive f : 2 +— M|z||? — ¢(z) s’annule.

Un deuxieme conséquence du lemme est la suivante : si
y est orthogonal (pour le produit scalaire) a E, alors
b(x,y) = 0 pour tout vecteur x € E), autrement dit y
est aussi g-orthogonal (ou b-orthogonal) & Ey. En effet,
la forme polaire de la forme quadratique positive f est
la différence

¢ (2,y) — Mz [y) — bz, ).
L’espace E est le noyau de la forme f, autrement dit,
Vee Ex,YyeE, XNz]|y) —blz,y)=0.
En particulier b(z,y)=0 pour z € E, et y € E;-.
Exemple 11.3.1. Soit w un vecteur fixé non nul dans F.
L’application ¢ : v — |(w | v)|? est une forme quadra-
tique positive sur E. Son noyau est I’hyperplan vectoriel

(w)*. Le maximum de cette forme quadratique sur S est
la norme euclidienne de w.
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Considérons un sous-espace vectoriel F' de E et restric-
tion g de la forme quadratique précédente a F. C’est
donc une forme quadratique positive sur F'. Son noyau
est lintersection F' N (w)+. Vérifier que le maximum de
q sur la sphere unité Sy de F' est égal au carré de la
norme de la projection orthogonale de w sur F'.

On en vient maintenant au théoréme fondamental.

Théoreme 11.4. Soit E un espace vectoriel euclidien
de dimension finie n et q une forme quadratique sur E.
Il existe des réels \y > ... > )\, et une base orthonormée
B=(e1,...,en) de E dans laquelle q s’écrit

q(x) = i iz,
i=1

Les nombres Ai,...,\, ne dépendent que de q. On les
appelle valeurs principales de la forme quadratique f.
En particulier, \1 est la borne supérieure et A\, la borne
inférieure de q sur la sphére unité de E.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence
sur la dimension de l’espace E. Pour n = 0 il n’y a
rien a faire. Soit n > 0. Supposons que le probléme est
résolu pour tout espace euclidien de dimension stricte-
ment inférieure a n.

Compte tenu du lemme 11.1 et de ses conséquences, nous
savons qu’il existe une décomposition de F en une somme
directe de deux sous-espaces orthogonaux F) et Ei‘ qui
sont aussi g-orthogonaux. Par hypothese de récurrence,
il existe une base orthonormée de E/J\-, dans laquelle la
restriction de ¢ a la forme voulue. En complétant cette
base par une base orthonormée de Ey, on obtient une
base orthonormée de E qui remplit les conditions du
théoreme.

On remarque que l'on a utilisé fortement ’hypothese E
est de dimension finie : pour la compacité de S et ’exis-
tence de A, pour l'existence d’un supplémentaire ortho-
gonal, enfin dans la démonstration par récurrence. [

EXERCICE 11.5. Formuler et montrer I’énoncé analogue
pour une forme hermitienne sur un espace vectoriel com-
plexe.

12. REDUCTION DES MATRICES SYMETRIQUES
REELLES SOUS LE GROUPE ORTHOGONAL

Soit ¢ une forme quadratique sur F et By une base or-
thonormée de E dans laquelle la matrice de ¢ est A.
Le théoreme 11.4 affirme l'existence d’une base B de F
dans laquelle la matrice de g est diagonale, de coeflicients
diagonaux Aq,..., A,. Soit P la matrice de passage. On
obtient donc que *PAP est une matrice diagonale. Mais
P est une matrice orthogonale, autrement dit ‘P = P~1,
donc PAP = P~!'AP est une matrice diagonale. Une
formulation matricielle, équivalente du théoreme 11.4 est

Théoréeme 12.1. Soit A € M, (R) une matrice symé-
trique réelle. Il existe alors une matrice orthogonale P
de O,(R) telle que P~YAP est une matrice diagonale.

EXERCICE 12.2. Cet exercice fournit, entre autres choses,
une autre démonstration des théoremes 11.4 et 12.1 et
de leurs analogues pour les formes hermitiennes.

On se donne un espace vectoriel hermitien £ de dimen-
sion finie n sur C et un endomorphisme u de E. Dans
une base orthonormée By de E la matrice de u est A €

M, (C).

a) Montrer (en prenant par exemple pour y les éléments
d’une base orthonormée), qu’il existe un unique endo-
morphisme u* défini par la formule

(y [u™(z)) = (uly) | z)

On appelle u* I'endomorphisme adjoint de u. Montrer
que la matrice de u* dans la base By est la matrice A* =
TA.

Ve,y € F,

b) On dira qu'un endomorphisme u € End(E) est normal
s’il commute avec son adjoint. Constater que c’est le cas
si u est unitaire (u~! = u*) ou hermitien (u = u*).

Soit A une valeur propre de u (dites pourquoi il y en
a toujours au moins une) et E) 'espace propre associé.
Montrer que E) est stable par u*. En déduire que 1'or-
thogonal Ei est stable par .

¢) Conclure, par récurrence sur la dimension de E, qu'il
existe une base orthonormée de E dans laquelle la ma-
trice de u est diagonale.

En déduire I'analogue matriciel : Soit A € M,,(C) une
matrice qui commute avec son adjointe (AA* = A*A).
1l existe alors une matrice unitaire P € U, (C) telle que
P~YAP est diagonale.

d) Remarquer qu'une matrice hermitienne (resp. uni-
taire) commute avec son adjointe. Montrer que les va-
leurs propres d’une matrice hermitienne (resp. unitaire)
sont réelles (resp. de module 1). Examiner le cas parti-
culier des matrices symétriques réelles (hermitiennes et
a coefficients réels) et orthogonales (unitaires et a coef-
ficients réels).

Corollaire 12.3. Soit E un espace vectoriel euclidien
de dimension finie n et ¢ une forme quadratique sur E.
Soit B = (e1,...,e,) une base orthonormée de E et A la
matrice (symétrique) de q dans cette base. La trace de A
est égale a la somme >, q(e;). Elle est indépendante
de la base orthonormée utilisée pour la calculer.

Exemple 12.3.1. Reprenons I'exemple 11.3.1. La som-
me des valeurs de g sur les vecteurs d’une base ortho-
normée de F est le carré de la norme d’une projection
orthogonale de w sur F. On constate qu’elle ne dépend
pas de la base orthonormée.



Exemple 12.3.2. Considérons une forme quadratique g
non dégénérée dans un espace euclidien de dimension 2 et
lensemble C' des vecteurs = € E tels que |¢(x)] = 1. On
appelle diametre de C un couple de vecteurs (z, —x) tels
que |q(z)| = |g(—z)| = 1. Le corollaire dit que la somme
des carrés des longueurs de 2 diametres g-conjugués est
constante.

C’est un théoreme d’Apollonius. Combien vaut la cons-
tante si ¢ est définie positive (C' est alors une ellipse) 7 si
q est de signature (1,1) (C est alors la réunion de deux
hyperboles) ?

Généraliser 1’énoncé en dimension n.

EXERCICE 12.4 (Matrices de Gram). FE est un espace
vectoriel euclidien de dimension n. Considérons un syste-
me V = (v1,...,vp) de p vecteurs de E et la matrice
symétrique Gy dont les coefficients sont les (v; | v;),
1 <4, < p. On l'appelle matrice de Gram du systéeme
V.

a) Vérifier que det(Gy) = 0 si le systeme V est lié.

b) On suppose ici que V est un systéme libre. Constater
que la matrice Gy, est la matrice, dans la base V, de la
restriction du produit scalaire & V' = Vect(v1, ..., vp).
En déduire qu’il existe une matrice P de GL,(R) telle
que Gy = *PP. Que représente la matrice P ? Montrer
que le déterminant de G est un nombre positif non nul.
Sty = Y7y est un vecteur de V on a donc, en
notant Y la matrice colonne de ses coordonnées dans la
base V

[yll* ="YGvY

Application : on prend n = 3 et p = 2. Montrer que le
déterminant de la matrice de Gram d’un systeme de 2
vecteurs vy, v est égal au carré de la norme du produit
vectoriel v; A vy (Porientation n’intervient pas).

¢) On suppose toujours que V est un systéme libre. Soit
z un vecteur de E. On considére la matrice Gy ;, ma-
trice de Gram du systéme (v1, ..., v, z). Montrer que
appartient & V' si et seulement si det(Gy ;) = 0.

On suppose maintenant que z ¢ V. Soit B = (eq, ..., €p)
une base de V' et P la matrice de passage de V a B. Ecrire
la matrice de passage de (v1,...,vp, ) & (€1,...,€p, &)
en fonction de P. Conclure que la quantité

det(Gy_’z)
det(Gv)
ne dépend pas de la base (v1,...,v,) de V choisie pour

la calculer. En la calculant dans une base orthonormée
de V, conclure que, pour tout z de F,

m = (d(z, V) = | ~ lpry ()]

ou pry, est la projection orthogonale sur V' et d(x, V') est
la distance de x a V.
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EXERCICE 12.5. On considére un espace euclidien de di-
mension finie 2 sur R et une forme quadratique ¢ sur F
de forme polaire b. On se donne une base orthonormée
B = (e1,e2) et la matrice A de g dans cette base ortho-
normée. On désigne par C' ’ensemble des vecteurs = de
E tels que |g(z)| = 1.

a) On consideére deux vecteurs indépendants (vy,v2) qui
sont g-conjugués, c’est-a-dire tels que b(v1,v2) = 0 et
que |g(v1)| = |¢(v2)| = 1. Calculer la matrice de ¢ dans
la base (v1,v2) et montrer que

| det A| = |detp(v1,va)|

ou detg (v, v2) est le déterminant de la matrice des coor-
données des (v1,v2) dans la base orthonormée B. On peut
interpréter | dets (v, v2)| comme laire du parallélogram-
me construit sur les vecteurs vy, v, 'aire unité étant celle
du carré construit sur les vecteurs e, ey de la base or-
thonormeée.
On appelle parallélogramme construit sur un systeme
de vecteurs (v1,vs) 'ensemble des vecteurs x de E qui
s’écrivent :
T = AV + Ao

avec 0 < Aq, Ag < 1.
En déduire que l'aire du parallélogramme construit sur
deux vecteurs g-conjugués est constante. C’est un autre
théoréme d’Apollonius (cf. 12.3.2). Combien vaut cette
constante si g est définie positive (C est alors une el-
lipse) ? si ¢ est de signature (1,1) (C est alors la réunion
de deux hyperboles) ?
b) Remarquer que I'identité

q(z + h) — q(z) = 2b(z, h) + q(h)
valable pour tout = et tout h de E montre que ’applica-
tion linéaire h — 2b(z, h) est la différentielle de g en x.
En effet, [g(h)| < |A|||R||* ot || est la borne supérieure
de |g| sur S, i.e. le plus grand module des valeurs princi-
pales de g. Donc ¢(h) est un o(h) au voisinage de h = 0.
Calculer un vecteur directeur de la tangente en = a C.

En déduire que deux vecteurs x et y sont g-conjugués si
et seulement si la tangente a C' en z est dirigée par y.

¢) Généraliser a la dimension n.



