L3 Maths 2013 : Algébre et Géométrie Feuille n° 1

I. Calculer les valeurs propres et les espaces propres des matrices A suivantes. Dans chaque
cas trouver une matrice carrée P telle que P~'AP soit diagonale :

00 1
A:<_41 _52> A=1[1 0 0
010

II. (a) Trouver toutes les matrices A € My(R) vérifiant AB = BA pour B = <(2) _03>

(b) Pour que la méme condition sur les A vérifiant AB = BA pour une matrice diago-
nale B = <6 S) plus générale soit nécessaire et suffisante, quelle condition faut-il

imposer sur r et s 7

(c) Trouver toutes les matrices A € My(R) vérifiant AB = BA pour B = <(1) (1))

(d) Trouver toutes les matrices A € Ms(R) vérifiant AB = BA pour tout B € Ms(R).

ITI. Notons tr(A) la trace de la matrice carrée A. (Rappeler la définition de la trace d’une
matrice carrée si nécessaire.)

Montrer que le polynéme caractéristique de A € Ma(K) est

A2 — tr(A)\ + det(A).

. —10 -—18
IV. SmtA—( 9 17).

(a) Trouver une matrice carrée P telle que D = P~!AP soit diagonale.
(b) Pour tout n € Z calculer A™.

(c) Trouver une matrice carrée B vérifiant B3 = A.

(d) Trouver une matrice carrée C' € Mo (C) vérifiant C% = A.

(e) Montrer qu’il n’existe pas de matrice C' € M(R) vérifiant C? = A.

Indication : Pour les (b)(c)(d)(e), résoudre d’abord la question analogue ot
la matrice diagonale D = P~'AP remplace A. En déduire le résultat pour A.
Pour le (e) on peut faire intervenir I’exzo I1(b) vu que C et C? = A devraient
commuter.

V. (a) Considérons les matrices de rotation

cosf) —sind
Ao = (sin@ cos 6 >’ fER.

Diagonaliser Ag sur C. Montrer que Ay, et Ay, peuvent étre diagonalisées simulta-
nément.



(b) Considérons les matrices de réflexion

cos20  sin 260
By = <sin29 — cos 26) ’ fER.

Diagonaliser By (préciser la matrice de passage). Quelles conditions 0 et 82 doivent-
ils vérifier pour que By, et By, puissent étre diagonalisées simultanément ?

VI. (a) Soit ug, u; deux paramétres réels. Considérons la suite {u, },en qui commence avec
ug et u1 et dont les termes suivants sont donnés par la formule de récurrence

Up = —Up—1 + 2Up—2, (n >2).

Donner une forme générale pour u, en termes de ug, uy et n.

Discuter le comportement asymptotique de la suite {u,} pour n — +oc.

(b) Idem en remplagant la formule de récurrence ci-dessus par
Up = dup_1 — 4upy_o9, (n>2).

(c) La suite de nombres de Fibonacci {F,}nen est donnée par Fp = 0 et F} = 1 et
F, = F,,_1 + F,,_o pour n > 2. (La suite historique commence avec F} = Fy = 1,
mais c’est souvent utile d’y ajouter Fyy = 0.)

Donner une formule non récursive pour F,, (n € N) qui ne dépend que de n.
Discuter le comportement asymptotique de la suite {F},} pour n — +oo.

Indication : Trouver une matrice A € My(R) vérifiant <uun > — A <Zn1>
n—1 n—2

pour tout n > 2. Expliquer pourquoi on a (uu” > = A1 <Zl) pour tout
n—1 0

n > 1. Finalement calculer A"~ comme dans l’exercice 111(b).

VII. Soit A € M,(R) une matrice vérifiant A% = I5.
(a) Montrer que si A est une valeur propre de A, alorson a A =1ou A = —1.

(b) Soit v € R™, et posons w = Av — v. Montrer que w = Av — v est un vecteur
propre (soit non trivial soit nul) de A.

(¢) Montrer que les vecteurs propres de A pour les valeurs propres A = 1 et A = —1
engendrent R™.

(d) Montrer que A est diagonalisable.

VIII. Soit F un K-espace vectoriel de dimension 2, et soit f: £ — E un endomorphisme.
Supposons que le polynéme caractéristique de f est (A — a)? pour un a € K. Montrer
qu’il existe une base B de E telle que la matrice de f dans la base B soit égale & une

des matrices suivantes
a 0 a 1
0 a)’ 0 a/°



