
feuille 3-ter, formes linéaires et dualité

Exercice 1. Dans R3 on considère les formes linéaires : f1(X) = x+ y − z,
f2(X) = x− y + z, f3(X) = x+ y + z.

1– Montrer que (f1, f2, f3) est une base de (R3)∗.
2– Trouver la base duale.

Exercice 2. Dans R3 on considère les formes linéaires : f1(X) = x+2y+3z,
f2(X) = 2x+ 3y + 4z, f3 = 3x+ 4y + 6z.

1– Montrer que (f1, f2, f3) est une base de (R3)∗.
2– Trouver la base duale.

Exercice 3. Pour x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn on pose fi(x) = xi + xi+1 et
fn(x) = xn + x1. Déterminer si F = (f1, . . . , fn) est une base de (Rn)∗ et le cas
échéant, déterminer la base duale.

Exercice 4. Soit E = Rn[X]. Montrer que la famille F = (f0, . . . , fn) est
une base de E∗ et donner la base duale lorsque

1– fi(P ) = P (xi) où x0, . . . , , xn sont des scalaires distincts.
2– fi(P ) = P (i)(0) .
3– fi(P ) = P (i)(xi) où x0, . . . , , xn sont des scalaires quelconques. Ne pas

chercher la base duale pour cet exemple.

Exercice 5. Soit E = R2n−1[X], et x1, . . . , xn ∈ R distincts. On note :

φi : P 7→ P (xi)
ψi : P 7→ P ′(xi)

1– Montrer que (φ1, . . . , φn, ψ1, . . . , ψn) est une base de E∗.

2– Chercher la base duale. On notera Pi =
∏

j 6=i

X − xj
xi − xj

et di = P ′i (xi).

Exercice 6. Soit E = R3[X]. On considère les formes linéaires :

fi : P 7→
∫ 1

t=−1
tiP (t) dt.

1– Montrer que (f0, f1, f2, f3) est une base de E∗.
2– Trouver la base duale.

Exercice 7. Soit E = R[X] et a, b, c distincts. On considère les formes
linéaires sur E :

fa : P 7→ P (a), fb : P 7→ P (b), fc : P 7→ P (c), φ : P 7→
∫ b

t=a

P (t) t.
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étudier la liberté de (fa, fb, fc, φ).

Exercice 8. Soit E = Rn[X]. On note P0 = 1 et pour i > 1 : Pi =
X(X − 1) . . . (X − i+ 1) et fi : P 7→ P (i).

1– Montrer que P = (P0, . . . , , Pn) est une base de E de base duale P ∗0 , . . . , P
∗
n

et F = (f0, . . . , , fn) est une base de E∗.
2– Décomposer la forme linéaire P ∗n dans la base P. On pourra utiliser les

polynômes : Qi =
∏

j 6i,16j6n(X − j).
3– Décomposer de même les autres formes linéaires P ∗k .

Exercice 9. Soit E = Rn[X] et a, b distincts. On pose Pk = (X − a)k(X −
b)n−k.

1– Montrer que (P0, . . . , , Pn) est une base de E.
2– On suppose n = 2, et on prend comme base de E∗ : F = (fa, fc, fb) où

fx(P ) = P (x) et c =
a+ b

2
. Exprimer les formes linéaires (P ∗1 , P

∗
2 , P

∗
3 ) dans E∗.

Exercice 10. Soient f1, . . . , fn des formes linéaires sur Rn.
On suppose qu’il existe x ∈ Rn \{0} tel que f1(x) = . . . = fn(x) = 0. Montrer

que (f1, . . . , fn) est liée.

Exercice 11. Soit E = Rn[X]. On considère les formes linéaires : fi : P 7→
P ′(i). Montrer que (f0, . . . , , fn) est liée.

Exercice 12. Soit E = Rn[X].
1– Soit φ ∈ E∗ telle que : ∀P ∈ Rn−1[X], φ((X − a)P ) = 0.
Montrer qu’il existe λ ∈ R tel que : ∀P ∈ E, φ(P ) = λP (a).
2– Soit φ ∈ E∗ telle que : ∀P ∈ Rn−2[X], φ((X − a)2P ) = 0.
Montrer qu’il existe λ, µ ∈ Rtels que : ∀P ∈ E, φ(P ) = λP (a) + µP ′(a).

Exercice 12. Montrer l’existence et l’unicité d’une forme linéaire φ sur
Rn[X] telle que : φ(1) = 0, φ(X) = 1 et φ(P ) = 0 pour tout polynôme P ∈ Rn[X]
tel que P (0) = P (1) = 0.
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