CONVEXITE ET POLYTOPES
les exercices forment une suite logique.

Exercice 1. [INTERIEUR D’UN CONVEXE] Soit C' un convexe. On définit son intérieur comme son intérieur
topologique dans Aff(C'). On rappelle que V' est un voisinage de x dans un espace affine si et seulement si
{vZ | v € V'} est un voisinage de zero dans 'espace vectoriel tangent.

(1) On suppose que dim Aff(zg,...,x,)) = n. En utilisant un repere montrez que int Env(zg, ..., x,) # 0

(2) Montrez que U'intérieur d’un convexe fermé est non vide.

(3) Montrez que Pintérieur que si a € C, b € int(C') alors pour tout ¢ €]0, 1], tb+ (1 — t)a € int(C). En

déduire que de int(C') est convexe.
(4) Soit H un hyperplan. Soit z € H Nint(C'). Montrez que dim(H NC) = dim(H) et que = € int(HNC)

Exercice 2. [STRUCTURE D’UN POLYTOPE] Soit P = N;crH;", ott les H;" est un demi-espace de bord H;.
On suppose que Iécriture est minimale, c’est-a-dire que P # P; := ﬁiel,#ij pour tout j de 1.
(1) Soit = € P; \ P. Montrez que H; sépare = de P.
(2) Soit a € int(P). Montrez qu’il existe z € H; N [a, z].
(3) En déduire que
(a) AH(HJ N P) = Hj.
(b) H; est un hyeprplan d’appui de P
(c¢) Fj:= H; N P est une face de codimension 1 de P.
(d) F; nint(P) = 0.
(4) Soit x € OP := P\ int(P). Soit a € int(P).
(a) Montrez que pour tout t > 1, x4 := tx + (1 — t)a &€ P. Soit alors i, tel que x; & H:
(b) Montrez qu’il existe j tel que x € Fj.
(¢) En déduire que
P =int(P)U|JF;.
iel
Exercice 3. [FACES] Soit P un convexe et F ’ensemble de faces de P.
(1) Montrez Aff(F) N P = F'. (on utilisera 'exo 1).

(2) Montrez que si F, G sont deux faces telles que F' C G alors, soit F' = G soit dim F' < dim G.
(3) Soit F une face de codimension 1, Montrez que Aff(F) est un hyperplan d’appui. (on utilisera 2)

Exercice 4. [DUAL D’UN CONVEXE] Soit E un espace vectoriel de dimension n et P un convexe fermé de
dimension n tel que 0 appartient a l'intérieur de P
(1) Soit P* I’ensemble des formes linéaires f de E, tel que P C {z | f(x) < 1}. Montrez que P* est un
convexe fermé.
(2) Montrez que (P*)* = P.
(3) Montrez que si P est 'enveloppe d’un nombre fini de points, alors P* est un polytope.
(4) En déduire que si P est un polytope alors P* est un polytope, puis que enveloppe d’un nombre fini
de points est un polytope.



