
 
Groupesetsousgroupes

1 Définitionset exemples
Ungroupeestun ensembleGmunid'uneloidecomposition

loidegroupe ou produit

c'estàdireuneapplication GXG G Cab ab

danslanotationproduit quivérifielesaxiomessuivants

c Va b c C G a b c a b c associativité

ilexiste EEG te a e e a existencedel'élémentneutre

Lür VIEG 7yEGtg xy ya e existencedel'inverse

Remarques a l'élémentneutreestunique si eetévérifie ii
alors e ee Ee

b l'inversede x estuniqueetnoté à

si xy e yx ay e y'x alors y xy y e y
Il
x y ey y

c j x parunicité

d Cabj bà eneffet

bà ab b àb b e b bb e onconclutparunité

Quelquecasparticuliers

d si Vx.geG xy y.scalorsGest commutatif
Parexemple Ex Rt pz sontcommutatifs

4Kf 1 si Kestuncorps et1K KYDD

si G a unnombrefinid'elements alors Gest fini
l'intuition etdesexemples

L'idéedegroupeestd'abstraire lanotiondetransformation



d'unensemble Commenousallonslevoirsurdenombreuxexemples

e FONDAMENTAL SoitEun ensemble l'ensemble

Bij E desbijections deEdansE est ungroupepourlaloide
composition

dis si E f1 in onnoteOn Bij E legroupesymétrique
LegroupeEnestfini et On n

Luissoit E un espacevectoriel legroupe

GLIE End nBij E

f linéaireetinversible
estlegroupegénéralelinéaire

c SiKest uncorps Glen IK matrice mn àcoefficients de1K

dedéterminantnonnul

C unespacevectorielEest un groupecommutatif

2 Morphismesetisomorphismes

Uneapplication f deG H oùGetHsontdesgroupes estun morphisme

degroupe si f x y CG flocg fix fly
Exemples d si fEEndE alors f estunmorplisme dugroupeE

Lrisdet GKE K estunmorphismedegroupe
r si gEG f gfg est unmorphisme
dntdeconjugaisonparg

Civ il existe un unique morphismeappelésignature

E o Eco I I telque ECE 1 pourtoute

transpositionc



3 Sousgroupes

SoitGungoupe HCGest un sousgroupesi

i ff gEH f EH
E e ff CH j e f C H fgEH
detellesortequed ci fgEH ii j'CH 4f gets

propriétés

i laestrictiondupioduitaunsousgroupeluidonneune

structuredegroupe

si H FCGsontdessousgroupesalors Hntestun

sousgroupe
Examples ci GLEE cBij

Cii SHE FE GUE detf szc.GL E
estlegroupespéciallinéaire

EuïssiLE g estunespacevectorielmunid'uneformequadratique
nondégénérée q alorslegoupeorthogonaldeq
Oq E FEALE l 91ftD glu tutEy

est un sousgroupedeGUE

SoitSunensembleinclusdansG lesousgroupeengendréparS dénoté

estl'intersectiondetouslessousgroupescontenants

rh i L estun sous groupe
si Sestfini S si Sn

D si _s igefz.in i Mii EZ

motsdansl'alphabet S



UngroupeGest finementengendré si ilexisteunensemblefini Stelque
G L

examples ci Z groupefinisontfinementengendré Rn'est

pasfinementengendrécarnondénombrableEris n'estpasfinementengendré

Théorème Soit funmorphisme G F
a f G estunsousgroupedeF
b Kof j e estunsousgroupedeG

Exercice t

4 Unexempleimportant legroupelibre

Théorème SoitSeenensemble ilexistealorsun groupeE etune
injection i des Es telquepartoutgroupe G pour
touteapplication en S G ilexiste un unique maphisme

H Fs G telque h Hoi
Deplus Fs i sontuniqueàisomorphesmepies si i

vérifientlesconditionsduthéorème il existealors un isomorphisme

4 E telque i Clo i

Graphiquement on dit Fs H
i q

le diagramme s H commute

Engeneralandiagrame



ta

Éq Ea Es f jt
Es EsEz ta

commute si dèsqu'ona uncycledeflèches

Alors fzofzof grog
g ta
E yEs

Ag 92

IlexisteQlqCloisonunicité

on i aü

Enparticulier i 9 oi alorsparunicitédumorphisme

dansle cas En a 969 Id demême 909 id

ErisExistence

Unmotdansl'alphabet Sestuneexpression
w Î 5ff telque nie Sj CS

un motestréduit si si Si onconsidère lemotvide e

Onaune projection mot motsréduits

Onconsider Je y telque sj parconvention n E J
n n jEnremplacelemot g Sp W

QUIgît Îf où Jdois ja

mer Içi à me 0 on efface leterme

Onitèreensuite laconstruction etposant

wlh Qo 09 w
m
n



Aubout d un tempsfinion a wentD won Gavin
lemotwin estdonc réduitet on pose wth t w

W peutêtrelemotvide
siwaetUE sontdeuxmots leurconcatenationest

Ws UE lesdeuxmotsEcritsà lasuite On a

wa WD Wz Wa wa Ws

Legroupelibre Fsestalors
Fs motsréduits

Ws Non Tt Wa UE
l'elementneutreest e l'inversede

estÊp

Onauneinjectionnaturellede S Fs l'uniquemorphismeH
deladéfinitionest

H si h s j hlq.JP Dos

EnnoteEn Ff1 my
is enparticulier ta D


