
 

Représentations

I Premieredefinitions etexemples

Une représentation d'ungroupe G sur un espace
vectoriel V sur1k est un morphismepdeGdansGUD
si p est une représentation de G sury si gE Iso VoVa

Pg r gplage
est une représentationde G surVsdite conjuguée ou isomorpheà p

Exemple

1 G On p G sur H
6 Xi xD OCÉ xân

2 G S p G sur

deig.u ein.ee

2 Và Polynomehomogène à 2variables dedegre n I

P ÉÉ a X Y dimVn n Vnc CCIRIR

G SLLR CE f l ad bas

On a unereprésentation de G surVn donnéepar
PA P PoÀ À _de_

EI Xie de et j'f by tax

I Représentationsunitaireset irréductibles

prop Unereprésentation de G sur Vdefinitune action

de Gsur V g e te plg v

UnsousespacevectorielWCVeststableparlarepresentation si il



I I I
eststableparl'action c'estàdire

VgeG HWEW g new

Enparticulier g plan est une réprésentation de GsurW
dite sousreprésentation de V oug

Exemple Soit A EGLU UnsousespacepropredeAest stable

parlareprésentationde27donnépar A

prop si v EV G v7 Veut Pg v1 GEG est une

sousrepresentationde p

Unereprésentationest irréductible si il nexistepas de s e vstables

autreque 03 oul'espace total Unereprésentationest complétement

réductible si V Wi ou lesWisontstables et irréductibles

Exemple Lareprésentation deOnestelle irréductible

Théorème
Touterepresentationirréductible d'ungroupefiniest de
dimensionfinie

Unerepresensation p est unitaire si IKI et il existe

unemétriquehermitienne h sur Vtelleque
h plusplus hlu v

Théorème Toutereprésentationunitaire dedimension finieest
complètementréductible

AH Si pest unitaire onmontretoutd'abordquesi Wocvest un



un sousespacestable alorsWotestégalement stable

Onraisonnepar récurrence sur la dimension si p GAV estunitaire

et non irréductible alors il existe un sousespaceWostable Alors VeWooWot
avec dimWo etdimNot I dimV etWoNotstable Ensuite l'hypothèse

derecurrence permet d'ecrire Wo Wo Wp Wot Wpa Wg avec

Wistableet elwe ineductible
Theoreme Toutereprésentationd'ungroupefiniestunitaire

As Soit pure représentation de G avec Gros surV
Soit h une métrique hermitienne sur V Pourchaque g de G posons

hg lu v Hpg a pg a

Onvérifiealorsquehg est hermitienne etque
hghterv hg plus p ht

Posonsalors H ya EI hglu a
Alors H el a plh v Ià hglpthuplh v É hgh un

GEG

G l'application go g Igh est une bijection donc

HCH a plh v ÉÉhg.luv H a D D

I Descriptiondesreprésentations unitaire d'ungroupefini

1 La représentationrégulière

Soit G un groupefini on note



G f G e

muni de lamétriquehermitienne

blg É f F
Onconsidère 9 G A L G définiepar

Aly f x f j'g
Proposition 7 est une représentationunitairede Gsur L G

dite représentation régulière àgauche

Ona 7 yz fa f15j d Alz f j'a Ny Nz f a

Deplus Ny f1 Xy g E Ny f x Nygf

ÉÉ flybe glyI Eeoff x GI cf la
Soit par tout x EG la fonction S sur G telleque
Sack 1 Sacky O six y Alors

proposition 8 ce g formeune base
orthonormale de L G

Deplus Xy S Sgx kf1 8 7 ff9
Ona f Ii ff98 lereste sevérifie aisément

x EG

2 Représentationsenreductible

Proposition Soitp une représentationirréductible de GsrW
Alors il existe 4 W L G injective telleque

Yopg Ag04
Corollaire toute représentationirréductiblede Gest

isomorphe à une sous représentationde lareprésentation
régulièredeG



At Soit p une représentation irréductible de G sur w soit
unemétrique hermitienne sur W préservée parg Soitwo un

vecteur non nul de W

On construit l'application
4 W L G

w f fula WI Puro
Cette application est linéaire et vérifie
7 g f a f7j'x Wp playx wo

WIplgpawo plgsurlplodwo f e

Donc Vlogw f A g f1 A g Iw
Enparticulier

a Keryest stablepar p g
Comme p g est irréductible et 4 0

Onen déduitqueKery 40

b Donc 4est injective et bijective sur sonimage 4W quiest

stablepar 7 etinductible f preuvedu corollaire

IJ Représentations des groupes abéliens

le casdesgroupesabéliens

Théorème Toute representation irréductible d'ungroupe
abélien estdedimension 1

vu en exerciceThéorème

Toutereprésentationdedimensionfiniede St estunitaire
ToutereprésentationinductibledeS'estisomorphe à l'undes pr



VI la représentation standardde On
Onconsidere OnAIR f x an Xjs X'n

Cettereprésentation sedécompose en deuxsousrepresentations

IRIS H
D fb l

H LE an Éxi 0
Si X la Pen Y y yn et XIe xiyi
Alors X 814 END

La représentationde o restreinte à H est la représentationstandard
Théorème la représentationstandardestirréductible

1 Proposition Soit f une symétrie I parrapport à un hyperplanP
AlorssiQ eststablepar f Q GP 0 Qrp

2Proposition Oagittransivementsur i j i j

µ Sait X Ci j i j

stab i j 01Oli i 618 j Stabij On a

III II non 1 X

donc on agittransitivementsurXps

SI On remarque tout d'abordque eltij est

lasymétrieparrapport auplanHij d'équation xixj
OnremarquequeplosHj Haisog donc Gbij Aocisoli
où sij Hj
Maintenant si V est stableparp on en déduit

que V Hijr 0 Unbij



a Soit F i j Bijou n j alorssi F commeOnagit
transitivementsur44in 41m31diagonale

Alors F ton x lin diagonale

Donc ki j SijCV or Veetbij i j H doncHCV

Si Festvide alors V VnHijCHij etdonc VC ÀHijeA D


