











































































































Barycentre

I Bayontre
Soit 1 In Elk J'Ai 1 et Ps D E E

Alorslespropriétés_savantssontéquivalentsparGEE

E J'AiGPI D
J 0 J'Ai0F à

EnsKM J'AIMI ME
Gest lebarycentredesPiaffectésdespoidsA i onlenotequelquefois

G EtAiMi Si Ki j D Aj onparled'isobarycentre
Propriétés 3 Assouatintédesbarycentres

Soit Mi EuPj Alas
ÉAiMi 7in Dj

4 lescoordonnéesdubarycentressontles barycentresdescoordonnées

Applicationde3 lesmédianesd'untrianglesecoupe dansl'isobarycentre

dessommets ÇA B Ça ÇA Est I C

I Géometrieaffine vu des barycentres
Theoreme 1 Soit A un sousespaceaffine alors le

barycentre depointsdeA estdansA

SoitXC E si lebarycentredetoutensemblede

pointsdeX est dans X alors X estaffine

A OEA M Mr E A alorspardéfinition si J'ai 1

ÔG AiMn EÂ car OMneÂ doncOGEÀ














































































































donc GE A

Réciproquement Soit 0 EX ConsidéronsVo OM MEX

1 Soit neVo montronsque VX E IK Queto

Onécrit u OM avecMEX

alors Soit Molebarycentre de 0 M aveclespoids I I A

AlorsÔMo DOM I A OÛ NOM DU EVocarMoEX

2 Soitn VEVo montronsque u VE Vo Onécrit u ONT

V OÙ
Soit P lebarycentredeNOM aveclespoids 1 1 1

Alors PEX et OP 1 A I OÛ OÛ1 OÛ OÙ Mtv E to

DoncVoestunespacevectoriel

Theoreme Soit XCE espaceaffine alors

Afflx barycentresdepointsdeX

Soit B barycentre depointsdes Parlethéorème

precedent BC AffX

Parailleurs parassociativitédesbarycentres et lethéorème

précédent B estun sousespaceaffinequicontient
donc Afflx CB

Théorème 1 Si A estaffineet B J'aiMi avecZai
alors A B J'aiAIMi

2 Réciproquement si A E E et

vérifieALEXM J'AiA Mi Mi Vai J'ai 1
AlorsA estaffine














































































































Convexité
Maintenant K R Eestunespaceaffinededimensionfini

1 Définitionsetpremièrespropriété

Si a b EE lesegment a b ta 1 t b TE 0,5
Commeta 1 t b b tu b a b Clab

CC Eespaceaffimeestconvexesi a bEC a b CC

prof 1 l'intersectiondeconvexesestconvexe

ii C convexe

J'Ai 1 Ai70 PiEC alorsJ'AiPIGE
in si Estconvexe alorsson adhérence ê estconvexe

SortACE alorsl'enveloppe convexedeA Env A estl'intersectionde
touslesconvexescontenantA C'estlepluspetit convexescontenantA

prof EnvAestl'ensembledesbarycentres a coefficientspositifsdeA
exemple triangle

ladimensiond'unconvexeCestladimensiondeAffic

2 Unpeudegéometriedesconvexes

Soit H un hyperplanaffine Undemiespaceouvert debordH

est l'unedescomposantesannexesde E H Undemiespace fermé

est lecomplementaire d'undemiespacefermé

Et si H MI fM O 6 ai f linéaire
les espacesouvertssont

H M flm0763
H MI fM O b














































































































lesdemiespacesfermes debordHsont
H MI fM O 0

470 M I fM 0 70

Un hyperplan H associéauxdeuxdemisespaces ouverts HetHa
sépare deY XYCE si CH et 4CHa

prop SoitCunconvexeferméSoit XE EIC IlexistealorsunhyperplanaffineH

séparant deC

Onidentifie E à R detellesortequeXestàl'origine Soitalors

InfHupp ME E Soitun C telque Hunt α Alors unestunesuite

bornéequiconvergeCaptesextractiondesoussuiteres no PourtoutUE Cette 0 on

ondonc11tu tt yIf Hulk Donc t luwolf t'a no lus 70pourtout t

Donc tu nonos 0 Comme 0 no nox 0 l'hyperplanaffine

H Lu Lu nonos 0 sépare 0deC.DE

Soit C un convexe unhyperpland'appui

pourC est un hyperplan telque
Hn c

Ci CC H demiespacefermé
debordH

Exempt

r








































































Corollaire Si Cet α fixn avec an C alors ilexiste un hyperplan
d'appuiH passantpar α

Unpoint x deCestextrêmal si yJEC tg KECy3 alors x p
ou 3

pop SoitH un hyperpland'appui si
estunpointextremalleHin alors

estunpointextremaldeC

AEneffet siCab CE et de a b 1H alors labCH

prof Tout convexe compactpossède un pointextremal

Preuveparrécurrence sur la dimension

3 Intérieurd'unconvexe
Soit Cunconvexe alors l'intérieurde C estl'interieurtopologique

de C dansAffc

Pof SoitC un convexefermé
1 Int c estmonvide
2 si XE int c JE C alors
t E 0,1f txt I t y int C Enparticulier int cestconvexe

3 Sort x EIntc et H un hyperplanpassantpar x
alors XE Int CMH



4 Si x lit C alors EH hyperpland'appui

1 Soit S l ensembledespointsextrémauxdeC

On a dimAffC
Il existedonc so son telque

Affs Affloco an

Onconsidèrelerepère so XI EE 05h
l'isobarycentre y de 06 panestdecoordonnées s i

ettouslespointsdecoordonnées Ii An avec7,70etJ'Ai 1
sontdansEnvGco en CC Donc IntC

2 Soit a int c Soit tECO et GEC
ilexiste un ensembleouvert Udevecteurtelque a U C C
Alorssi u tu tu alors at 1 E b tu

Cato t I t b EC Ainsi ta l Ab E Int c

3 Eneffetsi ilestun ouvertUnHestun ouvertdeH

prof toutconvexeferméestl'intersectiondecesdemiespacesd'appui
OnpeutsupposerAffC E
SoitC l'intersectiondesdemiespacesd'appuide C Evidemment CCC Soit

K 8018sinonvide Soit3E IntC soitydans telque zy En zx lem̂raisonneme

queprécédementproduitun hyperpland'appuiH telque 1 Hpassepary
ü CCH XEH2 comme y EH et z H carinterieur x Hetdonc

4 Entéloppécoïéïendimensionfinie

The SoitCun convexecompactdansun espaceaffinededimn
AlorstoutpointdeCest lebarycentreà coefficientspositifs

de n 1 pointsextrémaux possiblementconfondus



AAA Onutiliseunerecurrencesurladimension C'estvraipourn 1

Unconvexecompactdedimension1estun segment ab Cespoints
extremauxsont aet b Lerésultatsuit

Supposonslapropretévraipourn etsoitCun convexedansunespaceaffinede

dimensionn 1 Soit xEC

i si estextremalc'estfini
d sinonilexistesextremal s Onconsidèrealors ladroite

D s x AlorsDMC estconvexecompact Unconvexe

compactd'unedroiteestun segmentfermé Commesestextremal sest

pardéfinition l'unedesextremitédecesegmentSoit α l'autre

extrémitédecesegment Alors

Es α X estbargeentreàcoeff Odesα

Ilexisteunhyperpland'appuiHpanantparα eneffet
EC et
àÉHÂÊÎÊqÊEt convexeetcompact Par recurrence

est le barycentre à coefficients 0 de mtlpoints extremaux

Sos sn de C

leresultatsuit de l'associativitédesbarycentres Bo

Corollaire 1 tout convexecompactest l'enveloppeconvexede
sespointsextrémaux

Corollaire 2 l'enveloppeconvexe d'un compactest
compactendimensionfinie



Polytopes
Unpolytopeest une intersectionnonvide d'unefamille

finiededemiespaces d'un espaceaffine dedem n

si Pest un polytope dedem 2 onparlede polygone

si dime 3 on parlede polyèdre et AffP
A partirdemaintenant ons'interesse aux polyèdres
Onnote JP P int P P ÀHE

un sommetdeP unpointextremal de P
Une facedeP à l'interieurdel'intersectiondeHiavecJP

une arêtede P segmentjoignantdeuxsommets dans le bordd'une face
Onadmettra

JP U faces Ufsegments u sommets

Théorème Euler
SoitPunpolytopededimension3 Soit f faces

S sommets a arêtes Alors

a f a se 2



Exemples et contrexemples

5 4 s 4 a 6 5 16 5 16 a 32

ÏËÏ AÉ ÉÉÏÏ
Prêtepreuve

nousavonsbesoind'unresultatpréliminaire Ungrapheplanaire finibone

estunensemble fini desegmentsbornés ne s'intertant qu'aleursextremets
Lesextremitéssontappelessommets lesans arêtes etlesfaces
sontlescomposantsconnexes ducomplementaire del'union Pdes

segments Onsupposerat'connexe equisuffitàassurerquechaquefaceà

un bordconnexe Alors

faces arêtes sommets 2

NotonsA Larrêts F faces S sommets

Pour se 5 f EF telque se2f Onnote Of f
l'angle b On vacalculer

J'Olsf dedeuxmaniéedifférentes
a E Ça 5 EST 2T sommets

b simaintenant f estune facebornéeayant apcôtes

III Éjas f T ap 2

Ondécoupeentriangles

Pourlaface foinfini on a l'enconsidérons lafacecomplementaire



FÉE Okf Café2 etdoncEffls f Haft 2
AinsiÉ Égosf TUÉag 2E F 2

OrT'af 2 arêtes Ai sommets arêtes faces 2 D

A Soit P unpolytope Soit Funeface SoitH unplanX àcettefueettelque
PestcomprisentreAffF etH Si y t F laprojection radialepar

à y est homeodeap sur

Elleenvoie
lesarêtesdeP autresquecellesdeF

versdessegments deH nes'intersectant

qu'auxextremités SoitA l'ensemblede
cessegments

lesfacesde P autreque segments
F surdescomposantes connexes du complémentaires del'uniondes

si onconsidèremaintenant lepolyèdre PE Pr tt ou Hestun demiespace

dontlebordestlà 4 telquey H

Alors on voitque P a lemêmenombredefaces
arêtessommetsqueP

lesarêtesdeP s'envoientsurlesarêtes d'ungraphe P fini bornéconnexe
lessommetsetfacesdePsurles sommetsetfacesdeP Leresultat
suitalors Dr



Davièmeméthode récurrencesur lenombredesommets

1 4 tetraédie 8 4 1 4 9 6 f 1 u 2

Onsuppose lapropriétéconnuepourunpolygoneà n sommets

Soit Pdesommets x Inti Soit9 Env sa n

ansQQ il existealorsunefaceFCQquisépare antide9

Ona donc 9 PAH soit P Pr H

onmontrealorsque a toutsommetde QetP estsommetdeP
btoutearête

c toutefacede GetP saufF
SoitD arêtedeF sommetde F arêtecommunedeP'etQ

sommets communde

Peffoisg as fpi Spi api 2 À p fpi SpiAp
Maintenant fp p 1 i Sp ptl ap p p

3 Polytopes réguliersendimension3

Unpolyèdreest topologiquementrégulier si

1 touteslesfacesontlemêmenombredesommetsN
ai chaquesommetappartientexactementà P faces



Théorème siGestunpolytoperégulieret NP commeau dessus
alorsNP S a f 3,36,44 cube

3,412,68 octaèdre

4 3 12 8 6 cube

3,53012,20 icosaèdre

E 3,3020,12 dodécaèdre

Touscescassontréalisésdansles 5solidesplatoniciens



AsEncomptantlespaiesCAF ou AarêtesCFfaces

on a La Nf DemêmeNE Ps encomptant lespaies
65F ou Sestun sommetde lafaceF

f a s 2 devient2f ça 2 a

E E 1 10 6 3f 15donc f tp Et 1 1

Parailleurs N P 73
PasdesolutionpourN76 EtE I E Ç 1

P73
LesseulessolutionspourN 3 sont14,5

N 4 Ps3
N J P 3

Aveclesvaleurscorrespondantspour a s et f onobtient letableausuivant

6 octaèdre
acube

dodécaèdre


