
 

Les groupes SLallR SHIR

1 lesgroupes classiques

Legroupe SHIK GE Gln K detg 1

Cegroupepossèdedes sous groupes importants

Sdk ai l aj 0 si i j matrices diagonales

Bilk Caij I dijo si i j

Bilk Caij aij O si is j

Si 1K IR

On R ai A ATA id sonR On R NSLnCIRJ

Si 1K

Une aj A'À id

Sun e LA AEUnG detA13
Soitg lamétriqueeuclidiennesur IR donnéepar
glacis an y yn FIseig

pop On R est legroupedesmatrices desendomorphismes F deR telsque

g Flu FN Gluv Ku VER

Soith lamétrique hermitiennesur donnéepar

hCG an y yn Éxigi
Pop UnC est legroupedesmatrices desendomorphismes F de telsque

h Flu Fn hlu v Ku v ET

2 Générateurs de StnClk



Théorème Lesgroupes BÉCIR etBà R engendrent

UnR
An le cas SLUR Soit G legroupe engendrépar Bntet Bà

côt
s9 s Est EI Ea

Onsupposeque A II avec a 0

Alors EE claie comme detl Y l

on a E Iai ài
Donc EI à9 à4 EG

si EI avec a 0 b 0

Alors e E b E EI E G a

SoitV un espacevectorielsur IK une transvectionest une application

linéaireF de V2 V tellequ'ilexiste un hyperplan H unvecteur v

telleque is H Kv V i di Fly Id Cui Flv V O et EH

Théorème Stn K estengendréparlestransvections

A cethéorèmeestplusfaibleque leprécédent Il estdémontré dans
lepoly

3 Exponentielles et logarithme
Onrappelleque expla E II et

log A ÉLIÉ convergeparAdans unV4

Ona alors exp log A A logexp A A detexpAD xp trCAD

log AZ 2log A



PI 1 exp est
un difféomorphisme d'unvoisinagede 0 dans

un V Id d'inverselog

PMI fg exp tAexpsB expEtA expsa

1 AB BA A B

Lesdémonstrations encomplément desdeuxrésultatssuivants sont

détaillées enexercice

prof 1
si f est un morphisme continudeR Un e
alors il existe une matrice A telleque

flt explta

Onconsidère Gln K IK Ran comme un ouvertde IR

Soit Fun sousgroupe de Gln H Onditque

FC Gln K estfermé si Fn Gln KIF Onditque F estdiscret si

Il existe unvoisinage ll del'identité telque Fru Lld
Exemple lessousgroupes StnCIR OmCIR Un E BI IR etc sont

fermés

Théorème Soit Fun sousgroupefermédeGlnClk
SoitLE BEMnUK expltB E Fpartout t

Alors

i Eest un sousespacevectorieldeMn K et

si A BE L LABJ AB BA E L

Ei Il existeun voisinage 0 de 0 dansMnCIK
Uun voisinage de l'id dans Gen K telque

xpest un homeode Ontuedans UnF



Cethéorèmeimportantn'estpasdémontré ici

Une algèbredeLie est un sousespacevectoriel L de MnUK telleque
VA BEL LA B AB BA EL L'ensembleLe decritplus
hauts'appelealgèbrede Liede F
Théorème admis ToutealgèbredeLieest associée a un sousgroupe

E Quelssont lesalgèbresde LiedeStm R GUR Un a ete

Le groupe orthogonal

Soit E un espacevectoriel euclidien minide lamétriqueeuclidiennes

Onrappelqueparlechoixd'unebaseorthonormée Et IR avec la

metriqueeuclidiennestandard Alors un endomorphismeest orthogonal

si tu v MustMas culo

prop
Aorthogonale lamatriceMdeA dansunebuseorthonormée satisfait MEME 1

Aorthogonale l'imaged'unebaseorthonorméeestorthonormée

Aorthogonale ACHDEAHDsi HCEestun s e v

Aorthogonale CetA I I



2 Legroupe orthogonal

legroupeorthogonalest

OLE LEGUE f orthogonal
On R MEMUIR MEM 1

O E etOn IR sontdessousgroupesdeGLLE et Gln IR

respectivement Lechoixd'unebaseorthonorméedefiniunisomaplusme

deOCEavec On R

Ondéfinit SOIR MEOnR det14 13 legroupespécialorthogonal
SO E LA EOLE Aet A 13

SOE et Son IR sontdessousgroupesdistinguésde O E etOn A
respectivement O E SOLED 2

Enpetitesdimensions

C QAR I 13 5011 1

a ÇA Émotif U CIEÉT
SOIR

Théorème SoitGEOLE il existealorsdessousespacesvectoriels

V WPs Pr deuxàdeuxorthogonaux avec

C dimPi 2
Mv Id ln Id Glpi rotationd'anglePi

CW VOWOP Pk E

Démontronstoutd'abordle lemme

LemmeToutetransformationorthogonaleadmetun sous espacestable

dedimension 1 ou 2



A Àestsymétrique Soit uun v p non nul de A À Posons

P Eu À alors 4 dimP 1 ou 2

Au AU À u EP et A À u en EP doncA D CP

Ondemontrele théorèmeparrecurrencesur ladimension Onconsidère

H P etonappliquel'hypothèse derecurrence à 0f y

3 Reflexionshyperplanes

Unhyperplan H d'unespacevectoriel E estlenoyaud'uneforme
lineairenonnulle Demanièreéquivalenteon a dimE dimH 1

GE C Desteuclidien la symétriehyperplane 6parrapport à H estdonnéepar
Mµ Id 61y Id

10 6 2T Id si à projection 1 de E H

prof Unesymétrie hyperplaneestorthogonale

Si 6estunesymétriehyperplane alors 021

6estl'uniquetransformation orthogonaletelleque

0 Id 6 y Id

a Onutiliseune baseorthogonale et en telleque
H Le en D

Théorème Toutetransformationorthogonaleestleproduitdesymétrie

hyperplanes

Onvadémontrerlerésultatparrécurrence

a Onsupposequ'ilexiste u telque qu u

Soit H Cut alors I E O E Onpeutalorsecrire



6f 6,0 oon avec oi hyperplanes E OH

SoitHil'hyperplandeH associéàGi SoitHI Hi OK
et ÎE OCE lareflectionhyperplane à alors

à field Gilgit Id

AlorsGifu u fil µ Gi On aalors

4 6 6,0 oôn 0 Eneffet tu Ekertet HE Kery
Donc kF4 CD H E

b Sinonsoit v O telque 6fr v Soit un 0fr v

etGo lasymétriehyperplaneparrapport à Curt
Remarquonsque Lolo v16 v D COHEN KID

COINHD GIGND O

AlorsGo ou v V oto so 6 a v 6fr v

Donc 601610 v et Go ou v

Enparticulierf00 6 G v Onapplique 1 à la

transformationorthogonale 6006 quiestdonc 6 On avec Gi

symétrieshyperplanes Donc 6 6006 o oon car6021 Dr

Example Si A E O2 150 2 alors AE 1
A admetdonc 1 comme v p Ontrouvedoncune basetellequeA j

Si AESOR et Go 69 alorsGo A SOR donc

000Aestune reflection



4 Compléments algèbredeLie

Soit A MEMmCIR telleque EM M l'ensembledesmatrices

antisymétriques Alors

Prop C A est une sousalgèbre de Lie de Mn R

Ei Si A E MmCIR alors xpA E OmCIR

µ PourB suffisammentprochedel'identité log B EA


