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1 Actions de groupes, sous-groupes distingués

Exercice 1
Soit G un groupe fini. Soient p le plus petit facteur premier de |G| et H un sous-groupe d’ordre p et distingué
dans G. En faisant opérer G sur H par conjugaison montrer que H est contenu dans le centre de G.

Solution 1
Puisque H est distingué dans G I’application

GxH-—H, (g,h) — ghg™?

définit une action du groupe G sur ensemble H. Puisque [H| > 2 il existe h € H \ {e}. Soit O}, l'orbite de h.
D’une part |O},| divise |G| et d’autre part H étant réunion des orbites nous avons |Op| < [H| = p. Si |Op] > 1,
alors p étant le plus petit diviseur de |G| distinct de 1, nous avons |Op| > p et par suite |Op| = |H|. Il en résulte
que Op = H. En particulier e appartient & Oj, et donc h = e : contradiction. Ainsi toutes les orbites sont des
singletons et donc si (g, h) appartient & G x H — H alors ghg™! = h, i.e. gh = hg et H C Z(G).

Exercice 2

Soient k un corps et G C GL(2,k) le sous-groupe des matrices 2 x 2 triangulaires supérieures. Détermi-
ner si chacune des conditions suivantes définit un sous-groupe distingué de G, et si oui, utiliser le théoreme
d’isomorphisme pour identifier le quotient :

(1) ayl = ].,
(11) 12 = 0;
(iii) a1 = ag;
(

iV) a11 = a9y = 1.

Solution 2
Le groupe G est

a a *
G_{< oo > ‘an,aggek,algek}

La loi de composition sur G est :
a b ad v\ _ ([ ad abl+0bd (1)
0 ¢ 0o ¢/ 0 cc



(i) Le sous-groupe défini par la condition a1; = 1 est

K:{((l) i’) ’bek,cek*}

v: G = k*, (g lc)>»—>a

Posons

La relation assure que ¢ est un morphisme, et on constate que K = ker¢; en particulier K est
a 0 est un antécédent
0 1

de a par . Le théoreme d’isomorphisme permet de conclure que le quotient G/K est isomorphe a k*.
Remarque : on peut vérifier directement avec la définition que K est distingué dans G (c’est-a-dire vérifier
que pour toutes matrices A € K et B € G on a BAB™! € K); ceci étant il faut identifier K & un noyau
pour utiliser le théoréme d’isomorphisme...

On peut chercher a voir s’il existe un sous-groupe H de G tel que G = K x H. Posons

{05 ) e

On voit que KN H = {id} et KH = G (a nouveau par (I))) dont H convient.
Remarquons que H n’est pas uniquement déterminé; par exemple

a O .
H_{(O a) ’aek}
convient aussi.

En fait il y a une infinité d’autres choix possibles pour H.
(ii) Le sous-groupe défini par la condition a;3 = 0 est

K:{( a 0 > ’a,cek*}.
0 c
Si k # Fo, alors ce groupe n’est pas distingué dans G : pour tout b # 0 et a # ¢ nous avons
1 b a 0 1 =b\ [ a b 1 =b\ [ a blc—a) ¢ K
0 1 0 ¢ 0 1 L0 ¢ 0 1 ~\o c '
Si k = T, alors on ne peut pas choisir deux éléments a # ¢ dans k*, et donc le contre-exemple ne tient

plus. Dans ce cas le groupe K est trivial, donc en particulier distingué dans G...
(iii) Le sous-groupe défini par la condition aj; = age est

K_{(“ b ) ‘aek*,bek}.
0 a

* a b a
p: G = k", (Oc)Hc

La relation montre que ¢ est un morphisme, et donc K = ker ¢ est distingué dans G. De plus ¢ est

distingué dans G. De plus ¢ est surjectif, car étant donné a € k* la matrice

Posons

surjectif, donc le théoreme d’isomorphisme permet de conclure que le quotient G/K est isomorphe a k*.
Notons que G = K x H pour le choix suivant de sous-groupe H :

{3 2 b}

A noter qu’il y a une infinité d’autres choix possibles pour H.



(iv) Le sous-groupe défini par la condition aj; = age = 1 est

{(3 ) ne

v: G — k* x k*, <a Ic)>'—>(a,c)

Posons

0

De nouveau la relation assure que ¢ est un morphisme surjectif, donc K = ker ¢ est distingué ; d’apres

le théoréme d’isomorphisme le quotient G/K est isomorphe a k* x k*.
Notons que G = K x H par exemple pour le choix suivant de sous-groupe H :

H:{(g 2>|a,cek*}

A noter qu’il y a une infinité d’autres choix possibles pour H.
Les exemples dans cet exercice peuvent donner la fausse idée que dés que K C G est un sous-groupe
distingué, il existe un sous-groupe H C G tel que . C’est faux; considérer par exemple G = Z/42 ={0,1,2,3}
et K= {6, f} et se convaincre qu’un tel H n’existe pas dans ce cas...

Exercice 3 [Action par conjugaison]
Soit G un groupe fini.

1. On définit 'application suivante

GxG—G, (g,2) =g -z =grg '

Montrer qu’il s’agit d’une action du groupe G sur lui-méme.

2. Lorsqu’un groupe G agit sur un ensemble X on appelle points fixes les éléments de X qui sont invariants
sous 'action de G. Ils forment ’ensemble {z eEX|g-x=x VgEe€ G}.
Décrire les points fixes de I'action par conjugaison d’un groupe G sur lui-méme.

3. Dans le cas G = S décrire les orbites et les stabilisateurs.

4. Combien y a-t-il d’orbites pour I'action par conjugaison de S1¢ sur lui-méme ?

Solution 3 Soit G un groupe fini.

1. On définit 'application suivante

G xG— G, (g,2) > g-z=gag "
Montrons qu’il s’agit d’une action du groupe G sur lui-méme.

Le neutre agit trivialement :

e-x=exe ! =ere=ux.

Pour tous ¢1, g2,  dans G nous avons
91-(92-7) = g1 - (92295 ) = 192295 ' 91 " = (9192)x(9192) " = (g192) - .

2. Lorsqu’un groupe G agit sur un ensemble X on appelle points fixes les éléments de X qui sont invariants
sous l'action de G. Ils forment ’ensemble {x €EX|gx=z VgEe G}.

Un élément z € G est un point fixe si et seulement si pour tout g € G g2 = x. Or g -z = x se réécrit
1

grg~ " = x ou encore gr = xg. Les points fixes pour I'action par conjugaison d’un groupe sur lui-méme
sont donc les éléments qui commutent avec tous les autres, c’est-a-dire les éléments du centre de G.
3. Supposons G = ;.

Rappelons que S; compte 24 = 4! éléments qui sont
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Les différentes orbites sont
0 Oa={g-id|ge G} ={gidg~t|g € G} = {id|g € G} = {id};
o O0ngy={9-(12)]geG}={(12),(13),

o Ouaieay={9-12)3B4)]geG}={12
o Onaz={yg- 123|geG} {(123),(
© On23ay={9-(1234)|]geG}={(1234),

Les stabilisateurs correspondants sont

o Gua={geGlg-id=

° G g :{9€G|9 (

{id, (1 2), (3 4),
< Gr(1 2)(3 4)
Glg(1 2)(3 4) =

0G(123):{96G|g-(123):

{geGlg (12)34) = (1
(12)(34)g} = {id, (12), (3 4), (1
(123)} ={g € G|g(123)g7"

id} = {g € G|gidg™*

= = W w = N N ==

B~ =

(1
)3
13

V] V] — N \V] \V] [\
w w = W w w w
[\ N N W W W
N—— N—— N—— N—— N—— N—— N——

—
w

W N
— W
DN~

4),(23), (2
4), (13)
2),
(

)

43),(1324

=id} =G

)

)

4), (34)}
(13)(24), (14)(2
(134),(143), (
2

2
(

e N N Y Y N e N SN

N W w = N — N — —_ =

= =

W — NG — NS OIS

—

A A O e e e

2) =12} ={geGlg12)g! =(12)} = {g€Glg(l2) =(12)g} =

34)}

(123)g} ={id, (123),(132)}

Glg(1234)=

Notons que dans chaque cas nous avons |G| =

2)(34)} =

|G| %[Ol

4. Déterminons le nombre d’orbites pour 'action par conjugaison de Sig sur lui-méme.

4, (1432)}

{9 € Glg(1 2)(
2)(34), (13)(24),

34)g
(14)
123

(

23
)}
© Gaszey = {9 € Glg-(1234) = (1234)} = {g € G|g(1234)g7"
(1234)g} ={id, (1234), (13)(2

II\-/II

(
{

1324,( 2 3)}
g € Glg(12

3 4)

_,_,
,—A—\
m

(1230} = {g

Toute permutation de &, s’écrit de maniére unique comme produit de cycles a support disjoint. Ici on
compte aussi les cycles de longueur 1 et on note la liste des tailles des cycles. Par exemple a la permutation

(27)(134)(8910) =

(5)(6)(2 7)(1 34)(8 9 10) on associe le 5-uplet (1,1,2,3,3). On ordonne toujours

ce k-uplet par ordre croissant (les cycles & support disjoint commutent). La somme des éléments de ce
k-uplet vaut n (ici 10). Un tel k-uplet est appelé une partition du nombre n. Il y a une bijection entre les
partitions de 10 et les orbites de Sy¢ sous 'action de lui-méme par conjugaison. Et on a 42 partitions du
nombre 10 donc 42 orbites pour 'action par conjugaison de S1g sur lui-méme.

Exercice 4

Soit G un sous-groupe de S4 opérant sur {1, 2, 3, 4} par l'action naturelle de S;. Pour 1 <

lorbite de ¢ et S; le stabilisateur de 7. Déterminer O; et S; pour les cas suivants :

o G est le groupe engendré par le 3-cycle (1 2 3).
o G est le groupe engendré par le 4-cycle (1 2 3 4).

¢ G est le groupe engendré par les double transpositions.

i <

4 on note O;



<& G:A4

Solution 4

¢ Par symétrie il suffit d’étudier les cas i = 1 et i = 4.

Pour i = 4 c’est plus facile car aucun élément de G ne modifie 4. Ainsi Oy = {4} et Sy = G.
Ensuite si s = (1 2 3), alors s(1) =2 et sos(1) =3 d’ou

O1={g-1]g e G} ={g(1) g € G} = {id(1), s(1), s o s(1)} = {1, 2, 3}.

Puisque G = {id, s, s’} nous obtenons que
S1={9€Glg-1=1} ={ge Glg(1) =1} ={id}

Par symétrie il suffit d’étudier le cas ¢ = 1. Par un raisonnement analogue au précédent nous constatons
que

S1={9e€Glg-1=1}={geGlg(1) =1} = {id}
et

O1={g-1lge G} ={g(1)[g € G} ={1, 2,3, 4}.

En effet si s = (1 2 3 4), alors G = {id, s, s?, s*}.

Par symétrie il suffit d’étudier le cas i = 1.

Le produit de deux double transpositions est ou bien l’identité, ou bien une double transposition. Une
double transposition ne fixe aucun élément de {1, 2, 3, 4} et on peut trouver une double transposition
qui envoie 1 sur n’importe quel élément de {2, 3, 4}. En résumé nous avons

O, ={1,2, 3,4} Sy = {id}.

Par symétrie il suffit d’étudier le cas i = 1.

Les éléments de A4 sont I'identité, les double transpositions et les 3-cycles. D’apres la question précédente
01 = {1, 2, 3, 4} puisque l'orbite de 1 par .44 contient au moins l'orbite de 1 par les double transposi-
tions. Déterminons maintenant le stabilisateur de 1. Une double transposition ne peut pas étre dans le
stabilisateur de 1. D’apres la premiere question les 3-cycles qui stabilisent 1 sont ceux qui n’ont pas 1
dans leur support, on a donc Sy = {id, (23 4), (24 3)}.

Exercice 5
Soit n > 3 un entier. Considérons les matrices suivantes de GL(2,R)

(4 %) () )

Notons G le sous-groupe de GL(2,R) engendré par o et 7; désignons par H le sous-groupe de G engendré par
o et K le sous-groupe de G engendré par 7 :

G= {0, 1), H = (0), K = (r).

Posons K’ = { g€ G|detg= 1} et définissons les vecteurs Xy et Yy de R? par

® N s Wy

(1) ()

Donner une interprétation géométrique pour 7 et donner son ordre.

Donner 'ordre de o.

Si G est d’ordre fini, que peut-on dire sur son ordre?
Montrer que o7 = 7" 1o.

Donner tous les éléments de G, H et K.

Combien y a-t-il de classes a gauche de G modulo H?
Décrire Gr/H.

A-t-on H< G ? Si oui décrire le groupe quotient G’/H.



10.
11.
12.

13.
14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.

A-t-on K< G? Si oui décrire le groupe quotient G/K.

Le sous-ensemble K’ de G est-il un sous-groupe de G ? Si oui, a-t-on K’ <G ?
Comparer K et K'.

Existe-t-il un sous-groupe de G isomorphe a G/K ?

Calculer D(G). A quel groupe est isomorphe G/ D(G) ?

Montrer que la multiplication des matrices définit une action
G x R? — R?, (M, X)— M -X =MX

L’action est-elle transitive ?

L’action est-elle fidele ?

Quels sont les points fixes de I'action ?

Quel est le stabilisateur Gx, du vecteur X ?

Décrire 'orbite du vecteur Xj.

Quel est le stabilisateur Gg du segment S = [Xy, Yo| ?

Solution 5

1.

Donnons l'ordre de o.
Nous avons ¢ # id mais ¢ = id donc o est d’ordre 2.

. Donnons une interprétation géométrique pour 7 et donnons son ordre.

On voit que 7 est la rotation de centre O = (0,0) et d’angle 27” En particulier 7 est d’ordre n. On peut

de plus déterminer 7% :
ok [ cos (2’“—”) —sin (%T”)
O\ sin () cos (%)
Si G est d’ordre fini, alors son ordre est divisible d’une part par 2 et d’autre part par n, donc par ppem(2, n).
1

[

Montrons que o7 = 7" 1g. Un calcul direct assure que o7~ = 7~

oo oo = (5l s} )= (o) G )=

= 7"~ puis que o7 = 7" 10.

DO,

On en déduit que oro~!

Donnons tous les éléments de G, H et K.
Puisque o est d’ordre 2, nous avons H = {id, o}.

Comme 7 est d’ordre n, nous avons K = {id, 7, 72, ..., 7" 1}.

Nous avons G = {id, 7, 72, ..., 7"}, o, 70, 720, ..., 7" 1o}. En effet d'une part un élément de G s’écrit

(0)7’“07’”0 LoT (o)

d’autre part o7o~! = 771 implique orfo ™! = 74" et o7¢ = 74"~ Vg, En effet montrons par exemple
¢ ¢

par récurrence quun élément de la forme (0)7 0720 ... 07% (o) avec k pair est de la forme 7¢ ou 70 :
© commencons par considérer un élément de la forme o7 o720 ...07% avec k pair. Montrons par
récurrence sur k qu’il s’écrit aussi 7% pour un certain k. C’est vrai pour k = 2, en effet

O_Til O_Tiz — Til(n71)007i2 — Til(nfl),riz — Til(nfl)JrZ‘Q
S~

Fit(n—1) 5

Soit k£ un entier pair. Supposons que la propriéé soit vraie pour tout j < k pair et montrons qu’alors
c’est vrai pour k + 2

ot oT20 .. o't g g Rt = IR = gt

Tr1 TR2
¢ considérons un élément de la forme 7**o7"20 ... 07" avec k pair, alors

or0 ..ot = oot om0 ... o7 = o7 = (Vg

Tk



o finalement considérons un élément de la forme 7107%0 ... o1 0 avec k pair; d’aprés le premier point
il s’écrit 770
Un raisonnement analogue permet de conclure lorsque k est impair.
. Déterminons le nombre de classes a gauche de G modulo H.

L’ensemble des classes a gauche de G modulo H est 'ensemble G'/H. Son cardinal est ‘G/H’ =[G:H] = %

D’apres la question précédente nous avons |G| = 2n, |H| = 2 et donc ’G/H‘ = % =n.
. Décrivons G/H.
La description de G nous permet d’affirmer que
Chr={id, 7, ..., 7 1}.
. Le sous-groupe H de G n’est pas distingué dans G; en effet
rlor =17l = " 20 ¢ H.
. Nous avons [G : K] = I%I‘ = 20 = 2. Ainsi K est un sous-groupe d’indice 2 de G il est donc distingué

dans G.

Le groupe quotient G/K est d’ordre 2 donc isomorphe a Z/QZ. Nous avons G/K = {ﬁ7 5}.

. L’application det: G — R* est un morphisme de groupes et K’ est son noyau. Ainsi K’ est un sous-groupe
distingué de G.

. Comparons K et K'.

Remarquons que det 7 = cos? (22) + sin” (22) = 1 donc 7 appartient & K'. Ainsi K = (7) C K'.

De plus det 0 = —1, par conséquent det(rk;) =-let K=K

. Les groupes H et G/K sont d’ordre 2, donc sont isomorphes. Il en résulte qu’il existe un sous-groupe de G
(le sous-groupe H) isomorphe & G/K.

. Calculons D(G).

Le groupe G n’est pas abélien : o7 = 7" 1o # 70 car n # 2. Par conséquent D(G) # {id}.

De plus G/K est abélien ; G’/ D(G) étant le plus grand quotient abélien D(G) C K.

Calculons [0, 7] :

[o,7] =0ttt =7r"1r =77

2
ainsi 772 appartient & D(G) et 72 appartient & D(G). Finalement (72) C D(G).

rcdrzln) =ndonc (r2) = (1) et K= (1) C
D(G). Finalement D(G) = K = () = (12). Dans ce cas nous avons G/D(G) ~ Z/QZ.

Si n = 2m est pair, montrons que

Si n est impair, alors n est premier avec 2 et 'ordre de 72 est

D(G) = (%) ={id, 7, 7*, ..., 7" *} = {id, 7%, 7, ..., P2y

Nous avons vu que (72) C D(G). Montrons que (72) <G. Soit y = 72¢ € (2) et # € G ; nous avons z = 7"

ou z = 7%¢. Dans le premier cas nous obtenons

cyrt = 7R =1k 420 — k = 120 = y € (7).

Dans le second cas nous obtenons

-1 _ _k 2a/_k \—1 _ _k 2a —1_—k _ _k_2a(n—1) —1_—k __ _k_2a(n—-1)_—k _ _k+2a(n—1)—k __ _2a(n—1) 2
zyzx~ =10 (70) =7" oT o TV =T1"T oo T "=1"T T V=T =T € (%)

r2a(n—1),

Ainsi (72) < G.

De plus 72 est d’ordre %%(12#1) = %

= m donc |(7?)| = m. Ainsi le quotient G/<7_2> est d’ordre 22 = 4,
Mais un groupe d’ordre 4 a ou bien un élément d’ordre 4 et est alors isomorphe a Z/4Z, ou bien n’a que
des éléments d’ordre 2 et est isomorphe a un groupe de KLEIN. En particulier un groupe d’ordre 4 est

abélien donc G/<7_2> est abélien et D(G) C (72). On obtient D(G) = (72).



14.

15.

16.

17.

18.

19.

Tl reste & déterminer G/D(G) = G/<7_2> qui est d’ordre 4. On peut décrire G/D(G) :

Mais 72 = 72 = id (car on quotiente par 72), 7 = ¢2 = id (car o est d’ordre 2) et 762 = 725> = id (car
le groupe est abélien). Ainsi tous les éléments de G/ D(G) sont d’ordre 2 et G/ D(G) = Z/QZ X Z/2Z est
un groupe de KLEIN.

Montrons que la multiplication des matrices définit une action
G x R? - R?, (M, X)—~ M -X=MX
D’une part id - X = X ; d’autre part pour M, M’ dans G nous avons
(MM")- X =MM'X =M -(M"-X)

par D'associativité du produit matriciel. Nous avons donc bien une action de G sur R2.

L’action n’est pas transitive. L’orbite d’un vecteur X € R? est I’ensemble
Ox ={g-X|ge G} ={9X|g G}

en particulier Ox compte au plus 2n éléments alors que R? est infini. Il s’en suit qu’aucune orbite ne peut
étre égale & R? tout entier.

L’action est fidele : soit g € G tel que g- X = X pour tout X € R?, i.e. tel que gX = X pour tout X € R?,
alors g = Id.

Déterminons les points fixes de I'action, i.e. déterminons

{XeR?|g- X=X VgeG}.

Autrement dit nous cherchons les X € R? tels que g-X = X pour tout g € G. Remarquons que X = ( 8 )

est un point fixe. Montrons que c’est le seul. En effet si X = ( z ) est un point fixe, alors en particulier

o-X =X, cest-a-dire (z,—y) = (x,y) d’ott y = 0. De plus nous avons 7- X = X soit 7- ( g ) = ( g )

27

. i cos (%) x T - . .

qui se réécrit . (277@) = . En particulier sin (2—”) z = 0; mais pour n > 3, nous avons
Sin (T) x 0 n

sin (22) # 0 donc z = 0 et X = (0,0). Finalement (0, 0) est I'unique point fixe de I’action.

Déterminons le stabilisateur

Gx,={9€Glg-Xo=Xo}={9€G|gXo=Xo}

0

Remarquons que o - Xg = 0 Xy = Xy, ¢.e. 0 appartient a Gx,.

(¢0)] (%J ek . . 2k . 2k

“in (%) ; ainsi 7 - X = X si et seulement si cos (257) = 1 et sin (22%) =0,
c’est-a-dire si et seulement si %T’T = 0 (mod 27), i.e. si et seulement si k est un multiple de n donc si et

seulement si 7% = id.

du vecteur Xy = ( L )

Par ailleurs 7% - X, = (

De méme nous avons 750 - Xy = Xp si et seulement si 7% - Xy = X si et seulement si 7% = id si et

seulement si 7Fo = o.

Il en résulte que Gx, = {id, o} = H.

Décrivons l'orbite du vecteur Xj.

Puisque Ox, et G/G . sont en bijection nous avons
0

|0x,| = ‘G/GXO"



Or
IG]  2n
‘G/GXO‘:[GGXO]:[GH]:EZ7:TZ

Ainsi 'orbite du vecteur Xy compte n éléments.

2km
(:1: gggﬂg ), 0 <k <n-—1,sont 2 a 2 distincts. Ils forment donc 'orbite de Xj.

n

Les éléments 7° - Xy = (

20. Quel est le stabilisateur Gg du segment S = [Xg, Yy] ?
Comme Yy = — X nous voyons que

0-Yy=0-(—Xo) =0(-Xo) = —0(Xo) =-Xo =Y

donc o[ Xy, Yo] = [Xo, Yo et o appartient & Gg.

Si g appartient & Gg, alors comme g est linéaire, g doit envoyer Xy sur un élément de la droite (Xo) =
(Xo,Yp). Cherchons de tels g € G. On a ou bien g = 7%, ou bien g = 7%0 avec dans les deux cas
0 < k <n—1. Dans les deux éventualités

2km
v ey _ [ cos (3£
%=t = (et )
Mais (Xo) = {(z,y) € R? |y = 0} donc on veut que sin (227) =0 (mod 7) c’est-a-dire 25T =0 (mod 7).

Si n est impair, alors la seule possibilité est k =0 et Gg = {id, 0} = H.
Si n = 2m est pair, alors nous avons deux possibilités : £ = 0 et kK = m. Pour £ = m nous avons

sin (27%) - cos (25

Ainsi 7™ - Xo =Yy et 7 - Yy = Xj. Par suite 7 - S = S. Finalement Gg = {id, o, 7, 70 }.

Exercice 6
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.

1. Montrer que le groupe GL(E) agit naturellement sur ’ensemble X des sous-espaces vectoriels de E.
2. Déterminer 'orbite de F' € X. Combien existe-t-il d’orbites?
3. Déterminer le stabilisateur de F' € X.

Solution 6
1. Le groupe GL(FE) est un sous-groupe du groupe Sg des bijections de E. Il agit & gauche sur F et donc
sur P(E)
VgeG VX eP(E) g-X={g-z|zeX}.
Soient g € GL(E) et F' € X. Alors g(F') est un sous-espace vectoriel de E. Donc X est une partie stable
P(E) et (9, F) — g(F) est une action de GL(E) sur X.

2. Soit F' € X de dimension k. Pour tout g € GL(E) nous avons dim g(F') = k.

Réciproquement soit F’ € X tel que dim F” = k. Choisissons des bases (e1, €2, ..., e) de F et (e, e5,...,€})
de F’. On peut compléter ces familles libres de E et obtenir des bases (e1, €2, ..., €k, €kt1, €kt2,---;En)
et (€],€5,...,€5 € 1, Chpgr s €y) de E. Il existe g une unique forme linéaire de E dans E telle que

g(e;) = ¢, pour 1 < i < n. Puisque le rang de g est n et puisque g(F') = F’ nous avons : g € GL(E). Ainsi
I’ appartient I'orbite de F'. L’orbite de F' est donc I’ensemble des sous-espaces vectoriels de E de méme
dimension que F'. Il existe donc n + 1 orbites pour cette action.

3. Le stabilisateur de F' est l'ensemble des g € GL(E) qui laissent F' invariant. C’est ’ensemble des g €

L(E) qui ont, dans la base (e, e, ..., €k, €11, k12, ---,en) Précédente, une matrice de la forme M =
A B . .
o p | avee A€ My, B€ Mgnk, C € My_gpnk et avec A et C inversibles car det Adet C =

det M # 0.



Exercice 7
Soient n > 2 un entier et d > 1 un diviseur de n. Montrer que le groupe cyclique Z/nZ contient un unique

sous-groupe d’ordre d. Est-il vrai que Z/nZ contient un unique élément d’ordre d? (Commencer par expliciter
les réponses dans le cas particulier n = 6, d = 3).

Solution 7

© Sid =1, le seul sous-groupe d’ordre 1 de Z/nZ est {0}.

© Supposons maintenant d > 2.
Existence : soit ¢ le quotient de n par d, c’est-a-dire n = dq. Alors le sous-groupe engendré par q est
d’ordre d :

(@) =1{0,79,2q, ..., (d—1)q}.

Unicité : Soit H C Z/nZ un sous-groupe d’ordre d > 2. Soit k > 0 le plus petit entier positif tel que k € H.

Si @ appartient & H pour un certain a dans N, montrons que a est un multiple de k. En effet écrivons la

division euclidienne de a par ¢ : @ = gk +r, 0 <r < k — 1, on obtient alors @ =k + k + ...+ k47 d’ou
q fois

7 € H et donc r = 0 par minimalité de k. En particulier puisque d = 0 € H, d est un multiple de & et

donc H = (k) avec n = kd.

Exemple : dans Z/GZ7 l'unique sous-groupe d’ordre 3 est {0, 2, 4}, qui contient deux éléments d’ordre 3.

Exercice 8
On se propose de montrer que le groupe alterné 44 ne contient aucun sous-groupe d’ordre 6.
(1) En général, montrer que si H C G est un sous-groupe d’indice 2, alors H est distingué dans G.
(2) Rappeler la liste des classes de conjugaison de A4 et leurs cardinaux.
(3) Conclure.

Solution 8

(1)

Soit H C G d’indice 2. Si g appartient & H, alors gH = Hg = H (’hypothése indice 2 est inutile ici). Si g
n’appartient pas a H, alors puisque H est d’indice 2 nous avons

G=HuUgH =HUHg.

On voit que gH = Hg = G ~\ H; en particulier gH = Hg, autrement dit H est distingué dans G.

Le groupe 44 compte quatre classes de conjugaison, qui sont :

¢ la classe de I'identité, de cardinal 1,

¢ la classe des doubles transposition, de cardinal 3,

¢ une premiere classe de 3-cycles, de cardinal 4,

¢ une deuxieéme classe de 3-cycles, de cardinal 4.
Notons que dans Sy la réponse serait différente : les 3-cycles forment une seule classe de conjugaison dans
S4, de cardinal 8.

Supposons que H C A4 soit un sous-groupe d’ordre 6 ; il est ainsi d’indice 2 dans A4. La question (1) assure
que H est donc distingué dans A4. Alors H devrait étre union de classes de conjugaison, dont celle du
neutre, mais il n’est pas possible d’obtenir 6 en sommant des nombres parmi {1, 3, 4, 4} : contradiction.
Remarque : d’aprés (2) les cardinaux possibles pour un sous-groupe distingué de A4 sont

1 (sous-groupe trivial),

4 =1+4 3 (c’est le groupe de KLEIN engendré par les double-transpositions),

5 =144 (en fait impossible par LAGRANGE),

8 =14 3+ 4 (en fait impossible par LAGRANGE),

9 =144+ 4 (en fait impossible par LAGRANGE),

12 =1+ 3+ 4+ 4 (groupe A4 entier).

o

SO0 00

Exercice 9
Soit GL (2, Z/QZ) le groupe des matrices inversibles 2 x 2 a coefficients dans Z/QZ.

1.

2.

Quel est 'ordre de GL (2, Z/2Z> ?

Soit E un espace vectoriel de dimension 2 sur le corps Z/2Z. Définir une action non triviale de GL (27 Z/QZ>

sur F.
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3. En déduire que GL (2, Z/2Z> est isomorphe au groupe Ss des permutations de I’ensemble {1, 2, 3}.

Solution 9

1. Les éléments de G = GL (2, Z/QZ> sont les matrices inversibles dans Z/QZ. En voici la liste

(1) (a) (o) Gr) 1) (G

Il en résulte que G est un groupe d’ordre 6.

=l =
N——

2. Soit E un espace vectoriel de dimension 2 sur le corps Z/QZ. Définissons une action non triviale de
GL (2,Z/QZ) sur E.

A chaque base (v, w) de l'espace vectoriel E correspond une action de G sur E : pour g € G et u € E on
définit g * u € E comme l'image du vecteur u par application linéaire de matrice g dans la base (v, w).

3. Montrons que GL (2, Z/QZ) est isomorphe au groupe S des permutations de ’ensemble {1, 2, 3}.
Fixons une base de E et considérons 'action correspondante de G sur E. Pour tout g € G I’application
pg: U gxu est définie par les images des vecteurs non nuls de E ; en effet le vecteur nul a toujours pour
image lui-méme.

Ainsi & tout élément de G est associée une permutation de £~ {0}. Or E compte 22 = 4 éléments. Soient
v1, U et vg les trois vecteurs non nuls de E. Alors

g ((U17U27U3) = (g*vlag*v27g*v3))

définit un morphisme de groupes de G dans S3. Ce morphisme est injectif. Par suite G est isomorphe a
un sous-groupe de Ss. Puisque G et S3 ont méme ordre, G est isomorphe a Ss.

Exercice 10

Soit p un nombre premier. Soit n > 1 un entier. Soient G un groupe d’ordre p™ et Z(G) son centre.
Considérons un sous-groupe distingué H de G non trivial.

1. Montrer que HN Z(G) # {e}.

2. Montrer que l'ordre de Z(G) est > 1.

Indication : faire agir G par conjugaison sur H.

Solution 10
Soit p un nombre premier. Soit n > 1 un entier. Soient G un groupe d’ordre p" et Z(G) son centre.
Considérons un sous-groupe distingué H de G non trivial.
1. Montrons que HN Z(G) # {e}. Faisons agir G par conjugaison sur H; notons que c’est possible car H
étant distingué dans G nous avons Vg € G, gHg~ ' C H.
L’ordre de H est une puissance de p soit p” car |H| divise |G| qui est une puissance de p. L’ordre de H
est aussi somme des cardinaux des orbites pour cette action; chacune de ces orbites a pour cardinal un
diviseur de |G|, c’est-a-dire de p™ donc une puissance de p.
Raisonnons par I’absurde : supposons que Z(G) N H = {e}; alors une seule des orbites est réduite & un
seul élément : I'orbite de e. Nous avons alors

|H| = p’ =1+ somme de puissances de p

contradiction. Par suite Z(G) NH # {e}.

2. Montrons que lordre de Z(G) est > 1. Nous allons encore appliquer la formule des classes. Remarquons
que les orbites de G pour 'action de G par conjugaison sur lui-méme ont pour cardinal des puissances de
p; en effet ces cardinaux sont des diviseurs de |G| = p.

Raisonnons par I’absurde : supposons que |Z(G)| = 1, alors
p" = |G| =1+ somme de puissances de p

contradiction. Il en résulte que |Z(G)| > 1.
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Exercice 11
Soient G un groupe fini et Z(G) son centre. Considérons 'action de G sur lui-méme par conjugaison.

1.

Supposons G non abélien. Soit g un élément de G ~\ Z(G) ; notons Stab(g) le stabilisateur de g.

Montrer que Z(G) C Stab(g) C G (les inclusions sont strictes).

En déduire que si G n’est pas abélien, alors Z(G) est un sous-groupe de G dont U'indice est strictement
supérieur au plus petit nombre premier divisant l'ordre |G| de G.

Soit p un nombre premier. Soit n un entier.

Quelles sont les valeurs possibles pour 'ordre du centre d’un groupe d’ordre p™ 7

Quel est le centre d’un groupe d’ordre p? ?

Quel est le centre d’un groupe non abélien d’ordre p3 ?

Donner un exemple de groupe d’ordre p® non abélien.

. Montrer que si G est d’ordre p?, alors G ~ Z/pQZ ou G ~ Z/pZ X Z/pZ'

Solution 11
Soient G un groupe fini et Z(G) son centre. Considérons 'action de G sur lui-méme par conjugaison.

1.

Supposons G non abélien. Soit g un élément de G \ Z(G) ; notons Stab(g) le stabilisateur de g.
Montrons que Z(G) C Stab(g) C G (les inclusions sont strictes).

L’inclusion Z(G) C Stab(g) est claire.

Soit g € G\ Z(G) (un tel élément existe car G n’est pas abélien). Remarquons que g appartient a Stab(g) ;
en effet ggg~! = g. Par suite Z(G) est strictement inclus dans Stab(g).

Soit g € G\ Z(G) (un tel élément existe car G n’est pas abélien). Puisque g & Z(G) il existe un élément
h € G qui ne commute pas avec g donc qui n’appartient pas a Stab(g). Il en résulte que Stab(g) est un
sous-groupe propre de G.

Supposons que G ne soit pas abélien, montrons qu’alors Z(G) est un sous-groupe de G dont I'indice est
strictement supérieur au plus petit nombre premier p divisant l'ordre |G| de G.

D’apres 1. si G n’est pas abélien et si g appartient & G\ Z(G), alors I'indice de |G : Z(G)| > |G : Stab(g)|.
Mais |G : Stab(g)| = p car |G : Stab(g)| divise |G|. Par suite |G : Z(G)| > p.

. Soit p un nombre premier. Soit n un entier.

Donnons les valeurs possibles pour 'ordre du centre d’un groupe d’ordre p”.

Si G est abélien, alors |Z(G)| = p".

Si G n’est pas abélien, alors |G : Z(G)| > p donc |Z(G)| < p"~!. L’exercice précédent assure que Z(G)
n’est pas réduit a I’élément neutre donc |Z(G)| > p. Finalement lorsque G n’est pas abélien, nous avons

|Z(G)| € {p, P2, p"_Q}

Sin =2, le groupe G est nécessairement abélien.
Déterminons le centre d’un groupe d’ordre p?. Le centre d’un groupe G d’ordre p? est donc G tout entier.

Déterminons le centre d’un groupe non abélien d’ordre p®. Le centre d’un groupe non abélien d’ordre p?
est d’ordre p.

. Donnons un exemple de groupe d’ordre p? non abélien.

Le groupe des quaternions est un groupe d’ordre 23 (ici p = 2) et n’est pas abélien.

Montrons que si G est d’ordre p?, alors G ~ Z/pQZ ou G~ Z/pZ X Z/pZ'

Soit G un groupe d’ordre p?. Il est abélien. Nous avons l’alternative suivante :

— ou bien G contient un élément d’ordre p? auquel cas G est cyclique et isomorphe & Z/pzz;

— ou bien tous les éléments de G \ {e} sont d’ordre p. Soient x et y deux éléments de G \ {e} tels que
y & (). Alors (x) N (y) = {e}. En effet le sous-groupe (x) N (y) est d’ordre strictement inférieur a p et
d’ordre divisant p donc d’ordre 1. Puisque tout sous-groupe du groupe abélien G est distingué G est

isomorphe a (x) x (y). Or (x) ~ (y) ~ Z/pZ' Ainsi G >~ Z/pZ X Z/pZ'

Exercice 12
Soient F un ensemble et G un groupe opérant sur E. Soient g et i des éléments de E appartenant a la méme
orbite.
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Montrer que les stabilisateurs Stab, et Staby, sont des sous-groupes conjugués de G.
En déduire que Stab, et Stabj, ont méme ordre.

Solution 12

Soient F un ensemble et G un groupe opérant sur E. Soient g et h des éléments de E appartenant a la méme
orbite. Alors il existe x dans G tel que h =z - g.

Soit y € Stab,. Alors 4-g = g. De plus d’'une part y-g = y- (r71h) et d’autre part g = x~1h. Par conséquent
y-(z7'h) = a7 h, soit zyz~! - h = h c’est-a-dire zyz ! appartient & Stabj,. Autrement dit xStab,z ! C Staby,.

Un raisonnement similaire conduit a Stab;, C J:Stang_l.

Il s’en suit que Staby, = xStabyz .

L’application y — zyz~! est un automorphisme de G. C’est donc une bijection et 'image de Stab, par cet
automorphisme est Staby. Ces deux ensembles ont donc méme cardinal.

Exercice 13
Soit E un ensemble fini. Soit G un groupe fini qui opére sur E. Pour tout g dans G on définit

EI={s€ E|gs=s}.
Autrement dit EY est I’ensemble des points fixes de E sous 'action de g. Pour s € E, on note Gy le fixateur de

s pour l'action de G sur E.

1. Construire la table de 'opération
¢: G x E — { vrai=V, faux=F }

définie par

©(g,s) =V sigs=s
©(g,s) = F sinon

dans le cas ot G = Dg et E = {A, B, C} ou ABC est un triangle équilatéral.

2. Démontrer que Z |Gs| = Z card(EY).
s€E geG
3. En déduire la formule de BURNSIDE

|G| x le nombre d’orbites = Z card(EY).
geG

Solution 13

1. Construisons la table de I'opération
v: G x E — { vrai=V, faux=F }

définie par
{ o(g,8) =V sigs=s
(g, s) = F sinon
dans le cas ot G = Dg et E = {A, B, C} ot ABC est un triangle équilatéral.
Désignons par O le centre de gravité du triangle équilatéral ABC et par p la rotation de centre O et
d’angle %’r Soient s4, sp et s¢ les symétries d’axes respectifs AO, BO et CO.
Nous obtenons la table suivante

A|B|C
id | V|V |V
p |F|F | F
22| F|F|F
sa|V|F|F
SB F Vv F
SC F F \%

En effet
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(a) id(A) = A, id(B) = B et id(C) = C;

(b) p(A) € (B, C}, p(B) € {A, C} et p(C) € {A, B};

©) F(4) € (B, C), B) € (4, O} 4 £(C) < 4, B,

(d) sa(A)=A4, sa(B)=C et s4(C) =

(e) sp(B) =B, sp(A) =C et sg(C) =

(f) 5c(C) =C, sc(A) = Bet sc(B) = A

2. Montrons que Z |G| = Z card(EY).
seE geG
Posons p = |G|. Notons g1, ga, ..., gp les éléments de G. Posons ¢ = card(E). Notons s1, Sa, ...
éléments de F.
D’une part
¢ (V) = {(9.5)€GxE|gs=s}

{(g,s) €Gx E|seE%)}
= {1} x B9 U{ga} x B2 U...U{gp} x E%

ce qui conduit a

card(p Z card(EY)
geG
D’autre part
e '(V) = {(g9,5) €Gx Elgs=s}

{(g,s)EGxE|g€Gs}
G51 X {SI}UG52 X {SQ}U...UGSq X {Sq}

ce qui entraine

card(p (V) = 3 |G-

s€E
Il en résulte que
> card(EY) = ) |G,
9€G seE

3. Si s est un élément de E, on désigne par O, l'orbite de s sous l'action de G. On sait que |G| =

Par suite
anrd(Eg):|G|( L, +...+1)
= card(Os,)  card(Oy,) card (0, )
Soient o1, o2, ..., o, des éléments de E tels que E est la réunion disjointe des O, pour 1 < i <
avons
Z cardl(O ) - Z Cardi(’) ) card Z L= card( (’) 2) x card(Oz,) =1
S€0,, s $€0,, 7i SGOUL

d’ou la formule de BURNSIDE.

Exercice 14
Combien (F2)™ admet-il de sous-espaces vectoriels de dimension & ?

Solution 14

Soit 0 < k < n. Le groupe GL(n,Fs) agit transitivement sur ensemble Aj des sous-espaces vectoriels de

dimension & de (F3)". L’ordre du groupe GL(n,F3) est

(2" —1) x (2" =2) x ... x (2" —2"71)
=@ D x2x 2" =) x...x2" 1 x(2-1)
=2x22x...x2" I x (@2 -)x 2" -1 x...x(2-1)
= ol A=) o ) x (2" 1) x ... x (2—1)

n(n—1)

=27z x(2"-1)x2" ' -1 x...x(2-1)
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Le stabilisateur de (F2)* x {0,,_x} sous l'action de GL(n,Fy) sur Ay est d’ordre

(2F —1)(2F —2)... (28 — 2y x(2m — 2k)(2m — 2kt L (2n —2n .

|GL(k,F2)|

Simplifions cette expression :
(28 —1)(2F —2)... (2F — 2k hy(am —2k)(2n — 2k +L) [ (2n — 2T
- ((2’c )2k —2)...(2F - 2’“*1)) ((2” _ok)(2n — ok Fly | (2n 2”*1))
- ((Q’f—l) X 2% (251~ 1) x ... x 21 ><(2—1))
(2’f x (277h 1) x 2k (2nmhml 1) i x2nTl (2 - 1))
=2x22x .2k xRl ox T 2P ) x (2T ) x Lo x (2-1)
x(2"F — 1) x (2P o) x L x (2-1)
=l A=) 9k 1) x (2P 1) x .. x (2-1)
x(2"F 1) x (2"F 1) x .o x x(2-1)
— 2™ (2P ) x (2P 1) x ... x (2 1)
X2k —1)x (@R o) x Lo x x(2-1)

Le ratio de ces deux quantités donne le cardinal recherché soit

(2n —1)(2nt —1) ... (2nRHL 1)
(28 —1)(2-1-1)...(2-1)

Exercice 15
Soit G un groupe. Soient H et K deux sous-groupes distingués de G.
Montrer que le sous-groupe de G engendré par H U K est aussi distingué dans G.

Solution 15

Soient g € G et € (HUK). Il existe donc y1, y2, - .., ym dans HUK tels que = = y1y2 ... ym et

-1 _ —-1
grg = gyiy2...-Ymg -

Si y; appartient & H alors puisque H est distingué dans G il existe y; € H tel que gy; = y}g. Si y1 appartient
a K alors puisque K est distingué dans G il existe y} € K tel que gy; = y{'g. Ainsi il existe z1 € HUK tel que
gy1 = z19.

En fait pour tout 1 < i < m il existe z; € HUK tel que gy; = z;g.

Nous obtenons donc

979" = gyive.. Ymg "
= 219Y2- Ymg "
= 21220...Ymg

-1
= Z122...2m4g9

2122 ... Zm

Or 212 ... 2y, appartient 8 HUK donc gzg~! appartient &8 HUK. Ainsi (HUK) est distingué dans G.

Exercice 16
Soit G un groupe. Rappelons que le centralisateur d’un élément de G est 'ensemble des éléments de G qui
commutent avec lui.

1. cela revient & choisir une matrice de GL(k, F2) puis & choisir un vecteur non nul linéairement indépendant avec les k premiers
puis un vecteur non nul linéairement indépendant avec les k + 1 premiers...
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1. Montrer que le centralisateur d’un élément de G est un sous-groupe de G.

2. Dans Sy quel est le centralisateur de (1 2) ? Est-ce un sous-groupe distingué de Sy ?

Solution 16

1. Soit G un groupe. Montrons que le centralisateur C,; d’'un élément g de G est un sous-groupe de G.
Notons que e appartient a C,.
Soit z dans C,. Alors gz = zg d’ott 2~ 'gza~
appartient a Cg.
Soient x et y dans C,. Alors

1 1 1

=g lzgx~! est-a-dire 7 'g = gz~ !, autrement dit z !

(zy)g = z(yg) = z(gy) = (xg)y = (92)y = g(zy)

i.e. xy appartient a C,.
Il en résulte que C, est un sous-groupe de G.
2. Déterminons le centralisateur de (1 2) dans Sy.

Soit o un élément de S,,. Si (i j) est une transposition quelconque alors o (i j)o=! = (o(i) o(j)). En effet
soit y € {1, 2, ..., n};

o siy=o(i),alors (o(i j)o™')(y) = o(j);

o siy=o0(j),alors (o(i j)o=')(y) = o(i);

o siy & {o(i), o(j)}, alors ((i j)o™")(y) = o7 (y) et (o(i j)o™")(y) = v.
Ainsi le centralisateur de (i j) est constitué des permutations o € S,, qui laisse 'ensemble {i, j} invariant,
i.e. des permutations o € S, telles que (i) =i ou j et o(j) = j ou . En particulier le centralisateur de
(1 2) dans Sy est {id, (1 2), (3 4), (1 2)(3 4)}.
Considérons la permutation (3 4) qui appartient au centralisateur de (1 2) dans Ss. Conjuguons 1a par
la transposition (2 3). Nous obtenons (2 4), i.e. (23)(12)(23) = (24). En particulier (2 3)(1 2)(2 3)
n’appartient pas au centralisateur de (1 2) dans Sy. Le centralisateur de (1 2) dans Sy n’est donc pas un
sous-groupe distingué de Sy.

Exercice 17

Soit G un groupe. Soient H et K deux groupes de G. Considérons un sous-groupe L de HNK qui est distingué
dans H et dans K.

Montrer que L est distingué dans le sous-groupe de G engendré par HU K.

Solution 17

Le sous-groupe L est un sous-groupe de (HUK). Soit z un élément de (HUK). Nous pouvons écrire z sous
la forme 2125 ... 2, les z;, 1 <4 < m, appartenant & H U K.

Soit £ € L; alors

227 = 2120 (Zml2}) 2y et

L’élément 2,0z} appartient & L; en effet si z,, appartient & H (respectivement K), nous utilisons le fait que L
est distingué dans H (respectivement K).

Nous en déduisons de la méme fagon que z,, 12,02, Z;L appartient & L. Par récurrence z¢z ! appartient
a L ce qui prouve que L est distingué dans (H U K).

Exercice 18
Montrer que dans un groupe tout sous-groupe d’indice 2 est distingué.

Solution 18

Soit G un groupe. Soit H un sous-groupe d’indice 2 de G. Nous avons donc G'/H = {H7 JIH} oux # H et
G =HUzH avec HNzH = ).

Soit g € G. Ou bien g € H et gHg™! = H. Ou bien g € H et g € zH ; il existe donc hg € H tel que g = xhg.
Soit alors h € H; nous avons

ghg™! = xhohhg'a™ = ah'z™!

ot B = hohhy' € H. Si xh/z~! n’appartient pas a H, alors xh/z~! appartient & zH, i.e. zh'z~! s'écrit xhy
avec hi dans H. Ceci implique que x appartient & H : contradiction. Par conséquent xh/z~! appartient a H, 4.e.
ghg~! appartient & H. Autrement dit H est un sous-groupe distingué de G.

1

Exercice 19
Soit G un groupe. Soient H et K des sous-groupes de G. Supposons que
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e H et K sont des sous-groupes distingués de G;
e HNK = {e};
¢ HK = G.

Considérons ’application

¢:HxK— G o(h, k) = hk.

1. Montrer que ¢ est une application injective.

2. Montrer que ¢ est un isomorphisme de groupes.

Solution 19

1. Montrons que ¢ est une application injective.
Soient h et h’' dans H, soient k et k' dans K. Supposons que ¢(h, k) = ¢(h', k'), i.e. hk = W'k’ ce que nous
pouvons réécrire R =1h = k'k=1. D’une part h'=1h appartient a H, d’autre part K1k appartient a K. Il
en résulte que h' ~1h = k'k~1 appartient 8 HNK = {e}. Ainsi h = 1/, k = k' et ¢ est injective.
2. Montrons que ¢ est un isomorphisme de groupes.
Par hypothese HK = G donc ¢ est surjective.
Soient h, b’ dans H et k, ¥’ dans K. Le groupe K étant distingué dans G nous avons hk = kih pour un
certain k1 dans K. Comme H est distingué nous avons k1h = hyk; pour un certain h; dans H. Or ¢ est
injective donc h = hy, k = k; et h et k commutent. Par conséquent hkh'k')hh'kE" d’ou
e HK est un sous-groupe de G : la loi est stable dans HK, e appartient & HK et g~ ! appartient & HK si
g appartient a HK;
e ¢ est un morphisme de groupes.
Par suite ¢ est un isomorphisme de groupes.

Exercice 20
Soit G un groupe. Soient H et K deux sous-groupes propres de G. Supposons que
e H et K sont des sous-groupes d’indice 2 dans G;
e HNK = {e}.
Montrer que G est isomorphe a Z/2Z X Z/QZ.

Solution 20
Les groupes H et K sont d’indice 2 dans G ils sont donc distingués dans G.
De plus HN K = {e} donc HK est un sous-groupe distingué de G. En effet

e Soient h, I/ dans H et k, ¥’ dans K. Le groupe K étant distingué dans G nous avons hk = kih pour
un certain k; dans K. Comme H est distingué nous avons k1h = h1k; pour un certain h; dans H. Or ¢
est injective donc h = hy, k = k; et h et k commutent. Par conséquent hkh'k’)hh'kEk’. Ainsi HK est un
sous-groupe de G : la loi est stable dans HK, e appartient & HK et g~! appartient & HK si g appartient
a HK.

e Le groupe HK est distingué dans G; en effet soient g € G, h € H et k € K. Comme H est distingué dans
G lélémeent ghkg~"' s’écrit aussi hygkg~! avec hy dans H. Par ailleurs h1gkg™' = h1ki1gg~' = h1k; avec
k1 dans K car K est distingué dans G. Il s’en suit que ghkg~! appartient & HK.

e Montrons que H et K sont d’ordre 2. Nous avons G = HUzH avec z ¢ H. Comme K est d’indice 2 il est
d’ordre au moins 2 et contient donc au moins un élément k qui n’est pas dans H (en particulier k # e).
Nous pouvons donc prendre pour z cet élément k. Ainsi G = HUKH avec HNAH = . Soit &' € K~ {e}.
Ainsi k' n’appartient pas & H et k' € kH. Il existe donc h € H tel que k' = kh. Par suite h = k1%’ est
aussi dans K donc h = e et k = k’. Le groupe K contient donc seulement deux éléments : e et k.

De méme nous obtenons que H est d’ordre 2.
Ainsi H et K sont isomorphes a Z/QZ.

e Montrons que G = KH. Soit g € G. Alors ou bien g appartient & H et donc g appartient & HK, ou bien

g appartient a kH, i.e. ¢ = kh avec h € H. Or HK = KH donc g appartient a HK.

Finalement G est isomorphe a Z/QZ X Z/QZ.

Exercice 21
Pour a et b réels on définit I’application

Tap: R— R x — ax +b.
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. Soit G = {71, |a # 0}.

Montrer que G est un groupe pour la composition des applications.

. Soit H={m]a #0, a € Q}.

Montrer que H est un sous-groupe de G.
Décrire les classes & droite de H dans G.

Mountrer que toute classe & gauche (modulo H) est classe a droite (modulo H). (Indication : considérer
l’application qui a I’élément 7,5, de G associe la classe de a dans R*/@*).

. Donner un exemple d’un sous-groupe K de G tel qu’une classe a gauche ne soit pas classe a droite.

5. Soit N = {74 |a =1}

Montrer que N est un sous-groupe distingué de G.

Solution 21

1.

Soit G = {74 |a # 0}.

Montrons que G est un groupe pour la composition des applications.

Soient 7, et 7, deux éléments de G. Alors 7'(;b1 = Ti/q,—b/a (DOtons que a # 0). De plus 7,/ o T;; =
Ta! Ja,—a'bja+b - Par suite G est un sous-groupe du groupe des bijections de R dans R.

. Soit H={74]a #0, a € Q}.

Montrons que H est un sous-groupe de G.
Soient 7,4 et 7, deux éléments de H. Alors T(;; = Ti/a,—b/a (nOtons que a # 0). De plus 7,/ o T;; =
Ta! Ja,—a'bja+b - Par suite H est un sous-groupe de G.

. Décrivons les classes a droite de H dans G et montrons que toute classe & gauche (mod H) est classe a

droite (modulo H).

La classe a droite de 1’élément 7, g de G est ’ensemble des Tqq,ab+5 OU a € Q.

Pour montrer que toute classe a gauche est une classe a droite il suffit de montrer que H est distingué
dans G. Considérons le morphisme de groupes

v:G— */Q* Ta,p — la classe de a dans */Q*

Son noyau est H qui est donc distingué dans G.
Donnons un exemple d’un sous-groupe K de G tel qu'une classe a gauche ne soit pas classe a droite.

Soit K le sous-groupe de G des éléments 7, oll @ et b sont rationnels. Les classes a gauche et a droite de
K dans G ne coincident pas.

Soit N = {1, ]a =1}.

Montrons que N est un sous-groupe distingué de G.

L’identité appartient & N. Soient 714 et 71 deux éléments de N. Nous avons 7y © T, bl, = Tib—b/ ; €0
particulier 7 3 o Ty bl, appartient a N. Ainsi N est un sous-groupe de G.

Soit 74,5 un élément quelconque de G et soit 715, un élément quelconque de N. Alors
-1
T, ©T1,b © Ta,,@’ = T, O T1,b © ’7‘1/%_5/& = T1,ab;

ainsi 74,8 0 T1,p © Ta_}j appartient a N ce qui prouve que N est un sous-groupe distingué de G.

Exercice 22
Soit H un sous-groupe d’un groupe G tel que toute classe a gauche modulo H soit classe a droite modulo H.
Le sous-groupe H est-il distingué ?

Solution 22

Supposons que H ne soit pas distingué dans G. Cela signifie qu’il existe g € G ~\ {e} tel que gH # Hg ou
encore qu’il existe h € H tel que gh n’appartient pas a Hg.

Ainsi gh appartient & une autre classe a droite que nous noterons Hg' (Hg' # Hg). Puisque toute classe a
gauche est une classe a droite et que les classes a droite forment une partition de G la classe a droite qui est
égale & gH est nécessairement Hg'.
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Donc g appartient & gH et Hg. Comme gH = Hg' ’élément g appartient aussi & Hg’'. Autrement dit g
appartient & Hg N Hg'. Ceci n’est possible que si g = e ou Hg = Hg’. Mais par hypothese g # e et Hg # Hg'.
Il en résulte que H est distingué dans G.

Exercice 23
Soit G un groupe fini. Soit H un sous-groupe de G. Soit N un sous-groupe distingué de G.
Montrer que si [H| et [G : N] sont premiers entre eux, alors H est un sous-groupe de N.

Solution 23

Raisonnons par ’absurde : supposons que H ne soit pas un sous-groupe de N. Alors il existe h € H qui n’est
pas un élément de N. Il s’en suit que AN est un élément différent de 1’élément neutre N de G/N.

Soit ¢ I'ordre de hN dans Gr/N. On sait que g # 1 et que ¢ divise |G/N\ =[G : N]. Par ailleurs A"l = ¢ donc
(RN)IHI = N. Par suite ¢ divise [H|. Ainsi ¢ # 1 est un diviseur commun & [G : N] et |H| qui sont premiers entre
eux : contradiction. Il en résulte que H est un sous-groupe de N.

Exercice 24
Soit G un groupe qui ne contient qu'un seul sous-groupe H d’ordre n.
Montrer que H est distingué dans G.

Solution 24

Nous allons montrer que H est un sous-groupe caractérisque de G. Soit ¢ un automorphisme de G et
@i : H — @(H) la restriction de ¢ & H et a son image. Comme ¢ est un automorphisme de G, ¢y est bijective.
C’est donc un isomorphisme de groupes. Etant donné que H est fini d’ordre n, ©(H) est fini d’ordre n. Or H est
Punique sous-groupe de G d’ordre n donc (H) = H.

Puisque H est un sous-groupe caractéristique de G c’est un sous-groupe distingué de G.

Exercice 25

Soit H un sous-groupe de G tel que le produit de deux classes a gauche modulo H soit une classe a gauche
modulo H.

Le sous-groupe H est-il distingué dans G ?

Solution 25

Comme le produit de deux classes a gauche est une classe & gauche pour tout couple (g, ¢’) d’éléments de G
il existe ¢” € G tel que gHg'H = ¢”H. En particulier il existe ¢” tel que gHg 'H = ¢”H. Et pour tout élément
h de H il existe A’ et h” dans H tels que ghg~*h’ = ¢”h"”. En particulier puisque e appartient & H il existe h”
dans H tel que geg~le = ¢""h" ce qui se réécrit e = ¢g"”h”. Ainsi ¢ = h”"~! € H et gHg 'H = H, c’est-a-dire
gHg™! = H. Le sous-groupe H est donc distingué dans G.

Exercice 26
Soit G un groupe. Soit H un sous-groupe distingué de G.
Montrer que si H est cyclique tout sous-groupe de H est distingué dans G.

Solution 26

Soit h un générateur de H. Soit K un sous-groupe du groupe cyclique distingué H. Alors tous les éléments
de K sont égaux a une puissance de h et K est lui-méme cyclique engendré par une puissance de h : posons
po = inf{p € N*|h? € K}. Soit h? un élément de K. Nous avons p = gpg + r avec 0 < r < pg. Par suite
hP = (hPo)Ih"™ et h™ = hP(h~P0)7 appartient & K. Puisque pg = inf{p € N* | h? € K} nous avons nécessairement
r =0 et K= (hPo).

Puisque H est distingué dans G pour tout g € G il existe ¢ tel que ghg™
et K est distingué dans G.

L = h. Par conséquent ghPog—! = hapo

Exercice 27
Soient A un groupe et C un sous-groupe distingué de A. Soient B un groupe et D un sous-groupe distingué
de B.

Montrer que A x B/C <D A/C X B/D.

Solution 27
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Considérons le morphisme de groupes entre A x B et A/C X B/D donné par
((a,b)) = (aC, bD).

Le noyau de ¢ est égal a

kero = {(a,b) € AxB|aC=CetbD =D}
= {(a,b) e AxBlac CetbeD}
= CxD.

Par ailleurs (aC, bD) est I'image de (a, b) par ¢ donc ¢ est surjectif. Il en résulte que ¢ induit un isomorphisme
entre A % B/C « D et A/C X B/D.

Exercice 28
Soient G; et Go deux groupes non isomorphes.
1. Montrer que Z(G1) X Z(Gy) est isomorphe & Z(G1 X Go).
2. Supposons que G; et Go sont des groupes simples.
(a) Montrer que Gy X Ga contient un sous-groupe distingué H; isomorphe a G; et un sous-groupe distingué
Hs isomorphe a Go.
(b) Montrer que si H est un sous-groupe distingué de Gy x Go, alors H N H; est distingué dans Hy et
H N Hs est distingué dans Hs.
(¢) En déduire que H; et Hy sont les seuls sous-groupes distingués de G; x Ga.

Solution 28

1. Montrons que Z(G1) x Z(Gs) est isomorphe a Z(Gy x Ga).
Soit (z1,z2) € G1 X Ggj alors (x1,x2) appartient & Z(Gy x Gg) si et seulement si

V(y1,92) € G1 X Ga (z1,22)(y1,92) = (y1,y2) (1, 72)

si et seulement si

YV (y1,y2) € G1 x G (x1y1, T2Y2) = (Y121, Y2x2)
si et seulement si

V(yl,yg) S G1 X GQ T1Y1 = Y121 et ToY2 = Y2X2.

Par conséquent (x1,x2) appartient & Z(G1 x Gz) si et seulement si 1 appartient & Z(G1) et x5 appartient
a Z(Gg). Ainsi
Z(G1 x G2) ~ Z(Gy) x Z(Gy).

2. Supposons que G; et Go sont des groupes simples.
(a) Montrons que G; x Gg contient un sous-groupe distingué H; isomorphe & G; et un sous-groupe
distingué Hs isomorphe & Go.
Soit Hy = G1 X {ea} oul ey est I’élément neutre de Gs. Le groupe H; est un sous-groupe de G; x Go
isomorphe & Gi. De plus H; est distingué dans G; x Go car pour tout (x1,x2) € Gy X Gg, pour tout
(z,e2) € Hy nous avons

(xlaxQ)(x7€2)(x17x2)_l = (1‘1,332)(3?,62)(.1‘1_1,332_1) = ($1$$1_1,$2$2_1) = (.13133.131_1762)

et (z1,22)(x,e2) (w1, 22) ! appartient & Hy.
De méme Hy = {e1} x Ga est un sous-groupe distingué de G; x Ga.
(b) Montrons que si H est un sous-groupe distingué de G x Ga, alors HN H; est distingué dans H; et
H N Hs est distingué dans Hs.
Soit (z1,e2) € Hy et soit (x,e3) € HNH; ; nous avons

1

(1, €2) (2, €2) (21, €2) 7" = (w1, €2) (2, €2) (27 ', €2) = (w12w7 ', €2)

donc (w1, e2)(x, e2)(x1,e2) ! appartient & Hy. Par ailleurs H est un sous-groupe distingué de G1 x Go
donc (71, e2)(w, e2)(x1,e2) ! appartient & H. Finalement (x1,es)(w, e2)(21,e2) ! appartient & HN H;
et HN H; est un sous-groupe distingué de Hj.

De méme H N Hs est un sous-groupe distingué de Hs.

20



(c¢) Les sous-groupes Hy et Hy sont isomorphes & G; et Gy respectivement. Les groupes G et Go étant
simples les groupes H; et Hs sont aussi simples. Il y a donc quatre cas possibles qui sont les suivants :

i) HNH; = Hy et HNHy = Hy auquel cas H = Gy x Ga.
) HNH; = Hy; et HNHy = {(e1, e2)} auquel cas H = H;.
iii) HNHy = {(e1, e2)} et HNHy = Hy auquel cas H = H,.
iv) HNH; = {(e1,e2)} et HNHy = {(e1,e2)} auquel cas H = {(e1,e2)}. En effet HHl/H1 (qui est

isomorphe & H) est distingué dans G/Hl, groupe qui est lui-méme isomorphe a Go.

ii

De la méme facon nous obtenons que si H n’est pas trivial il est isomorphe a Gj.
Ainsi si H n’est pas trivial, il est isomorphe a G1 et a Go et Gy et Go sont isomorphes : contradiction.
Par conséquent H = {(e1,e2)}.

Ainsi les seuls sous-groupes distingués propres de G; X Go sont Hy et Hs.

Exercice 29
Soient G un groupe et H un sous-groupe de G.
(a) Montrer qu’en posant g - aH = (ga)H, ou a, g € G, on définit une action de G sur I’ensemble Gr/H des
classes a gauche modulo H.
(b) Mountrer que cette action est transitive.
Déterminer le stabilisateur de aH.
(¢) On suppose G fini. Calculer le cardinal d’une orbite et retrouver un théoréme classique.

Solution 29
(a) Posons X = Gr/H. Soient g dans G et x dans X. Désignons par a, a’ deux représentants de la classe a
gauche z. On a aH = a’H = z ou encore a~'a’ € H. Or

(ga)tga' =a"tg'gd =atd € H

donc gaH = ga’H.
Si on remplace a par un autre représentant o’ de la classe x = aH, alors ga’H = gaH. La formule a donc
bien un sens et définit une application de G x X — X.
C’est bien une action de G sur X puisque
e Vzx=aH € X nous avons e -z = eaH = aH = z,
e Vx=aHe X,VgeG, Vg € G nous avons

g-(g-x)=g-(g'aH) = g(g'a)H = (g¢')aH = g¢' - =

(b) Pour tous z = aH € X et y = bH € X il existe g € G tel que g-2 = y (prendre g = ba~!). Il existe donc
une seule orbite, égale a X.
Le stabilisateur de = aH est aHa ™! car :

g€ G, <= gaH=0aH <= a 'gaH=H <= a 'ga € H <= g € aHa "

(c) Comme G, = aHa~! = Ad,(H) ~ H, on retrouve le théoréme de LAGRANGE

(G : H] = card (G/H) = card(orb(x)) = :' =

Exercice 30
Soient p un nombre premier et a > 1. En utilisant une action de groupe que 1’on précisera montrer que tout
groupe G d’ordre p* admet un élément central (i.e. qui commute avec tout élément de G) d’ordre p.

Solution 30

Faisons agir G sur lui-méme par conjugaison. Les orbites sont ou bien de cardinal 1 (pour chaque élément
du centre), ou bien de cardinal une puissance de p non égale & 1. En écrivant G comme une union d’orbites on
a donc |Z(G)| = 0 mod p, ce qui interdit & Z(G) d’étre trivial. Soit g € Z(G) . {1}, alors g est d’ordre p® pour
un certain 1 < b < a. Alors gpb_1 appartient a Z(G) et est d’ordre p.

Exercice 31
Soit G un groupe. Soient H et K deux sous-groupes de G tels que K C H C G.
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a) Supposons que G soit fini. Montrer que
|G:K|=|G:H|-H:K]|.

b) On ne suppose plus que G est fini. On suppose par contre que H et K sont distingués dans G. Montrer
que
|G:K|=|G:H|-H:K]|.

Solution 31

a) Comme G est fini, on a
|G| = |G : H| [H] H| = [H: K[ [K] Gl =G : K| [K]|
L’ordre d’un groupe n’est jamais nul donc |K| # 0 et

|G H|jH
Gk = = P qy)H K]
K~ R GHIHE:K

b) Les groupes G/H et G/K/H/K sont isomorphes donc ’G/H‘ = ‘G/K/H/K‘ soit |G : H| = ‘G/K : H/K‘ d’ou
6l [Hg| =Gk

, i.€e.

|G:H|-|H:K|=|G:K]|.

Exercice 32
Soit G un groupe. Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

a) Si tout sous-groupe H de G est distingué dans G, alors G est abélien.
b) Si H<G et K<H, alors K« G.

c¢) Soient g et h dans G d’ordre fini. Alors gh est d’ordre fini.
d)

e) Si H et K sont des sous-groupes de G, alors (HUK) = HK.

Si G a un nombre fini de sous-groupes, alors G est fini.

Solution 32

a) Faux. Considérons le groupe Hg des quaternions. Rappelons qu’il est défini de la fagon suivante : Hg est
I’ensemble
Hs = { £ 1, +i, £j, £k}
et la loi de groupe est définie par
(-1)?=1,i¥=1=k*=-1
(-)-i=i-(-)=—-i (-1)-j=j (-)=-j,(-1) - k=k-(-1) =k
i-j=—-j-i=k.
Les sous-groupes de Hg sont
— le sous-groupe trivial {id} qui est distingué dans Hg,
— le sous-groupe d’ordre 2 engendré par —1 qui est distingué dans Hg car contenu dans le centre de Hg,
— les sous-groupes d’ordre 4 sont d’indice 2 dans Hg donc distingués dans Hg,

— le sous-groupe Hlg entier qui est distingué dans Hg.
Les sous-groupes de Hg sont donc tous distingués dans Hg mais Hg n’est pas abélien.

b) Faux. Considérons par exemple G = Sy, H = {id, (1 2)(3 4), (1 3)(24), (14)(23)} ~ Z/QZ X Z/2Z et
K = {id, (12)(34)} ~Z%,.
¢) Faux. Pour avoir un contre-exemple il faut que le groupe G soit infini et non abélien. Prenons par exemple

G=GL(2,Q), g = ( ? _01 ) et h = ( _01 _11 ) L’élément g est d’ordre 2, ’élément A est d’ordre 3
1

mais gh = ( 0 1 ) est d’ordre infini.

22



d)

Vrai. Tout élément de G est d’ordre fini : si g est d’ordre infini, alors le sous-groupe engendré par g est
isomorphe a Z et contient donc une infinité de sous-groupes distincts. Or G a un nombre fini de sous-
groupes cycliques notés (g1), ..., {gn). Donc pour tout g dans G il existe i tel que (g) = (g;), autrement
dit g est une puissance de g;. Ceci assure que le cardinal de G est borné par la somme des ordres des g;.
Il s’en suit que G est fini.

Faux. L’inclusion HK € (HUK) est toujours vérifiée. En revanche le sous-ensemble HK n’est en général
pas un sous-groupe de G contrairement a (HUK). En effet prenons par exemple G = S3, H = {id, (1 2)} et
K = {id, (1 3)}. Alors (HUK) coincide avec G et HK = {id, (1 2), (1 3), (1 3 2)} n’est pas un sous-groupe
de G.

La réponse est vraie si I'on suppose que H ou K est distingué dans G (exercice).

Exercice 33

Soit S un sous-ensemble non vide d'un groupe fini G. Soit N(S) = {g € G|gSg~' = S} le normalisateur
de S dans G. Soit C(S) = {g€ G|Vs €S, gsg~' = s} le centralisateur de S dans G.

Montrer que

)
b)

c)
d)

N(S) € G et C(S)aN(S).

N(S) = G si et seulement si S = U gSg~ .
geG
Si H« G, alors C(H) <« G.

Si H C G, alors N(H) est le plus grand sous-groupe de G contenant H et dans lequel H est distingué.

Solution 33

a)

Montrons que N(S) C G et C(S) < N(S). Bien stir e appartient & N(S). Soient g et h dans N(S). Alors
(9h)S(gh)™" = g(hSh™")g™' = gSg~' =

donc gh appartient & N(S). Si g appartient & N(S) on a gSg~! = S donc en multipliant & gauche et a

droite par g~! et g respectivement on a S = g~!Sg, autrement dit g~! appartient & N(S). Ainsi N(9)
est un sous-groupe de G.

De méme C(.S) est un sous-groupe de G contenu dans N (S). Montrons que C(S) est distingué dans N(.59).
Soient g € C(S) et h € N(S). Soit s € S. Alors

(hgh™Ys(hgh™ ")~ = hg(h~'sh)g~'h~!

et comme h appartient & N(S), on a h~1sh appartient a S. Donc puisque g appartient & C(S)
g(h™tsh)g™! =h7lsh

et finalement

(hgh™Y)s(hgh™")"t = h(h"'sh)h™! = s.
Ainsi hgh~! appartient & C(S) et C(S) < N(S).
Montrons que N(S) = G si et seulement si S = U gSg~t.

g€G
Supposons que N(S) = G. Alors pour tout g € G, on a gSg~* = S donc S = U gSg~ L.
geG

Réciproquement supposons que S = U 9Sg~ L. Pour tout g € G nous avons g~ 'Sg C S donc en multi-
g€G

pliant par g et g~! & gauche et & droite respectivement nous avons S C gSg~' C S d’ot1 S = gSg~'. Ainsi

g appartient & N(S) et G = N(S5).

Montrons que si H< G, alors C(H) < G. Supposons que H soit distingué dans G. Soient g dans G, ¢ dans

C(H) et h dans H. Nous avons

(geg™DHh(geg™) ™ = ge(g " hg)e g™t

puisque H est distingué dans G nous savons que g~'hg appartient & H. Or ¢ appartient & C(H) donc
c(g7thg)ct = g=1hg et finalement
(9eg™)h(geg™") ™

ce qui assure que gcg~! appartient & C(H). Le groupe C(H) est donc distingué dans G.
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d) Montrons que si H C G, alors N(H) est le plus grand sous-groupe de G contenant H et dans lequel H est
distingué.
Par définition et a) N (H) est un sous-groupe de G contenant H et H est distingué dans N (H). Considérons
un sous-groupe K de G contenant H tel que H< K. Par définition nous avons kHk~! = H pour tout k € K.
Par conséquent k appartient & N(H) donc K € N(H) ce qui assure la maximalité de N(H) parmi les
sous-groupes de G concernés.

Exercice 34
Soit G un groupe. Désignons par Aut(G) le groupe des automorphismes de G. Si a appartient & G, notons
(a) Papplication

p(a): G—= G g — aga™'.

a) Montrer que pour tout a dans G lapplication ¢(a) est un automorphisme de G (appelé automorphisme
intérieur de G).

b) Montrer que v: G = Aut(G), g — ¢(g) est un morphisme de groupes de G dans Aut(G).

c¢) Notons Int(G) I'ensemble des automorphismes intérieurs de G. Montrer que Int(G) est un sous-groupe
distingué de Aut(G).

d) Notons Z(G) le centre de G. Montrer que Int(G) ~ G/Z(G)'

Solution 34

a) Il faut montrer que ¢(a) est un morphisme de G dans G; bien siir ¢(a)(e) = e. Il reste donc & montrer

(a)
que p(a)(9g') = ¢(a)(g)¢(a)(g). Or

¢(a)(gg') = agg'a™" = (aga™")(ag'a™") = p(a)(g)p(a)(g’).

Montrons que ker p(a) = {e}. Soit g € kerp(a), alors ¢(a)(g) = e, autrement dit aga™' = e d’ott

g =a"ta =e. Ainsi ¢(a) est un morphisme injectif.
Soit g dans G. On a g = a(a"lga)a™ = p(a)(a"'ga). Autrement dit ¢(a) est surjectif.
Il en résulte que p(a) est un automorphisme de G et (p(a))~! = p(a™t).

b) D’une part ¢(e)(g) = ege™! = g, i.e. p(e) = id. D’autre part

n—1

p(a) o p(a’)(g) = a(d'ga’")a™" = (aa')g(aa’) ! = ¢(aa’)(g)

c’est-a-~dire p(a) o p(a’) = ¢(aa’). Par suite ¢ est un morphisme de groupes de G dans Aut(G).

c¢) Int(G) est 'image de G par le morphisme de groupes ¢ ; c’est donc un sous-groupe de Aut(G).
Soit 7 un automorphisme de G ; alors

Top(a)or™H(g) = T(ar™ (g)a™") = T(a)7(r (9))r(a™") = T(a)gT(a™")

Ainsi 7o p(a) o 77 = ¢(7(a)) appartient & Im ¢. Le groupe Int(G) est distingué dans Aut(G).
d) D’une part ker ¢ est le centre Z(G) de GEL d’autre part Im ¢ = Int(G) (voir c)). Le théoréme d’isomor-
phisme assure que Int(G) ~ G/Z(G)'

Exercice 35
Soit G un groupe et soit H < G un sous-groupe distingué.

a) Décrire les sous-groupes distingués de G/H en fonction de ceux de G.
b) Soit K un sous-groupe de G.

i) Si K est distingué dans G et contient H, montrer que
St~ Sk

ii) Montrer que HK est un sous-groupe de G égal a KH.

2 kergp = {g € Glo(g) =id} = {g € G|Vh € G, p(g)(h) = h} = {g € G|Vh € G, ghg™* = h} = {g € G|[Vh € G, gh =
hg} = Z(G)
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iii) Montrer que H est distingué dans HK.

iv) Montrer que
K/(K NnH) ~ HE 4y

Solution 35
Soit G un groupe et soit H < G un sous-groupe distingué.

a) Décrivons les sous-groupes distingués de Gr/H en fonction de ceux de G. Onnote 7: G — Gr/H la projection
canonique. La correspondance K +— m(K) établit une bijection entre 'ensemble des sous-groupes de G

contenant H et I’ensemble des sous-groupes de “/jy donc la réciproque est donnée par K — 7 Y(K).
Cette bijection induit une bijection entre les sous-groupes distingués de G contenant H et les sous-groupes

distingués de G/H.
b) Soit K un sous-groupe de G.

i) Supposons que K soit distingué dans G et que K contienne H. Montrons que
G/HK/H ~ G/K

Le morphisme 7: G — G/H composé avec la projection 7': G/H — (G/H) / (K/H) induit un mor-
phisme surjectif q: G — (G/H) / (K/H) Par construction un élément g de G appartient & ker g si et
seulement si 7(g) appartient & ker 7’ = K/H si et seulement si g appartient & K. Ainsi kerq = K.

Le théoréme de factorisation assure alors que ¢ induit un isomorphisme entre G/ kerq = G/K et

CAan/Eap.

ii) Montrons que HK est un sous-groupe de G égal & KH.
Soient h, h/ dans H et k, k' dans K. Le groupe H étant distingué dans G il existe A" dans H tel que
k-h' = h" k. Par suite
(h-k)- (B k)= (h-n") (k-k)

appartient & HK et HK est un sous-groupe de G.

iv) Montrons que K/(K N H) et (HK)/H sont isomorphes. L’inclusion K — HK induit un morphisme
p: K — (HK)/H. Montrons que p est surjectif : si h est dans H et k dans K, alors la classe (h-k)H = kH
est 'image de k par p, donc p est surjectif. De plus un élément k& € K appartient a ker p si et seulement
si il est dans H. Autrement dit ker p = K N H. On conclut a 'aide du théoreme de factorisation.

Exercice 36
Soit G un groupe fini. Soient H et K des sous-groupes de G. Supposons que
— H et K sont des sous-groupes distingués de G
— HnNK = {e}.
Montrer que HK est un sous-groupe distingué de G d’ordre [H||K].

Solution 36
Montrons tout d’abord que HK est un sous-groupe de G. On définit I’application ¢ par

v: Hx K — HK (h, k) — hk.

Cette application est injective. En effet soient h, b’ dans H et k, ¥’ dans K tels que f(h,k) = f(W, k), i.e.
hk = I'K'. On en déduit que hh/~! = k’k~1; de plus hh'~! = k'k~! appartient 8 HNK = {e}. Donc hh/~! = e
et kk'~! = e c’est-a-dire (h,k) = (h',k’). Cette application est par définition surjective. Soient h, h’ dans H
et soient k, k' dans K. Puisque K est distingué il existe k; dans K tel que hk = kih. Comme H est distingué
il existe h; dans H tel que kih = hiki. Ainsi hk = hik;. Mais ¢ est injective d’ou h = hy, k = ky et h et k
commutent (hk = kh). Donc hkh'k’ = hh'kk’. On en déduit que

— HK est un sous-groupe de G : la loi est stable dans HK, e appartient & HK et si ¢ € HK, alors ¢~ ! € HK ;

—  est un morphisme de groupes.
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En particulier ¢ est un isomorphisme de groupes.
Montrons que HK est distingué dans G. Soient g € G, h € H et k € K. Alors

ghkg™" = (ghg™")(gkg™") = h1(gkg™")
avec h; dans H car H est distingué dans G. Par ailleurs h1gkg™' = hik; avec k; dans K car K est distingué
dans G. Donc ghkg~' appartient & HK et HK est distingué dans G.

Montrons que HK est d’ordre |H||K]|. Comme ¢ est un isomorphisme de groupes I'ordre de HK est celui de
H x K, ie. [H|K].

Exercice 37
Soit G un groupe de centre Z(G).

a) Montrer que Z(G) est un sous-groupe distingué de G.
b) Montrer que si Gr/ Z(G) est monogene (i.e. Gr/ 7(G) est engendré par un seul élément), alors G est abélien.

Solution 37

a) Le centre de G est un sous-groupe de G. En effet si x € Z(G) et y € Z(G), alors y~* € Z(G) et pour tout
élément g de G on a zy~'g = 2gy~! = gry~! ce qui implique que xy~! appartient & Z(G).
Par ailleurs soit g € G et soit ¢ € Z(G). Comme ¢ commute avec tous les éléments de G nous avons

geg t=cggt =c.

Donc gZ(G)g~! = Z(G) et Z(G) est un sous-groupe distingué dans G.

b) Si G = Z(G), alors G est abélien. Si G # Z(G) et si G/Z(G) est monogeéne non trivial, alors il existe un
élément x de G tel que x € Z(G) et G/Z(G) = (2Z(Q)). Soit y dans G. Ou bien y € Z(G) et zy = yz. Ou
bien y & Z(G) et il existe n € N tel que y € (2Z(G))™ = 2" Z(G), autrement dit y = z™c avec ¢ € Z(G).

Dans ce cas xy = xzz"c = x"cx = yx. Ainsi z commute avec tous les éléments de G, i.e. z € Z(G) :
contradiction. Ainsi G = Z(G) et G est abélien.

Exercice 38
On note Hg le sous-groupe de GL(2,C), appelé groupe des quaternions engendré par les trois matrices

(50 () G

. Calculer 'ordre de Hsg.
. Exhiber les sous-groupes de Hsg.

. Exhiber les sous-groupes distingués de Hs.

N

. Est-il isomorphe au groupe diédral Dg ?

Solution 38

1. On vérifie que
I’=J*=K*=-id IJ =K.
Par conséquent le groupe des quaternions est
Hs = {id, —id, I, -1, J, —J, K, —K}.

En particulier il est d’ordre 8.

2. D’apres le théoreme de LAGRANGE les sous-groupes propres de Hg sont d’ordre 2 ou 4. Il y a un seul
sous-groupe d’ordre 2 : (—id) et trois sous-groupes d’ordre 4 : (I), (J), (K).

3. Tous les sous-groupes de Hg sont distingués.

4. Le groupe diédral Dg compte 5 éléments d’ordre 2 donc n’est pas isomorphe & Hg qui n’en compte qu’un.
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Exercice 39 . )
Soit Qg le groupe des matrices 2 x 2 inversibles engendré par < ? 6 ) et ( Bl . ) Ce groupe est appelé
le groupe des quaternions.
a) Quel est 'ordre de Qg 7
b

c
d

) Montrer que Qg n’a qu’'un élément d’ordre 2.

) Quel est le centre de Qg ?

) Montrer que tous les sous-groupes de Qg sont distingués.

e) Peut-on trouver un isomorphisme entre Qg et un produit semi-direct de Z/4Z avec Z/QZ?

Solution 39

0 i —i 0 0 -1 10
PosonsI—(i 0),j—( 0 i),IC—Ij—(l 0 >etld—(0 1).

a) On vérifie que Id est 1'élément neutre,

—1dM =-M VM e {Z,J, K} I*=7J"=K"=-1d
17 =K, JK=1,KI=J JI=-K,KJ=-1,IK=-J

Il en résulte que Qg contient 8 élements.
b) D’aprés ce qui précéde 'unique élément d’ordre 2 est —Id.
¢) D’apres ce qui précede le centre de Qg est {Id7 fId}.

d) Les sous-groupes de Qg sont le groupe trivial, le centre de Qg et

(T)={1d, -1d, Z, -T} (7)={1d, -1d, 7, -7 } (K) = {14, -1d, kK, —K}

e) Les groupes (Z), (J) et (K) sont tous trois cycliques d’ordre 4 donc isomorphes & Z/4Z mais aucun d’entre
eux ne peut étre un facteur semi-direct de Qg car 'autre facteur serait d’ordre 2 et d’intersection réduite
a {Id} avec le facteur d’ordre 4. Or tous ces sous-groupes d’ordre 4 contiennent le sous-groupe d’ordre 2.
Par conséquent Qg ne peut s’obtenir comme produit semi-direct de deux de ses sous-groupes propres.

Exercice 40
Soit G un groupe d’ordre 55 possédant deux sous-groupes distingués d’ordre 5 et 11 respectivement. Montrer
que G est isomorphe a Z/55Z.

Solution 40

Si H et K sont d’ordre respectif 5 et 11, alors HNK = {e} (en effet tous les éléments de H \ {e} sont d’ordre
5 et tous les éléments de K \ {e} sont d’ordre 11.

L’exercice [I] assure que HK est un sous-groupe de G d’ordre 5 x 11 = 55 qui est 'ordre de G. Il en résulte
que G = HK. Alors HK est isomorphe & H x K. Par suite G est isomorphe & H x K. Or H est isomorphe & Z/5Z

et K est isomorphe a Z/nz donc G est isomorphe a Z/5Z X Z/HZ = Z/55Z (théoréme chinois).

Exercice 41

1. Soit G un groupe fini qui opére sur un ensemble fini non vide E. Supposons que G soit d’ordre p™ avec p
premier et m € N*. Posons
EG:{xéEWgGG,g-x:x}.
Montrer que |E¢| = |E| mod p.
2. Soit H un groupe fini d’ordre n. Soit p un diviseur premier de n. Montrer que H contient un élément
d’ordre p (lemme de CAUCHY). Indication : faire agir Z/pZ sur ensemble E des (z1,%2,...,2p) de HP
tels que z122...2), = €.

3. Soit H un groupe fini d’ordre n. Soit m € N* tel que pour tout € H on ait ™ = e. Montrer que n divise
une puissance de m.

Solution 41
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1.

Si z appartient & E, nous notons O(z) I'orbite de 2 sous I’action de G. Les éléments de E sont exactement
les éléments = de E tels que O(z) = {x}. Notons wy, wa, ..., wy les orbites de E de cardinal strictement
supérieur a 1. Si z; est un élément de w;, alors |w;| = [G : Stabg(z;)], c’est donc une puissance de p. 11
résulte de ’équation aux classes que

Bl = |ES|+ ) lwil =[E€| mod p

i=1
. Soit (z1,29,...,,) un élément de E. Nous avons z,2s ...z, = e. En multipliant & gauche par z; ' et &
droite par z1 nous obtenons xsx3...zpz1 = €, t.e. (2,23,...,%p,x1) appartient a E. Notons c le cycle
12 ... p)deS,. Il sagit d’'un élément d’ordre p qui engendre un sous-groupe cyclique K isomorphe a

i

Z/pZ' Nous définissons une opération de K sur ’ensemble H? par

c- (21,22, .., 2p) = (Te(1), Te()s - - > Te(p)) = (2, T3, ..., Tp, T1).

La remarque ci-dessus montre que E est stable par cette opération. Appliquons alors le résultat de la
question précédente a I'opération induite sur E. Nous avons |E| = |[EX| mod p. Le cardinal de E est
nP~1 (en effet on peut choisir z1, xa, ..., ,—1 quelconques, x, est alors déterminé de maniere unique).
Comme p divise n, | E¥| est nul modulo p. Or les éléments de EX sont justement les p-uplets (x,z, ..., )
avec 7P = e. Notons que E¥ contient le p-uplet (e,e,...,e); en particulier EX est non vide et par suite
EX a un cardinal supérieur & p. Il y a donc au moins (p — 1) éléments d’ordre p dans H.

. Il suffit de montrer que tous les facteurs premiers de n sont des facteurs premiers de m. Soit p un premier

divisant n. Le lemme de CAUCHY garantit l’existence d’un élément x € H d’ordre p. Or par hypothese
™ = e donc p divise m.

Exercice 42
Soit G un groupe fini. Soit p le plus petit nombre premier divisant |G|. Soit H un sous-groupe de G d’indice
p. On se propose de montrer que H est distingué dans G.

a)

b)
c)

Montrer que H opeére sur ’ensemble des classes & gauche G'/H par h - (aH) = (ha)H pour tout h € H et
pour tout a € G.

Quel est le stabilisateur de aH ?
Quelle est 'orbite de la classe H?

Montrer que si H n’était pas distingué dans G, alors au moins une des orbites aurait un cardinal > p.

Conclure.

Solution 42

a)

On peut vérifier que h - (aH) = (ha)H est bien définie : si ¢H = bH, alors (ha)H = (hb)H donc h - (aH) ne
dépend pas du représentant a choisi dans une méme classe a gauche), et que ceci définit une opération de
groupe.

Le stabilisateur de aH est

)
S
jus

|

{heH|h-(aH) =aH}
{h € H| (ha)H = aH}
= {heH|a "ha € H}

= {heH|heaHa '}
= HnaHa '

L’orbite de H est réduite a H :
Ou={h-HlheH}={hH|hcH} =H.

Si H n’est pas distingué dans G, alors il y a au moins une orbite dont le cardinal n’est pas 1 puisque cela
signifie qu’il existe a € G et h € H tel que a~!(ha) n’appartient pas & H. Puisque le cardinal de cette
orbite divise celui de H (donc aussi celui de G par le théoréme de LAGRANGE) ce cardinal est au moins p
étant donné que p est le plus petit diviseur > 2 de |G|.
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¢) Si H n’est pas distingué dans G, alors il y a au moins une orbite de cardinal au moins p mais il y a aussi
une orbite de cardinal 1 (celle de H).

Rappel : soit K un groupe agissant sur un ensemble X ; X est réunion disjointe des orbites de X sous
»
laction de G, i.e. | X| = Z |O;| ot les O; sont les orbites de X sous 'action de G.
i=1
Puisque H opere sur I’ensemble des classes a gauche, nous avons G'/H ’G/H‘ > p+ 1 : contradiction avec
le fait que [G : H] = p.
——

4

Exercice 43
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps k.

a) Faisons opérer le groupe linéaire G = GL(F) sur I'ensemble des sous-espaces vectoriels de F par g - F' :=
g(F) pour tout g € G et tout sous-espace F' de E. Quelles sont les orbites pour cette action ?

b) On prend k = Z/7Z et n = 5. Combien F possede-t-il de sous-espaces vectoriels de dimension 37

Solution 43

a) L’orbite d’un sous-espace de dimension d ne contient que des sous-espaces de dimension d.
Réciproquement si F' et G sont des sous-espaces de dimension d, on choisit une base (f1, fa, ..., fa) de
F que 'on compléte en une base (f1, fo, ..., fa, fa+1, -+, fn) de E. De méme on peut prendre une base
(g1, g2, - - -, ga) de F que l'on compléete en une base (g1, g2, - - -, 9ds gd+1s - - -» gn) de E. L’endomorphisme
qui envoie f; sur g; est bijectif et vérifie u(F') = G. Finalement les orbites sont les sous-espaces de dimension
dpourd=0,1,..., n.

b) Fixons un sous-espace F' de dimension 3 (on sait qu’il y en a au moins 1). D’aprés a) le nombre cherché
est le cardinal de l'orbite de F' sous 'action de GL(E) ou encore l'ordre de GL(E) divisé par celui du
stabilisateur S de F'. Le cardinal de GL(E) est obtenu en comptant le nombre de bases de E, il vaut

(75 = 1)(7° = 7)(7° = T (75 = T3)(7° =T,

En prenant une base de F' que 'on compléte en une base de E on voit que S est isomorphe au groupe des
matrices-bloc de la forme

A B

0 C

ou A e GL(B,F7), Be M&Q(F7) et C € GL(Q,]F7) Ainsi
|S| = (7% — 1)(7® = 7)(7® — 7*)(7* — 1)(7* = 7)7".
Par suite le cardinal cherché est
(75 — 1)(75 = T)(7° = T2)(7° — (7 — %)
(73 —=1)(73—=7)(73 = 72)(7* = 1)(72 = 7)76
LT T XTI T (TP = 1)(T = 1)(TE - 1)(TP - 1) (7T — 1)
COTXTEXTXTOx (TB—1)(72 = 1)(7T—1)(72 = 1)(7T—1)
(7 —1)(7* -1

(72-1)(7-1)
= 140050

Exercice 44

a) Combien y a-t-il d’opérations du groupe Z/4Z sur l’ensemble {1, 2, 3, 4, 5} ?

b) Soient G et X deux groupes. On dit que G opére par automorphismes sur X si on s’est donné une opération
(9,2) = g-x de G sur X telle que pour tout g € G Papplication = — g - z soit un automorphisme de X.
L’opération de G sur lui-méme par translation est-elle une opération par automorphismes ?

L’opération de G sur lui-méme par conjugaison est-elle une opération par automorphismes ?
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c) SiG= (Z/3Zv +) et X = (2/132’ +) combien y a-t-il d’actions de G sur X par automorphismes ?

d) SiG= (Z/?)Z7 —l—) et X = (83, o) combien y a-t-il d’actions de G sur X par automorphismes ?

Solution 44

a) On cherche le nombre de morphismes de Z/4Z dans le groupe des permutations Ss. Se donner un tel
morphisme f revient & se donner un élément d’ordre divisant 4 (& savoir f(1)) dans Ss. Or S5 contient
— un élément d’ordre 1 (I'identité),

— (5) = 10 transpositions,

— 53 = 15 doubles transpositions (cing fagons de choisir le point fixe puis trois double transpositions
avec les quatre éléments restants),

— 5:6 = 30 4-cycles (cinq fagons de choisir le point fixe et six 4-cycles dans le groupe des permutations
des quatre éléments restants).

Il y a donc au total 1 + 10 + 15 + 30 = 56 possibilités.
b) L’opération de G sur lui-méme par translation n’est pas une opération par automorphismes.
L’opération de G sur lui-méme par conjugaison est une opération par automorphismes.
c¢) Le groupe des automorphismes de X est isomorphe au groupe multiplicatif de 'anneau Z/l?)Z (en effet si

X
on pose ,(x) = ax on peut vérifier que a — ¢, est un isomorphisme de (Z/13Z) sur Aut(X)) lequel

est isomorphe au groupe additif Z/12Z car 13 est premier. On cherche donc le nombre de morphismes de
Z/3Z dans Z/12Z ou encore le nombre d’éléments de Z/12Z d’ordre divisant 3. Il y a ainsi 3 possibilités.
d) Les seuls automorphismes de Sz sont intérieurs. Le groupe des automorphismes de Ss est donc isomorphe

a S3 quotienté par son centre, c’est-a-dire a Ss. On est donc ramené a chercher le nombre d’éléments
d’ordre 1 ou 3 dans Ss et il y a 3 possibilités.

Exercice 45
Soit E un espace euclidien. On fait opérer le groupe orthogonal O(F) de E sur I’ensemble des sous-espaces
vectoriels de E.

a) Quelles sont les orbites pour cette action ?
b) Donner un énoncé analogue pour les espaces hermitiens.

¢) Y a-t-il un énoncé analogue pour le groupe orthogonal O(q) d’un espace vectoriel de dimension finie muni
d’une forme quadratique non dégénérée ¢ ?

Solution 45

a) L’orbite d’un sous-espace de dimension d ne contient que des sous-espaces de dimension d.
Réciproquement si F' et G sont des sous-espaces de dimension d, on choisit une base orthonormée
(f1, f2, -, fa) de F que lon compléte en une base orthonormée (f1, fo, ..., fa, fax1, ---, fn) de E.
De méme on peut prendre une base orthonormée (g1, g2, ..., ga) de F que 'on compléte en une base or-
thonormée (g1, g2, - -, 9ds gd+1, -- -5 gn) de E. L’endomorphisme qui envoie f; sur g; est bijectif et vérifie
u(F') = G. Finalement les orbites sont les sous-espaces de dimension d pour d =0, 1, ..., n.

b) Idem en remplacant le groupe orthogonal de E par le groupe unitaire de E.

c¢) Il est clair que si F' est un sous-espace une condition nécessaire pour qu’un autre sous-espace G soit dans
Porbite de F' est que les restrictions de g & F' et G soient des formes quadratiques isomorphes (ce qui
entraine en particulier dim F' = dim G mais n’est pas équivalent a cette condition. Cette condition est en
fait suffisante mais c’est un énoncé difficile, le théoréme de WITT ([?]).

Exercice 46
Soit G un groupe. Soit g un élément de G. On appelle centralisateur de g I’ensemble G4 des éléments h de
G tels que hg = gh.

a) Montrer que G4 est un sous-groupe de G. Est-il toujours distingué ?
b) Supposons que G soit fini. Soit C' la classe de conjugaison de g. Trouver une relation entre |G|, |C| et |Gy
Solution 46
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a) Il est immédiat que G4 est un sous-groupe de G mais il n’est pas toujours distingué : par exemple dans
S3 le centralisateur d’une transposition 7 n’est pas distingué dans Ss.

b) La groupe G opére par conjugaison sur lui-méme. Par définition C est 'orbite de g et G, son stabilisateur
d’ou

Gl = [C] - [Ggl.

Exercice 47
Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. Si (g,x) appartient & G x X quelle relation peut-on écrire
entre Stab(x) et Stab(g - ) ?

Solution 47
Nous avons Stab(g - x) = g - Stab(z) - g~ 1.

Exercice 48
Soit G un groupe d’ordre 33 agissant sur un ensemble X de cardinal 19. Montrer qu’il existe une orbite de
cardinal 1.

Solution 48
Utiliser la formule des classes.

Exercice 49
Pour chaque polyedre régulier et convexe P d’un espace euclidien £ de dimension 3 déterminer le nombre
d’isométries de &£ préservant P.

Solution 49
Le groupe Isom(P) agit transitivement sur P; il suffit donc de déterminer l'ordre du stabilisateur d’un
sommet de P.

Exercice 50

1. Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X. En considérant I’ensemble
E:{(g,x)EGxX|g-x:x},

calculer le nombre moyen de points fixes d’un élément de G. Que dire en particulier si action est transi-
tive 7 Que dire de la moyenne du nombre de points fixes d’une permutation aléatoire ?

2. Combien de colliers de 9 perles différents peut-on faire avec 4 perles bleues, 3 perles blanches et 2 perles
oranges ?

Solution 50
1. Désignons par Fix(g) = {x eXl|g-z= m} I’ensemble des points fixes de g dans X.

¢ Soient x € X et y € O,. Montrons que G, et G, sont conjugués.
Il existe g € G tel que y = g-z. Soit w € G, alors w-x = x. D’une part w-z = w- (g~ 'y), d’autre part
x = g~ ly. Par conséquent w-x = z se réécrit w- (¢~ 'y) = g~y ou encore (gwg~!) -y = y; autrement
dit gwg~! appartient & G, et gG,g~! C G,. Un raisonnement analogue conduit & G, C gG,g~*. 1l
s’en suit que G, = gG,g .

o D’apres ce qui précede G, = gG,g~! donc |G| = |G| et

DTG = Y [Gal =1Ga| Y 1=Gy] |0l

Or lapplication

Sa, = O gg-w

est bien définie et est une bijection ; par suite ‘G/GI‘ =10,|, i.e. |G| = |O,] |G| Ainsi Z 1G,| = |G].
y€O0y
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o Nous avons

DolCGal= D0 > 1Gy

reX 0, CQye0,

ou Q = {0, |x € X} est I'ensemble des orbites de I'action de G sur X. D’apres b) Z |Gyl = |G|

y€O,

d’ou

DoIG= D IGI=1IG] > 1=1G||Q].

z€X 0,C 0,CQ
Finalement 1

0= = > |Gl
P
o D’une part
E = {(g2)eGxX|g-z=u}

= {(g9,z) e Gx X |z € Fix(g)}
= ({o1) x Fix(g2)) U ({92} x Fix(g2) ) U-.. U ({8} x Fix(g,))
B =Y [Fix(g)].

geG
D’autre part

d’ou

E = {(g2)eGxX|g-z=ux}
= {(gvx)EGXX|g€G$}

_ (Gml X {x1}> U (sz X {9:2}) U...uU (qu X {Iq}>

dou |E| = Z |G,|. Par conséquent Z |Fix(g)| = Z |G.|. Mais d’apreés ce qui précede |Q||G| =
zeX geG zeX

Z |Gz|. donc

zeX

1 :
€] = €] > [Fix(g)]

geG
Cela signifie que le nombre moyen de points fixes d’un élément de G est exactement [Q|, i.e. le nombre
d’orbites de I'action.
En particulier si I'action est transitive ce nombre vaut 1.
Par exemple si G = S, agit (via 'action évidente) sur X = {1, 2, ..., n}, alors le nombre moyen de
points fixes d’'une permutation est exactement 1.
. On représente un collier par un cercle du plan euclidien orienté R? (de centre O et de rayon 1) muni de
neuf points Ay, Ao, ..., Ag disposés a intervalles réguliers.
Deux colliers sont dits équivalents si et seulement si on peut obtenir 'un a partir de I’autre en effectuant
une rotation plane du collier ou en le retournant (comme une crépe) dans I'espace de dimension 3.

Autrement dit 'ensemble X de tous les colliers possibles a 9 perles dont 4 bleues, 3 blanches et 2 rouges,
est muni d’une action du groupe diédral G = Dig des isométries d’'un polygone régulier a neuf cotés. Ce
groupe G est donc un sous-groupe de SO(2,R), il est d’ordre 18 et ses éléments sont les suivants

G:{ld, T, 7“2, Tg, T47 7’577"6, 7’77 T‘S, S, 1os, T‘QOS, ’f‘3087 T4OS, 7”508, 7"6087 7"708, TSOS}

ou r est la rotation de centre O et d’angle %’T et s est la symétrie orthogonale d’axe A = (OA;). En
particulier G contient neuf rotations et neuf symétries orthogonales.

Le nombre de colliers est exactement le nombre d’orbites dans l'action de G sur X, i.e. |].
On calcule ce nombre a ’aide de la formule obtenue en 1.

1 .
9] = il > IFix(g)l.

geG

Déterminons Fix(g) pour tout g dans G. Soit g € G.
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o Si g =id, alors Fix(g) = X.

o Sige {r,r2 i r5 r7 18} alors le sous-groupe de G engendré par g est constitué des 9 rotations
(r* engendre ce groupe si et seulement si k est premier avec 9). Donc un collier fixe par g est fixe
par r ce qui implique que toutes les perles sont de la méme couleur. Ceci n’est pas possible. Par suite
Fix(g) = 0.

o Si g € {r3, r5}, alors dans un collier fixe par g le nombre de perles d'une couleur donnée doit étre un
multiple de 3, ce qui n’est pas le cas dans ’ensemble X, donc Fix(g) = 0.

¢ Si g est une symétrie, nous pouvons supposer que g = s, les autres cas étant identiques. Puisque 'axe
A de g ne contient que la perle A;, dans un collier fixe par g, les perles A;, i # 1, vont par paire de
méme couleur. Cela assure que la perle A; est nécessairement blanche. Se donner un collier fixe par g
revient alors a se donner les couleurs des perles Ay, A3z, A4, As de sorte que 2 soient bleues, 1 blanche
et 1 rouge. Il est clair que le nombre de tels colliers vaut

|Fix(g)| = (;) (f) =6x2=12.
|X] = (Z) <§> =126 x 10 = 1260.

Q| = %(1260 +9x 12) = 76.

Enfin le cardinal de X est

On en déduit que

Il y a donc 76 colliers distincts (& équivalence pres) satisfaisant les contraintes de 1’énoncé.

Exercice 51
Montrer que nous avons les isomorphismes suivants

PGL(2,F,) ~ Ss, PGL(2,F3) ~ S, PSL(2,F3) ~ Ay, PGL(2,F,) ~ As.

Solution 51
Le groupe PGL(n, F,) agit fidelement sur les droites de [y .

Exercice 52

Soit k un corps commutatif. Considérons 'action du groupe GL(m, k) x GL(n,k) sur M,, ,, (k) définie par
((P,Q), M) s PMQ~".

Déterminer le nombre d’orbites de cette action.

Solution 52
11 s’agit de classer les matrices & équivalence prés. On en déduit qu’il y a min(m,n) + 1 orbites.

Exercice 53
Soit k un corps commutatif. Considérons I’action de GL(n,k) sur Sym(n,k) définie par

(P,S) — PSP

a) Déterminer le nombre d’orbites de cette action lorsque k = C.

b) Déterminer le nombre d’orbites de cette action lorsque k = R.

c) Déterminer le nombre d’orbites de cette action lorsque k = F, lorsque p désigne un nombre premier
impair.

Solution 53
Il s’agit de classer les formes bilinéaires sur k™.
— Sik=C, alors il y a n 4+ 1 orbites.
— Sik=R, alorsil y a % orbites.
— Sik =TF,, alors il y a 2n + 1 orbites.
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Exercice 54
Soit G un groupe d’ordre n € N* et soit k un corps commutatif. Montrer qu’il existe un morphisme de
groupes injectif de G dans GL(n, k).

Solution 54
Utiliser le théoreme de CAYLEY.

Exercice 55
Soit G un groupe d’ordre 2m avec m € N* impair. Montrer que G admet un sous-groupe d’indice 2.

Solution 55
Utiliser le théoreme de CAYLEY.

Exercice 56
Déterminer les groupes finis admettant exactement deux classes de conjugaison.

Solution 56
Avec la formule des classes on trouve G ~ Z/QZ.

Exercice 57
Déterminer les groupes finis admettant exactement trois classes de conjugaison.

Solution 57
La formule des classes assure qu'’il existe un couple (a,b) dans N2 tel que 1 < b < a < |G| et

1 1 1

l=—+-—+-.
IG] a b
Nous en déduisons que 1 < b < 3 puis en étudiant les différents cas nous obtenons que Card(G) < 6. Finalement

nous obtenons que G ~ Z/3Z ou G ~ S3.

Exercice 58
Soit G un groupe d’ordre p™ ou n appartient & N* et p est un nombre premier. Montrer que le centre de G
n’est pas trivial.

Solution 58
Faire agir G sur lui-méme et utiliser la formule des classes.

Exercice 59
Soit G un groupe d’ordre infini. Supposons que G admette un sous-groupe propre H d’indice fini. Montrer
que G n’est pas simple.

Solution 59
Faire agir G sur G'/H par translation des classes.

Exercice 60
Soit G un groupe fini d’ordre n > 2. Soit p le plus petit facteur premier de n. Montrer que si H est un
sous-groupe de G d’ordre p alors H est central.

Solution 60
Faire agir G sur H par conjugaison. Etudier le cardinal de chaque orbite pour obtenir qu’elles sont des

singletons.

Exercice 61
Soit G un groupe opérant sur un ensemble F. On note pour g € G et x € F l'action de g sur = par : g - x.

34



1. Montrer que pour tout x dans le E le stabilisateur
Stabg(z) =G, = {9 € G|g -z ==}

de z est un sous-groupe de G.
Soit maintenant n € N, n > 2. Notons G le groupe orthogonal (O(n,R), o). Posons

VfeG, VveR"” fv=f(v).

Désignons par C = (ey, ea, ..., e,) la base canonique de R™.

2. Montrer que
GxR"—R" (fiv)— f-ov

définit une action du groupe G sur ’ensemble R™.
3. Déterminer l'orbite
Of ={f-v|feG}
d’un élément v de R™ sous 'action de G.

4. Montrer que f appartient & G, si et seulement si la matrice représentative de f dans C est du type
1 0
0 P

En déduire que G., ~ O(n — 1,R) en explicitant un isomorphisme entre O(n — 1,R) et Ge,.

ou P désigne un élément de O(n — 1, R).

Soit € R™ \ {0}. Donner un isomorphisme de groupes ¢, : G, 5 Ge, -
Pour quels z € R" a-t-on G, <O(n,R)?

® N oo

Soit € R™ \ {0}. Nous restreignons I’action de G sur R™ a celle de G,. Donner lorbite
Oys ={f v|f€Gu}

d’un élément v de R™ sous cette action (peut-étre s’aider d’un dessin).

Solution 61

1. Soit x dans E. Par définition d’une action e - z = x ce qui conduit a e € G,.
Si g et ¢’ appartiennent & G, nous avons

(99)-z=9g-(¢-x)=g-z=2x

donc gg’ appartient a G,.

Enfin si g appartient a G, alors = g -z et en faisant agir g~! de part et d’autre de I’égalité nous

obtenons

g la=g"t(gra)=(g7"g) r=ca=2x

ce qui montre que g~ ! appartient & G,.
En conclusion G, est un sous-groupe de G.

2. Soit v dans R™. Nous avons
idgn - v = idga (v) = v

et si f, g appartiennent & O(n,R)
(fog)-v=_(fog)(v)=flglw))=f-gv)=Ff-(g-v)

3. Soit v dans R".
Si v =0, quel que soit f € O(n,R) f(v) =0 et

Of ={f-0|feG}={0}.
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Si v # 0, alors du fait que les éléments f € O(n,R) conservent la norme pour le produit scalaire standard

de R™ nous avons ||f(v)|| = |[v]| et donc OF est contenue dans la sphére S(0, |[v||) de centre 0 et de
rayon ||v||. Réciproquement soit u dans R™ tel que ||v|| = ||ul||, soient B, = Mal[> Y25 U2, -+ Un ) €t
B, = (ﬁ, Vg, Vg, « .. vn> deux bases orthonormées de R™ (on peut compléter par le procédé de Gram-

Schmidt un vecteur de norme 1 en une base orthonormée en dimension finie) et soit f 'application linéaire
qui transforme B, en B,. Puisque B, et B, sont deux bases orthonormées, f appartient & O(n,R). De
plus f (ﬁ) = a7 ©t |[u]| = ||v|| entrainent f(v) = u. Finalement u appartient & OS et OS = S(0,||v||)
si v # 0.

. Si f appartient & G, , alors f(e1) = e; et donc la premiére colonne de la matrice M représentant f dans la
1

0

base canonique est : 0

. D’autre part f(e;) = ey étant orthogonal & f(ea), f(es), ..., f(en) puisque f
0
, . . oo . 1 0 .
préserve le produit scalaire la premiere ligne de M est (1 00 ... 0). Par suite M = ( 0 P > Puisque

‘MM = id,, nécessairement *PP = id,,_1 ; anisi P appartient & O(n — 1, R).
Réciproquement si

M = mat(f,Cp) = ( (1) g >

avec P dans O(n — 1,R) nous avons bien : f appartient & O(n — 1,R) (car '"MM = ( Lo ) =id,)

0 PP

et f(e1) =es.

N L o . 1
. D’apres 4. Dapplication ¥: O(n — 1,R) — G, définie par ¥(g) = f ou mat(f,C,) = ( 0 g ) et
mat(g,C,—1) = P est bien & valeurs dans G,,. L’application ¥ est bien un morphisme de groupes : a
la composition des applications correspond le produit des matrices. De plus g appartient a ker ¥ si et
seulement si mat(g,C,—1) = id,—1 si et seulement si g = idgn—1 ce qui prouve que ¥ est injective. La
surjectivité de W résulte directement de 4.

. Soit x dans R™ \ {0}. Soit A dans O(n — 1,R) tel que h(e;) = Tl (une telle application existe d’apres 3.)

xT
Considérons

er:Gm‘)Gel thOthil.

Notons que ¢, (f) appartient & O(n — 1, R) puisque f et h appartiennent & O(n — 1,R). D’autre part

oa(hten = nis e = (1 (75)) =0 (i) =«

ainsi ¢, est bien a valeurs dans G, . Le fait que ¢, est un isomorphisme de groupes se vérifie directement.

. Soit z dans R™.

Si =0, alors Gg = O(n,R) et Go <O(n,R).

Supposons x # 0. Soit f dans G,, \ {idg~ } (rappelons que d’aprés 3. G, n’est pas réduit & idg» ). Il existe
y dans R™ tel que ||y|| = ||z|| et f(y) # y. D’apres 3. on peut alors construire h dans O(n,R) tel que
h(y) = x. Alors h(f(h=1(x))) # = (en effet h=1(x) = y donc f(h~1(x)) = f(y) # y). Ainsi G, n’est pas
distingué dans O(n,R).

Finalement G, <O(n,R) si et seulement si z = 0.

. D’aprés 4. un élément f de G, s’identifie & une application orthogonale de O(n — 1, R) qui agit sur - (en

identifiant R"~! et 1) en laissant fixe la direction z. Ecrivons v dans une base orthonormée commencant
par ﬁ; on voit que 'image par f de v appartient & S(0,||v||) (car f conserve la norme) et aussi a
Ihyperplan affine ‘H de R™ orthogonal & x et passant par la projection orthogonale m de v sur la droite
x (car f préserve la coordonnée suivant ﬁ) L’intersection de S(0, ||v]|) et de H est la sphere Sy de H
centrée en 7(v) et de rayon dist(v, vect(z)). Réciproquement si u appartient & Sy, la projection orthogonale
p(u) de u sur ot est de méme norme que la projection orthogonale p(v) de v sur 2. Il existe donc une
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application orthogonale f de O(n — 1,R) qui envoie p(u) sur p(v) (nous avons identifié R ! et )

Nous étendons alors f a f sur R™ tout entier en imposant que f laisse fixe la direction z. L’application f
appartient & G, et envoie u sur v. Il s’en suit que OS5+ = Sy.

Exercice 62
Soient G un p-groupe et H un sous-groupe non trivial distingué de G.
Montrer que HN Z(G) n’est pas réduit a I’élément neutre.

Solution 62

Le sous-groupe H de G étant distingué G agit par conjugaison sur H. Puisque G est un p-groupe H lest
aussi et les orbites non triviales de cette action sont de cardinal divisible par p. On en déduit que la réunion des
orbites triviales, c’est-a-dire 'ensemble HN Z(G) des points fixes, est aussi de cardinal divisible par p. Comme
il contient 1’élément neutre il contient au moins p éléments et n’est donc pas réduit a 1’élément neutre.

Exercice 63
1. Soit G un groupe fini. Soit H un sous-groupe strict de G. Montrer qu'il existe x € G tel que la classe de
conjugaison de = ne rencontre pas H.

2. Donner un contre-exemple si G n’est pas fini.

Solution 63

1. Soient z et g dans G. Nous avons gzg~! € H <= z € g~ 'Hg. On est donc ramené & montrer que la réunion
U gHg™! des conjugués de H n’est pas égale & G. Pour cela on va majorer le cardinal de U gHg™!
geG geG
montrer que cette réunion contient strictement moins d’éléments que G. Notons que si g; et go sont dans
la méme classe a gauche modulo H, i.e. §’il existe h € H tel que go = g1 h, alors

et

goHgy ' = g1 (hRHRL 1) gr ! = g1 Hgy !

Dans la réunion ci-dessus on peut donc prendre un systeme de représentants des classes a gauche modulo
H. Soit g1, g2, ..., gr un tel systéme de représentants, k = EI‘ étant I'indice de H dans G. Les conjugués

de H ayant au moins I’élément neutre en commun il vient

—I—(|H|—1)k:|G|+1—@<|G|

Hg; !
[H]|

k
U gtg™| =
=1

geG

car par hypothése [H| < |G| donc 1 < ‘Igll et 1 — % < 0.

2. Le résultat précédent ne s’étend pas & un groupe infini. Prenons par exemple G = GL(n,C) et H le
sous-groupe de G formé des matrices triangulaires supérieures inversibles. Toute matrice de G étant
trigonalisable la classe de conjugaison de toute matrice de G rencontre H.

Exercice 64
Soit k = IF, un corps fini de cardinal g. Considérons le groupe linéaire GL(n, k) et son sous-groupe SL(n, k).
a) Montrer que le centre de GL(n,k) (respectivement de SL(n,k)) est constitué des matrices scalaires de ce
groupe.
b) Notons PGL(n, k) (respectivement PSL(n,k)) le quotient de GL(n,k) (respectivement SL(n,k)) par son
centre. Calculer les ordres de SL(n, k), PGL(n,k) et PSL(n, k).
Soit m un entier. Soit E le k-espace vectoriel k™. Désignons par P(E) I'ensemble des droites vectorielles
de k™ (espace projectif de dimension n — 1).
¢) Montrer qu’il existe un morphisme injectif ® de PGL(n, k) dans le groupe symétrique Sp(g)
Dans la suite on suppose que n = 2.
d) Montrer que P(E) est de cardinal ¢ + 1; on identifie ® & un morphisme de PGL(2,k) dans Sy41.
) Supposons que g = 2. Montrer que ® induit des isomorphismes de PGL(2,F5) et PSL(2,Fs) sur Ss.
f) Supposons que ¢ = 3. Montrer que ® induit un isomorphisme de PGL(2,F3) sur Sy et de PSL(2,F3) sur
Ay. Les groupes PGL(2,F3) et SL(2,F3) sont-ils isomorphes ?
g) Supposons que ¢ = 4. Montrer que ® induit des isomorphismes de PGL(2,F,) et PSL(2,F,) sur As.
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h) Supposons que ¢ = 5. Montrer que ® induit un isomorphisme de PGL(2,F5) sur S5 et de PSL(2,F5)
sur As (rappelons une conséquence non triviale de la simplicité des groupes alternés : tout sous-groupe
d’indice n de S, est isomorphe & S,,_1 pour n > 5).

Solution 64
a) Montrons plus généralement (sur un corps k quelconque) que si un endomorphisme f de k™ commute
avec tous les endomorphismes de déterminant 1, alors f est une homothétie. Pour cela montrons que tout
vecteur v # 0 de k™ est vecteur propre pour f. Complétons v en une base (v, e, ea,...,e,—1) de k™. Soit
M la matrice de f dans cette base. Alors M commute avec la matrice de Jordan J,, donc laisse stable le
noyau de J, qui est k - v. Ainsi v est bien vecteur propre pour f.

b) Nous avons
[GL(n, k)| = (¢" = 1)(¢" —q) ... (¢" —¢" ).

Par définition SL(n,k) est le noyau du morphisme de groupes surjectif
det: GL(n,k) — k*;
son cardinal est celui de GL(n,k) divisé par g — 1, soit

SL(n,k)| = (¢" = 1)(¢" —q) .- (¢" — ¢"*)g" .
De plus PGL(n, k) est le quotient de GL(n,k) par un groupe isomorphe a k* (les matrices scalaires non
nulles) donc |PGL(n, k)| = |SL(n, k)|
Pour finir [PSL(n, k)| = % et Z(SL(n,k)) = {A\Id| A" = 1}. Or il y a pged(n, g — 1) racines niémes
de I'unité dans un corps k de cardinal qE| donc
(" -1 —q)..-(¢" —¢" )" !
pged(n, g — 1)

[PSL(n, k)| =

c¢) Faisons opérer PGL(n, k) sur Pensemble P(E) des droites vectorielles de E par g-D = g(D) ol g appartient
a GL(n,k) et g est son image dans PGL(n,k). Ceci est bien défini car si g7 = gz, alors g; et go sont
proportionnels et g1 (D) = g2(D). L’opération est fidele car les seuls éléments g de GL(n, k) qui stabilisent
toutes les droites sont les homothéties. Nous obtenons donc un morphisme injectif ® de PGL(n, k) dans

d) Les droites vectorielles de E sont données par une équation y = az dans le plan, avec a # 0, ou par
léquation = 0. Il y a donc ¢ + 1 droites, i.e. [P(E)| =q+ 1.

e) D’apres ¢) les groupes PGL(2,Fs) et PSL(2,F3) coincident et sont d’ordre 6. De plus Sz est d’ordre 6.
Ainsi le morphisme injectif ® est aussi surjectif d’ou le résultat.

f) D’une part |[PGL(2,F3)| = (32— 1) x 3 = 24 d’autre part |S;| = 24. Ainsi ® réalise un isomorphisme entre
entre PGL(2,F3) et S;. Comme pged(2,3 — 1) = 2 le groupe PSL(2,F3) est, d’aprés ¢), un sous-groupe
d’indice 2 de PGL(2,F3). Puisque le seul sous-groupe d’indice 2 de Sy est A4E|nous obtenons que ® induit
un isomorphisme entre PSL(2,F3) et A4.

Les groupes PGL(2,F3) et SL(2,F3) ne sont pas isomorphes. En effet Z(SL(2,F3)) est d’ordre 2 alors que
le centre de PGL(2,F3) ~ S est trivial.

g) D’une part |PGL(2,F,)| = (42—~1)x4 = 60, d’autre part comme pged(2,4—1) = 1 nous avons PGL(2,F,) =
PSL(2,F4). Par suite ® induit un des isomorphismes de PGL(2,F4) et PSL(2,F4) sur un sous-groupe
d’indice 2 de S5 qui ne peut étre que Aslﬂ

h) L’ordre de PGL(2,F5) est (52 — 1) x 5 = 120 donc ® induit un isomorphisme de PGL(2,F5) sur un
sous-groupe d’indice 6 de Sg lequel est isomorphe & Ss d’aprés le résultat rappelé. Etant donné que
pged(2,5 — 1) = 2, le groupe PSL(2,F;) est un sous-groupe d’indice 2 de PGL(2,F5) ~ S5 et est donc
isomorphe, via ®, & As.

Exercice 65
Donner des applications de ’équation aux classes.

3. En effet k* est un groupe cyclique d’ordre ¢ — 1. Nous sommes donc ramenés a compter le nombre de solutions x de nx = 0
dans Z/( q—1)z ¢ qui donne le résultat.

4. En effet, dés que m > 2 le seul morphisme non trivial de S;, dans le groupe multiplicatif {+1} est la signature.
5. En effet, dés que m > 2 le seul morphisme non trivial de Sy, dans le groupe multiplicatif {+1} est la signature.
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Solution 65
Applications de I’équation aux classes : le centre d’un p-groupe n’est pas trivial, théoréme de WEDDERBURN.

Exercice 66
Donner des applications de la formule de BURNSIDE.

Solution 66
Applications de la formule de BURNSIDE : petit théoréeme de FERMAT, les colliers de POLYA.

Exercice 67
Trouver un groupe fini G # {e} tel que le centre de G est {e}, le sous-groupe dérivé de G est G mais G n’est
pas simple.

Solution 67

Considérons G = G1 x Gy ou G; et Gg sont deux groupes simples non abéliens, par exemple Gy = Gg = As.
Le groupe G n’est pas simple : il contient par exemple le sous-groupe distingué non trivial G; x{e}. De plus d’une
part Z(G) = Z(G1) x Z(Gz), d’autre part Z(G1) = Z(G2) = {e}. Et enfin d’une part [G, G] = [G1, G1] X [G2, G2]
et d’autre part [G;, G;] = G; pour ¢ =1, 2.

Exercice 68

Soit D le groupe diédral d’ordre 8 (groupe des isométries du carré). Calculer le centre, le sous-groupe dérivé
et I’abélianisé de D.

Soit Hg le groupe des quaternions d’ordre 8. Calculer le centre, le sous-groupe dérivé et 'abélianisé de His.

Solution 68
Le centre Z(D) de D est {*id}. Puisque le quotient D/Z(D) est abélien (il est d’ordre 4) son sous-groupe

dérivé est inclus dans Z(D). Etant donné que D n’est pas abélien, le groupe dérivé de D/ Z(D) e peut pas étre
trivial et coincide donc avec Z (D). On peut vérifier que tout élément g de D satisfait g> € Z(D). Ainsi tous les
éléments non triviaux de D/ Z(D) sont d’ordre 2. Par suite ce groupe d’ordre 4 n’est pas cyclique; il est donc

7 2
isomorphe a ( /2Z) .
Les regles de calcul dans Hg = { +1, 44, £4, £k} sont

ij = —ji=k, ki = —ik = 7, jk = —kj =1, i? =42 =k=—-1.
Le centre Z(Hs) est donc réduit & {£1}. Comme pour D nous en déduisons que le groupe dérivé de Hg est
2
Z(Hg) et que 'abélianisé IHI8/ 7(Hs) de Hg est isomorphe & (Z/QZ) .

Notons que D et Hg ne sont pas isomorphes pour autant : D possede 5 éléments d’ordre 2 alors que Hg n’en
posseéde qu’un.

Exercice 69
Soit G un groupe fini tel que le quotient de G par son centre soit abélien. Le groupe G est-il toujours
abélien ?

Solution 69
Non. Considérons par exemple un groupe non abélien G d’ordre 8 comme le groupe diédral. Son centre Z(G)

est non trivial car G est un 2-groupe. Par conséquent le quotient Gr/ 7(G) est d’ordre au plus 4 et Gr/ 7(G) est
abélien.

Exercice 70
Quels sont les groupes finis G tels que tout élément g de G vérifie g2 = e ?

Solution 70
Un tel groupe G est abélien ; en effet si g et h sont deux éléments de G alors g = g~ ! et h = h~! mais aussi
(gh) = (gh)~"! soit gh = h=1g~! ou encore gh = hg. Notons alors G additivement. Nous avons alors 2g = 0 pour

-
tout g € G. Le groupe G est alors isomorphe au groupe additif (Z/2Z) pour un certain 7 € N. Réciproquement
un tel groupe convient.
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Exercice 71
Soit p un nombre premier, soit G un groupe d’ordre p%. Montrer que G est abélien.

Solution 71
L’équation aux classes pour l'action de G sur lui-méme par conjugaison assure que le centre Z(G) de G n’est
pas réduit a I’élément neutre. En faisons agir G sur lui-méme par conjugaison

GxG— G, (g,h) = hgh™*.

Notons que g appartient & Z(G) si et seulement si 'orbite O, de g sous cette action est réduite a {g}. L’équation
aux classes assure que

Gl =12(G)| + )10,
=1

D’apres le théoréme de Lagrange |O,,| divise p donc

Gl =12(G)| + > _ 10,
i=1

conduit a
|G = |2(G)[ mod p
soit
0=1Z(G)| mod p.
Mais eg appartient & Z(G) donc |Z(G)| > p. Par suite Z(G) est de cardinal p ou p?.
Si |Z(G)| = p?, alors G = Z(G) est abélien.
Si |Z(G)| = p, alors G/Z(G) est de cardinal p premier, G/Z(G) est cyclique et G est, d’aprés a), abélien.

Exercice 72

Soit G un groupe. On note e ’élément neutre de G. Etant donnés deux sous-groupes A et B de G nous
désignons par AB le sous-ensemble de G formé des éléments de G de la forme ab ot a est dans A et b est dans
B.

Considérons désormais deux sous-groupes H et K de G.

1. Montrer que HK = KH si et seulement si HK est un sous-groupe de G.

2. Montrer que si H est distingué dans G nous avons HK = KH (et donc HK est un sous-groupe de G).

3. Montrer que si H est distingué dans G I'application ¢: K — HK/H définie par p(k) = kH réalise (par
passage au quotient) un isomorphisme de K/H N K sur HK/H.

4. Montrer que si H et K sont distingués dans G et si HNK = {e}, application ¢: H x K — HK définie par
Y((h,k)) = hk est un isomorphisme de groupes.
Soit SL(2,Z) le groupe des matrices carrées de taille 2 x 2 & coefficients dans Z dont le déterminant est 1.

Posons
0 1 0 1
u=(4 ) (5 h)

5. Déterminer l'ordre de M, lordre de N et 'ordre de M'N dans SL(2,Z).

6. Soient H (resp. K) le sous-groupe de SL(2,Z) engendré par M (resp. par N). Montrer que HK n’est pas
un groupe.

Solution 72

1. Supposons que HK soit un sous-groupe de G. Soit hk un élément de HK. Cet élément posseéde un inverse
uv dans HK. On a donc hk = (uv)™! = v~'u~! qui est donc dans KH. Cela montre que HK est contenu
dans KH. Par ailleurs soit kh un élément de KH. L’inverse de kh qui est h~'k~! appartient & HK. Puisque
HK est un sous-groupe de G, kh est donc aussi dans HK. D’otu I'inclusion KH C HK, et ’égalité HK = KH.
Réciproquement supposons HK = KH. D’abord e € HK et si  est dans HK, il est clair que z~! aussi.

Considérons par ailleurs, deux éléments u = ab et v = c¢d dans HK. On a bc = fg avec f dans H et g dans

K. Dot wv = (af)(gd) € HK. Cela prouve que HK est un sous-groupe de G.
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. Soit hk un élément de HK. On a hk = k(k~1hk), ce qui prouve que hk appartient & KH (rappelons que

H est distingué dans G). Par suite HK C KH.

Réciproquement, soit kh dans KH. L’élément khk~! = h est dans H. D’ott kh = hk appartient a HK et
KH C HK. D’ou le résultat.

. L’ensemble quotient HK/H est un groupe car H est distingué dans G (donc aussi dans HK) et ¢ est un

morphisme de groupes (car kk’'H = (kH)(k'H)). Par ailleurs ¢ est surjective; en effet, soit a = hkH un
élément de HE 4y - onaa = KW'H ot k' € K et b € H (car KH = HK). D'ot @ = K'H et p(k) = a.
Enfin étant donné un élément k& de K, on a kH = H si et seulement si k appartient & H. Le théoreme de
factorisation des morphismes de groupes entraine alors notre assertion.

. Par définition I'application 1 est surjective. Elle est injective car H N K est réduit a I’élément neutre de

G. Tout revient & vérifier que ¢ est un morphisme de groupes. Considérons pour cela deux éléments (h, k)
et (W', k") de H x K. Nous avons

G((h, k) (R E) = (AN, kE)) = (hh')(KE")

Par ailleurs tout élément de H commute avec tout élément de K; en effet si h € H et k € K, alors
I'élément hkh~'k~1 appartient & HN K (par hypothese H et K sont distingués dans G). Il en résulte que
hkh='k~—! = e et que hk = kh. Par conséquent ¥((h, k)(h', k")) = (hk)(W'k'), c’est-a-dire ¢ ((h, k)(h', k")) =
P((h, k)Y (R, E)).

. Soit id la matrice identité de SL(2,Z). On vérifie que M? # id et les égalités M* = id, et N3 = id. Il

s’ensuit que 'ordre de M est 4 et celui de NV est 3. Par ailleurs, pour tout entier n > 0 nous avons
1 2n -1 —-1-2n
2n 2n+1 __
(MN)*" = ( 0 1 ) (MN) = ( 0 1 )

Il en résulte que M N n’est pas d’ordre fini (M N est donc d’ordre infini).

. Supposons que HK soit un sous-groupe de SL(2,Z) ; c’est alors un groupe fini (car par exemple 'application

H x K — HK, (h,k) — hk

est surjective). Mais cela conduit & une contradiction car M N appartient & HK et M N est d’ordre infini.
D’ou l'assertion.

Exercice 73

1.
2.

Soit G un groupe non abélien d’ordre 10. Montrer que G contient un élément d’ordre 5.

Montrer que G contient un sous-groupe distingué H d’ordre 5 et que tout élément x € G \ H est d’ordre
deux (considérer le groupe quotient G/H).

. Montrer que G est isomorphe au groupe diédral Dy (considérer Pordre d’un élément zh).

Solution 73

1.

On rappelle que dans un groupe fini G, 'ordre de tout élément est un diviseur du cardinal de G. Ainsi, si
dans un groupe d’ordre 10 il n’y avait aucun élément d’ordre 5, il n’y aurait aucun élément g d’ordre 10
car sinon g? serait d’ordre 5, de sorte que tout élément g # 1 serait d’ordre 2 ce qui est impossible car 10
n’est pas une puissance de ZEI

. Soit g un élément d’ordre 5; le sous-groupe H qu’il engendre est d’indice 2 et est donc distinguéE] dans

G. Soit alors x € H. Dans le groupe quotient G'/H, nous avons (Z)? = 1 de sorte que z2 appartient & H.
Si nous avions x? # 1, alors x2 serait d’ordre 5 et = d’ordre 10; le groupe G serait alors cyclique donc
abélien.

6. Soit G un groupe dont tous les éléments non triviaux sont d’ordre 2; l'ordre de G est de la forme 2™. En effet supposons,
par récurrence, que si I'ordre de G est inférieur & r alors il est de la forme 2™. La récurrence est vérifiée pour r = 1 et r = 2,
supposons-la vraie jusqu’au rang r et traitons le cas r+ 1. Soit g1 # 1 un élément de G qui engendre, par hypothése, un sous-groupe

d’ordre 2 qui est distingué dans G car ggi1g~—

les éléments sont d’ordre 2. Par récurrence (

1 = g;. Considérons alors le groupe quotient G/<91> qui est d’ordre (;) et dont tous

r

2) est de la forme 2™ d’ou le résultat

7. Si G est un groupe et si H est un sous-groupe d’indice 2 de G, alors H est distingué dans G.
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3. Supposons pour commencer que G est non abélien. Soit € H de sorte que tout élément de G s’écrit de

maniére unique sous la forme gFz* avec 0 < k < 5 et i = 0, 1. Considérons alors 'application f: G — Dy
qui envoie gFz?® sur ¥ o s* ol r est la rotation d’angle 2{ et s la réflexion d’axe (Ox). Montrons que f est
un morphisme de groupes, i.e. f(gFazighz") = rksir¥ s, Pour i = 0 ou k&’ = 0 le résultat découle de la
définition. Dans le cas i = i’ = 1 comme (g¥ )2 = 1 (resp. (r* )2 = 1), nous avons g¥zg¥ z = g* =¥ (resp.
rhsrk’s = rk*kl) d’ou le résultat. Si i/ = 0 nous écrivons gkxgkl (resp. rksrk/) sous la forme gkxgk'xx
(resp. rksrk/ss) et nous appliquons le calcul précédent.

Nous obtenons ainsi un morphsime de G dans D1g qui est injectif par définition et qui réalise donc étant
I’égalité des ordres de G et Dy¢ un isomorphisme.

Si G est abélien nous reprenons le raisonnement de 2. Si 22 # 1, x est d’ordre 10 et G est cyclique. Si
22 =1, x est alors d’ordre 2. Considérons alors y = xg et soit n tel que y™ = z™¢" = 1 soit ™" = 2" = g".
Si n était impair, nous aurions € H : impossible car H ne contient pas d’élément d’ordre 2. Ainsi n est
pair et ¢ = 1 soit 5 divise n et donc 10 divise n de sorte que y est d’ordre 10 d’ou le résultat.

Exercice 74

Soit G un groupe fini d’ordre 21 opérant sur un ensemble fini F ayant n éléments.
. Supposons que n = 19. Supposons aussi qu’il n’existe pas de point fixe dans E sous 'action de G. Combien

y a-t-il d’orbites dans E' 7 Quel est le nombre d’éléments dans chacune de ces orbites 7

. Supposons que n = 11. Montrer qu’il existe au moins un point fixe dans E sous ’action de G.
3. Soit m un entier > 11. Montrer qu’il existe un ensemble ayant n éléments sur lequel G opeére sans point

fixe.

Solution 74

2

1. L’équation aux classes s’écrit

n=ay + 3az + Taz + 2lay

ol aj (resp. ag, resp. as, resp. aq) désigne le nombre de classes de cardinal 1 (resp. 3, resp. 7, resp. 21).
Pour n = 19, 'entier a4 est nécessairement nul et si par ailleurs on impose a; nul alors ’équation aux
classes se réécrit 3as + Taz = 19. Par conséquent as = 1 et as = 4; autrement dit il y a cinq orbites dont
une de cardinal 7 et quatre de cardinal 3.

. I’équation aux classes s’écrit encore

n=ay + 3as + Taz + 2lay

ol aj (resp. ag, resp. as, resp. aq) désigne le nombre de classes de cardinal 1 (resp. 3, resp. 7, resp. 21).
Pour n = 11, l'entier a4 est nécessairement nul. Par ailleurs ’équation 3as + 7az = 11 n’a pas de solution
entiére de sorte que a; ne peut pas étre nul; autrement dit il existe au moins un point fixe dans E sous
I’action de G.

. Il suffit de montrer que tout entier n > 12 peut s’écrire 3a + 7b avec a, b > 0. Or c’est vrai pour 12, 13 et

14 donc pour tout entier plus grand en ajoutant un multiple de 3.

Groupe des permutations

Exercice 75

Dans le groupe symétrique S5, combien y a-t-il de 5-cycles distincts ? de 4-cycles distincts ?

Solution 75

L’ensemble des 5-cycles est en bijection avec les 5-uplets (a, b, ¢, d, ¢) d’éléments distincts modulo permutation

circulaire, c’est-a-dire :

(a,b,¢c,d,e) ~ (b,c,d,e,a) ~ (¢,d,e,a,b) ~ (d,e,a,b,c) ~ (e,a,b,c,d)

de sorte que chaque classe est constituée de 5 éléments. On obtient alors (g) (5 — 1)! tels cycles, ou (g) est le
coefficient binomial.

Pour les 4-cycles le méme raisonnement donne (§)3!.
Plus généralement le nombre de r-cycles dans S,, est (:‘) (r—1)L

Exercice 76

Soient p > 5 un nombre premier et H C S, un sous-groupe tel que 1 < [S, : H] < p.
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1. Montrer que tout cycle d’ordre p est contenu dans H.

2. Montrer que tout cycle d’ordre 3 est produit de deux cycles d’ordre p.
3. Montrer que H = A,,.
4

. Montrer que S5 ne contient aucun sous-groupe d’ordre 30, 40.

Solution 76

1. Soit ¢ un p-cycle et soit ¢ son image dans SIVH qui n’est qu’un ensemble et n’est pas muni de structure
de groupe car H n’est pas distingué dans S,. L’ensemble SIVH étant de cardinal strictement inférieur a p,
on en déduit qu’il existe 0 < i < j < p tel que ¢ = ¢/ de sorte qu’il existe h € H tel que ¢/ = c*h soit
¢/=% € H. Or p étant premier, il existe u et v tel que u(j — i) + vp = 1 de sorte que ¢U=9* = ¢ € H (car
¢P = id puisque ¢ est un p-cycle).

2. On remarque que

(1324 ...p) 'o(123...p)=(132)

de sorte que pour un 3-cycle quelconque (a b ¢) nous avons
(abe)=(abciy ... ip-3) to(acbip ... ip3)

ot {i1, ..., ip—3} ={1, ..., n}~{a, b, c}.

3. Le groupe A, étant engendré par les 3-cycles qui d’apres la question précédente appartiennent a H, nous
obtenons que A, C H C S, de sorte que %! divise 'ordre de H qui est lui-méme un diviseur de p!. Comme
H est un sous-groupe strict de S,, nous en déduisons que H est d’ordre %' et donc que A, = H.

4. Appliquons ce qui préceéde au cas p = 5. Si H était un sous-groupe de S5 de cardinal 30 (resp. 40), il serait
d’indice 4 (resp. 3) de sorte qu’il devrait contenir A5 ce qui n’est pas possible.

Exercice 77
Quel est 'ordre maximal d’un élément de S5 7

Solution 77

Soit o un élément de Ss. Soit 0 = cyocgp0...0¢, la décomposition en cycles a supports disjoints de . Chaque
cycle est d’ordre sa longueur et ces cycles commutent car leurs supports sont disjoints de sorte que l'ordre de o
est le ppcm des longueurs des cycles ¢; pour 1 < i < r. En particulier dans S5 on trouve que 'ordre maximal
d’un élément est 6.

Exercice 78
Le groupe A4 est-il simple ? le groupe Sy est-il simple ?

Solution 78
Le groupe A4 n’est pas simple : le groupe

K~ {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

est un sous-groupe distingué non trivial et strict de Ajy.
Le groupe Sy n’est pas simple : le groupe A4 est un sous-groupe distingué non trivial et strict de Sy.

Exercice 79
Décomposer la permutation (1 2 3 4 5)(1 3 5)(3 2) en produit de cycles a support disjoint.

Solution 79
Ona(12345)(135)(32)=(2145).

Exercice 80
Exprimer comme produit de cycles disjoints :

1. (123)(45)(167809)(15);
2. (12)(123)(12).
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Quelle est la signature de ces permutations ?

Solution 80
1. Posons o1 = (1 2 3)(4 5)(1 6 78 9)(1 5). Explicitons oy :

123456789
523416789
523467891
423567891
431567892

Donco; =(431567892).
C’est une permutation paire, de signature 1; en effet la signature d’un cycle d’ordre p est (—1)?

2. Posons o9 = (1 2)(1 2 3)(1 2). Explicitons oy :

-1

123
213
321
312

Ainsi 09 = (31 2).
C’est une permutation paire, de signature 1; en effet la signature d’un cycle d’ordre p est (—1)P~1.

Exercice 81
Calculer aba™' pour

1.a=(135)(12),b=(1579);
2.a=(579),b=(123).

Solution 81
1. Calcul de aba™! pour a = (135)(12),b=(1579).
Explicitons a :

123456789
213456789
235416789

autrement dit a = (1 2 3 5). Il s’en suit que

123456789
512436789

Finalement nous obtenons

123456789
512436789
752436981
713456982

2. Calcul de aba™! pour a = (5 7 9), b= (1 2 3). Les cycles a et b sont & supports disjoints donc commutent.
Ainsi aba™' = aa~'b = b, autrement dit aba~! = b.
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Exercice 82

Déterminer la parité des permutations suivantes et les écrire comme produits de transpositions :

o1 =(135)(5432)(5678),

Solution 82

L’application signature est un morphisme de Sg dans le groupe multiplicatif {—1, 1}.

La permutation o1 est le produit d’un cycle pair avec deux cycles impairs, elle est donc paire.
La permutation o5 est le produit de 3 cycles impairs et d’un cycle pair, elle est donc impaire.

Autre méthode :
o1 =(35)(51)(23)(42)(25)(7 8)(6 8)(58)

donc sgn(oy) = (-1)8 =1 et
o2 = (12)(2 4)(1 7)(6 8)(7 8)

donc sgn(oy) = (—1)° = —1.

Exercice 83

Soit o la permutation de {1, 2, ..., 12} définie par
. 1 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12
=\ 10 9 8 11 73 2 6 12 5 4 1
Calculer 2000,

Solution 83
Posons 07 = (1105729 12), 09 = (3 86) et 03 = (4 11).

Ces trois permutations sont a supports disjoints deux & deux donc commutent. Il en résulte que o

200072000 ;2000
Par ailleurs oy est d’ordre 7 et 2000 = 285 x 7+ 5 d’ou 03°%° = 7.
De plus o2 est d’ordre 3 et 2000 = 666 x 3 + 2 d’ou 03°%° = o2.
Enfin o3 est d’ordre 2 et 2000 = 1000 x 2 d’ott 03°% = id.

Par suite
0200 = 5352 = (19710122 5)(3 8 6)

Exercice 84

Soit n un entier, soit o une permutation de {1, 2, ..., n} et soit (1 2 ... x) un cycle de S,,.

Calculer o(xq mo ... xp)0 L.

Solution 84

Pour 1 < i < j posons o(x;) = y;. Alors 0~ (y;) = x; et ((xl To ... xk)a’l)(yi)

xip1 donc o(xy w2 ... xx)o H(yi) = o(@ir1) = Yiv1-
Par ailleurs si y € {y1, y2, ..., Yx}, alors (o(z1 22 ... x)o 1) (y) = .
Il en résulte que

-1

o(xy xo ... zx)o " = (o(x1) o(z2) ... o(xg))

Exercice 85
Dans le groupe S7 calculer le produit

(456)(567)(671)(123)(234)(345).

Solution 85

45

os = (12)(2 4)(1 7)(7 6 8).

2000 _



Nous avons

1234567
1245367
1325467
2135467
2635471
2736451
2734561

Exercice 86
Soit n un entier. Construire des morphismes injectifs de S,, dans S,,41.

Solution 86
Soit x un élément de {1, 2, ..., n+ 1}. Posons E, = {1, 2, ..., n+ 1} ~ {z}. Il existe un isomorphisme ¢
entre S, et Sg,. Le morphisme f,: S,, = S,41 défini par

{ fz(0)(@) = p(0) (i) pour i € E,
folo)(@) ==

est injectif.

Exercice 87
Montrer que si ¢ et v sont des n-cycles de S,, qui commutent entre eux, il existe un entier r tel que v = ¢".

Solution 87
Soient ¢ = (1 ¢(1) (1) ... " 1(1)) et v = (1 v(1) ¥3(1) ... 4*~1(1)) deux n-cycles de S,, qui commutent
entre eux, i.e. ¢y = yc.

L’ensemble {1, 2, ...,n} coincide avec {1, ¢(1), ¢3(1), ..., ¢"~(1)}. Par conséquent il existe 0 <r <n —1
tel que y(1) = ¢"(1). De plus sii € {1, ..., n}, alors il existe 0 < s <n — 1 tel que ¢ = ¢*(1). Il en résulte que
Y(@) =(c*(1)) =’ (v(1)) = ¢* (" (1)) = " (¢*(1)) = ¢*(d).

Par suite v = ¢®.

Autre méthode : faisons agir S,, sur I'ensemble des n-cycles par conjugaison (c’est possible car les n-cycles
sont dans la méme orbite pour cette action). Cet ensemble est de cardinal (n — 1)! En effet un n-cycle o s’écrit
(1o(1)o(2) ... o(n—1)) et nous avons (n— 1) choix pour (1) puis (n —2) choix pour o(2) etc. Le groupe S,
agit transitivement sur cet ensemble. L’indice du stabilisateur de ¢ pour cette action est (n —1)! et son cardinal
est n. Ce stabilisateur est le centralisateur de ¢ qui contient au moins les n puissances de ¢ et tout n-cycle qui
commute avec ¢ est donc égal & une puissance de c.

Exercice 88
Soit n > 3 un entier. Sachant que le groupe S,, est engendré par ’ensemble des transpositions de {1, 2, ..., n}
montrer que S, est engendré par les ensembles suivants de permutations :

1. (12),...,(1n);
2. (12),(23),...,(n—1n);
3.(12),(23 ... n).

Solution 88
1. Notons que (i j) = (¢ 1)(j 1)(¢ 1) lorsque ¢ # 5 ;
2. Soit i < j.
Sij>i+1,alors
(@)=0-1)6G7-1)0G-17) (2)
Sij—1=idi+1,alors (i j) € {(12),(23),..., (n—1n)).
Sinon nous appliquons en remplagant (¢ j) par (i j — 1) et nous arrivons de proche en proche au
résultat.
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3. Nous avons
(23 ...0)(12)(23 ... n) ' =(13).

Par suite par récurrence pour ¢ > 2 nous avons
(1i)=(23 ... n)"2(12)(23 ... n)~ 2
d’ott le résultat (en utilisant la premiére question).
Exercice 89
Soit G un sous-groupe de Sy opérant sur {1, 2, 3, 4} par l'action induite par ’action naturelle de Sy.

Pour i =1, 2, 3, 4 on note O; l'orbite de 7 et S; le stabilisateur de 3.
Déterminer O; et S; pour ¢ = 1, 2, 3, 4 dans chacun des cas suivants :

1. G=1((123);
2. G={(1234);

3.G={e, (12)(34), (13)(24), (1 4)(23)}
4.G={e, (12),(12)(34),(34)};

5. G = A

Solution 89
1. Supposons que G = ((1 2 3)).

Sii=1,alors O —{123}etS:id.
Sii=2,alors O; = {1, 2, 3} et S; = id.
Sii=3, alors O; = {1, 2, 3} et 5; = id.
Sii=4, alors O; = {4} et S; = G.

2. Supposons que G = ((1 2 3 4)).
Sii=1,alors O —{1234}etS:id.
Sii =2, alors O f{1234}et5:id.
Sii =3, alors -—{1234}etS:id.
Sii =4, alors O —{1234}et5—1d.

3. Supposons que G = {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}.
Sii=1, alors -—{1234}etS—1d
Sii =2, alors O —{1234}6‘55
Sii =3, alors O —{1234}et5—1d
Sii =4, alors O f{1234}et5

4. Supposons que G = {id, (1 2), (1 2)(3 4),( 4)}.
Sii=1,alors O; = {1, 2} et S; = {id, (3 4)}.
Sii=2,alors O; = {1, 2} et S; = {id, (3 4)}.
Si i = 3, alors O; :{3 4} et S; = {id, (12)}.
Sii=4,alors O; = {3, 4} et S; = {id, (1 2)}.

5. Supposons que G Ay
Sii=1,alors O; ={1,2,3,4} et S; = ((234))
Sii=2, alors O; = {1,2,3,4} et S; = ((1 3 4)).
Sii=3, alors O; ={1,2,3,4} et S; = ((124)).
Sii=4,alors O; ={1,2,3,4} et S; = ((1 2 3))

Exercice 90
Etablir la table de Sz et de 2/,
Quels sont les sous-groupes de Sz 7

Quels sont les sous-groupes de Z/GZ ?

Solution 90
La table de S5 est
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id (12) [ (13) | (23) [ (123)[(132)

id id (12) [ 13) | 23) [(123) (132

12) | (12 id | (132) ] (123)] (23) | (13)

(13) | (13) [(123)| id |(@32) | (12 | (23)

23) | (23) |(132)|(123)| id (13) | (12)
123) (@23 (13) | 23) | 12) [(132) | id

(132) | (132) | (23) | (12) | (13) id | (123)

La table de Z/62 est

(O] | 1] | [2] | (3] | [4] | [5]
(O] | [o] | (1] | [2] | [3] | [4] | [3]
(1] | A )[2) | (3] ] [4] | [5] | [0]
(2] | [2] | (3] | (4 | [5] | [0] | [1]
(8] | (3] | [4] | [5] | [0] | [1] | [4]
4 1[4 | B o] ] [2 ] [3
511 ][ [0] | [2] [ [2] ]3] |4
Les sous-groupes de S3 sont :
- un sous-groupe d’ordre 1;
- trois sous-groupes d’ordre 2 : {(1 2)), ((1 3)), ((2 3));
- un sous-groupe d’ordre 3 : ((1 2 3)).
Les sous-groupes de Z/GZ sont :
- un sous-groupe d’ordre 1;
- un sous-groupes d’ordre 2 : ([3]);
- un sous-groupes d’ordre 3 : ([2]).
Exercice 91
a) Déterminer les classes de conjugaison dans S,,.
b) Déterminer les classes de conjugaison dans A,,.
Solution 91
a) Soit ¢ = (ay ... ar) un k-cycle de S,,. Pour tout o € S, on a
ocot = (o(a1) ... o(ap)).

Toute permutation se décompose de fagcon unique en produit de cycles a supports disjoints. Par suite
les classes de conjugaison dans S,, sont paramétrées par les partitions de lentier n. Rappelons qu’une
partition de ’entier n est une famille finie d’entiers m; > 1 tels que

mp < ... <My E m; = n.

La classe de conjugaison correspondant a une telle partition est l’ensemble des permutations dont la
décomposition en cycles fait intervenir exactement m; cycles de longueur ¢ pour tout .

Puisque A, est distingué dans S,, la classe de conjugaison dans S,, d’un élément de A,, est contenue dans
A,. Comme A, est d’indice 2 dans S,,, la classe de conjugaison de o dans S,, est soit égale a la classe de
conjugaison de o dans A, soit réunion de deux classes de conjugaison dans A,,.

Montrons que nous sommes dans le premier cas si et seulement si ¢ admet un cycle de longueur paire dans
sa décomposition ou o admet au moins deux cycles de méme longueur impaire dans sa décomposition.
Supposons que o admette un cycle ¢ de longueur paire, pour tout 7 € S,, on a 707 = (7¢)o(r¢) "t les
classes de conjugaison dans S, et A, coincident. Si o admet deux cycles

/ !
c:(a1 a2k+1) C :(a1 a2k+1)
de méme longueur impaire, alors si d désigne la permutation impaire
!/ /
d= (a1 a})...(az2k+1 agp41)
nous avons pour tout 7 € S,

ot = (rd)o(rd) ™"
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et les classes de conjugaison dans S, et A, coincident.

Réciproquement si o n’a que des cycles de longueurs impaires deux a deux distinctes, alors on choisit deux
entiers 1 < i < j < n apparaissant successivement dans un méme cycle dans la décomposition de o. On
voit que (i j)o(i j) n’est pas conjuguée a o dans A, alors qu'elle 'est dans S,,.

Exercice 92
Considérons les deux éléments suivants du groupe symétrique Sg

01=(12)(345)(6789) 00=(1234)(567)(89)
Justifier pourquoi oy et oy sont conjugués, puis exhiber une permutation w € Sy telle que oy = wow™!.
Quel est le cardinal (une expression sous forme de produit d’entiers suffit) de la classe de conjugaison de o
dans Sg ?

Solution 92
Les décompositions canoniques des permutations oq et oy font intervenir des cycles de méme longueur (2, 3
et 4), ces deux permutations sont donc conjuguées. En écrivant

o1 =(12)(345)(67809) o2 =(89)(567)(1234)

nous trouvons parmi de nombreux choix possibles w = (18357294 6)
Le cardinal de la classe de conjugaison s’obtient en calculant le nombre de permutations de Sg de type 2, 3,
4
e (9-8)/2=19-4 choix possibles pour la transposition ;
e 2.(7-6-5)/6 =752 choix possibles pour le 3-cycle;
e 6 choix possibles pour le 4-cycle.
soit finalement 9-8-7-6 -5 choix possibles.

Exercice 93
Montrer que le groupe symétrique Sz est isomorphe & son groupe d’automorphisme Aut(Ss).

Solution 93

L’application qui & o fait correspondre ’automorphisme intérieur ¢’ — oo’o~! est un morphisme injectif de
S5 dans Aut(Ss), car le centre de S3 est trivial.

De plus un élément de Aut(Ss3) est déterminé par I'image des générateurs (12) et (13). Il y a donc au plus
6 choix possibles (choisir deux parmi les trois éléments d’ordre 2 de S3), donc en comparant les ordres nous
obtenons que le morphisme ci-dessus est en fait un isomorphisme.

Exercice 94
Montrer que tout sous-groupe d’indice n dans S,, est isomorphe & S,,_1.

Solution 94

Soit H un sous-groupe d’indice n dans S,,.

Si n > 3, on vérifie ’énoncé directement.

Sin =4, alors si H % Ss, alors H est cyclique (rappel : si p, ¢ sont des nombres premiers tels que p < ¢ et p
ne divise pas ¢ — 1 alors tout groupe d’ordre pq est cyclique) : contradiction avec le fait que Sy ne contient pas
d’élément d’ordre 6.

Supposons n > 5. Le groupe S,,, et donc aussi H, opére par translation a gauche sur £ = Sn/H d’out un
morphisme

Puisque ker p = ﬂ aHa™!, ker ¢ est distingué dans S,, et kerp C H on a kerp = {id} (rappel : pour n > 5
a€Sy
les sous-groupes distingués de S,, sont {id}, A, et S,). Pour des raisons de cardinalité (|S,| = |Sg ~ Snl), ¢
est un isomorphisme.
Comme H est le stabilisateur de la classe de idH on a : p(H) C S, est le stabilisateur d’un point et c’est
donc un sous-groupe isomorphe a S,,_1.

Exercice 95
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a) Déterminer les classes de conjugaison dans S,,.

b) Déterminer les classes de conjugaison dans A,,.

Solution 95

a) Soit c= (a1 ... ar) un k-cycle de S,,. Pour tout o € S,, on a
ocot = (o(a1) ... o(ar)).

Toute permutation se décompose de facon unique en produit de cycles a supports disjoints. Par suite
les classes de conjugaison dans S, sont paramétrées par les partitions de ’entier n. Rappelons qu’une
partition de I’entier n est une famille finie d’entiers m; > 1 tels que

mp < ... <My E m; = n.

La classe de conjugaison correspondant & une telle partition est I’ensemble des permutations dont la
décomposition en cycles fait intervenir exactement m; cycles de longueur i pour tout 1.

b) Puisque A, est distingué dans S,, la classe de conjugaison dans S,, d’un élément de A4,, est contenue dans

A,,. Comme A, est d’indice 2 dans S,,, la classe de conjugaison de o dans S,, est soit égale a la classe de
conjugaison de o dans A, soit réunion de deux classes de conjugaison dans A,,.
Montrons que nous sommes dans le premier cas si et seulement si ¢ admet un cycle de longueur paire dans
sa décomposition ou ¢ admet au moins deux cycles de méme longueur impaire dans sa décomposition.
Supposons que o admette un cycle ¢ de longueur paire, pour tout 7 € S,, on a To7~! = (7¢)o(rc) "1 ; les
classes de conjugaison dans S, et A, coincident. Si o admet deux cycles

c= (al U,Qk;+1) C/ = (a/l a’IQkJ-‘rl)

de méme longueur impaire, alors si d désigne la permutation impaire

d= (a1 a})...(a2k+1 adyyq)
nous avons pour tout 7 € S,
ot = (rd)o(rd) ™!
et les classes de conjugaison dans S,, et A,, coincident.
Réciproquement si 0 n’a que des cycles de longueurs impaires deux a deux distinctes, alors on choisit deux

entiers 1 < ¢ < j < n apparaissant successivement dans un méme cycle dans la décomposition de o. On
voit que (i j)o(i j) n’est pas conjuguée a o dans A,, alors qu’elle 'est dans S,,.

Exercice 96
Soit n un entier. Rappelons que A,, est le sous-groupe de S,, formé par les permutations paires.

a) Montrer que le produit de deux transpositions distinctes de S, est un 3-cycle ou un produit de deux
3-cycles. En déduire que A,, est engendré par 'ensemble des 3-cycles de S,,.

b) i) Montrer que pour n > 3 le groupe A, est engendré par 'ensemble des 3-cycles (1 2 3), ..., (1 2 n).
En déduire que A,, est pour n > 3 stable par tout automorphisme ¢ de S,, (autrement dit 4,, est un
sous-groupe caractéristique de S,,).

ii) Montrer que A,, est engendré
— sin est impair > 5par (123)et (34 ... n);
— sinest pair >4 par (123)et (12)(34 ... n).
¢) Montrer que pour n > 5 le groupe A,, est engendré par 'ensemble des permutations de S, de la forme
(a b)(c d) avec a, b, ¢, d deux & deux distincts.

Solution 96
a) Soient ¢ < j < k < [. Nous avons
(@) (k1) = (i j)(5 k)G k)(k D)
Or (i j)(j k) = (i j k) donc
@HED =5k ED.

Tout élément o de A, est le produit d’'un nombre pair de transpositions donc un produit de 3-cycles. Le
sous-groupe de A,, engendré par les 3-cycles contient donc A, c¢’est donc A,,.
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i)

ii)

Soient i, j et k des éléments de {1, ..., n} tels que i < j < k. Nous avons
(k)= (1202 k(12

et
2jk)=02/)12k012H)""

donc A, C ((123), ..., (12n)). Il en résulte que
A, ={(123),...,(12n)).

Soient ¢ un automorphisme de S, et o un 3-cycle. L’ordre de ¢(o) est 3. Donc ¢(o) est un produit de
3-cycles car son ordre est le ppcm des longueurs des cycles qui interviennent dans sa décomposition
en cycles. Le groupe A, est donc caractéristique dans S,.

Pour 7 > 4 et n > 4 nous avons
(12i)=34...n)"3123)(34 ... n) 2"

Par ailleurs si n > 5 est impair, (3 4 ... n) est une permutation paire car c’est un cycle de longueur
impaire n — 2. Ainsi pour n > 5 impair on a

A, ={(123),34 ... n)
Nous avons

(1 2 4) pour « pair
(124)~! pour a impair

(12)%(124)(12)* = {
Donc puisque pour i > 4 et n > 4
(12i)=34...n)"3123)(34 ... n)">""
alors pour i > 4 impair et n > 4
(120)=[12)(34 ... )] 3(123)[(12)(34 ... n)] 3"
Et pour i > 4 pair et n > 4
12d)=[((12)34...n) 123)(12)34 ... n)) 7"

Or sin > 4 est pair (12)(34 ... n) est une pemutation paire. Par conséquent le groupe A,, est
engendré par (12 3)et (12)(34 ... n).

c¢) 1l suffit de montrer que tout 3-cycle (i j k) (avec i < j < k) est produit de permutations de la forme

(a b)(c d) ot a, b, ¢ et d sont deux a deux distincts. Puisque n > 5 il existe £ et m dans {1, 2, ..., n} tels
que i, j, k, £ et m soient 2 & 2 distincts. Or nous avons

(i J k)= (m £)(5 k)(m )i k)

d’ou le résultat.

Exercice 97

Soit n € N*. Montrer qu’il existe un morphisme injectif de S,, dans A, ;2.

Solution 97

Considérons 'application ¢: S,, — A, 1o définie par

(o) = o si o est une permutation paire
P(o) =00 (n+1mn+2)sio est une permutation impaire

L’application 1 est injective par unicité de la décomposition en cycles a supports disjoints.

On peut vérifier que ¥ est un morphisme de groupes.

Exercice 98

Construire un morphisme surjectif de Sy sur Ss.
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Solution 98
Faire agir Sy par conjugaison sur les éléments d’ordre 2 de S4 qui ne sont pas des transpositions.

Exercice 99

On rappelle que le groupe symétrique S,, agit par applications linéaires sur R™ muni de sa base canonique
(ei), en posant pour tout o € S, et tout vecteur e; de la base canonique o - e; = €,(;). Pour 0 = (12 3) € S3
expliciter la matrice associée et calculer o - (21,22, z3).

Solution 99

L’action de S3 par applications linéaires sur R? correspond a un morphisme de Sz vers le groupe GL(3, R) des
bijections linéaires de R3. Il s’agit de trouver I'image de o = (1 2 3) € S3. L’application linéaire est entiérement
déterminée par I'image d’une base : puisque e — eq, 5 — €3, €3 — e1 nous obtenons la matrice

0 01
100
01 0

et finalement I'image de (x1,x2,x3) est (3,21, x2) car

0 0 1 T I3
1 0 O ) = Iy
010 T3 Z2

Remarque : une erreur classique est de croire que l’action est donnée par

O—(xh L2, IB) = (xa(l)a Lg(2)s IU(3))'

Ce n’est pas le cas, cette définition donnerait une action a droite, pas a gauche! En fait on peut vérifier que la
formule correcte pour l'action exprimée en coordonnées est

o (r1,22,23) = (330*1(1)73?071(2),ﬂfafl(s))

3 Autour des théoremes de Sylow

Exercice 100
Donner un p-SyLowde GL(n,F,).

Solution 100
Le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures strictes de GL(n,F,) est un p-SyLowde GL(n,F,).

Exercice 101
Montrer qu’il n’existe pas de groupe simple d’ordre 30.

Solution 101

Supposons qu’il existe un groupe simple G d’ordre 30. Considérons les p-SyLowde G. Désignons par n, le
nombre de p-SYLOW de G.

Rappelons que 30 =2 x 3 x 5.

Les théorémes de SyYLOWassurent que

ne = 1 mod 2, ne|3x5=15
n3 = 1 mod 3, n3 |2 x5=10
ns = 1 mod 5, n5|2x3=26
i.e.
p) 6{1, 3, 515}, ns E{l, 10}, 7?,56{1, 6}
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Mais G est simple donc ng # 1, ng # 1 et ns # 1; finalement

ng € {3, 9, 15}, ng = 10, ns = 6.

On en déduit que le groupe G contient 24 éléments d’ordre 5 (les intersections des 5-SYLOWsont restreintes a
I’élément neutre) et au moins 20 éléments d’ordre 3. En particulier d’une part |G| = 30, d’autre part |G| > 44.

Exercice 102
Montrer qu’un groupe d’ordre 200 n’est pas simple.

Solution 102

Soit G un groupe d’ordre 200. Notons que 200 = 23 x 52. D’aprés les Théorémes de SYLOW le nombre
de 5-SyLow de G est congru & 1 modulo 5 et divise 2> = 8 donc vaut 1. L’unique 5-SyLow de G est donc
nécessairement distingué dans G; en particulier G n’est pas simple.

Exercice 103
Soit G un groupe d’ordre 15.

1.
2.
3.

Combien G possede-t-il d’éléments d’ordre 3 7
Combien G possede-t-il d’éléments d’ordre 57

Démontrer que G est isomorphe a Z/1 57

Solution 103

1.

Soit ng le nombre de 3-SYLOw de G. D’apres les théorémes de SYLOW, ng = 1 mod 3 et ns|5, i.e. ng = 1.
Soit H 'unique 3-SyrLow de G. Tout élément d’ordre 3 engendre un sous-groupe d’ordre 3. Il y a donc
exactement deux éléments d’ordre 3 : si H = {id, g, h}7 alors ces éléments sont g et h.

. De la méme facon, on montre que G posseéde quatre éléments d’ordre 5. Soit n5 le nombre de 3-SyLow

de G. Les théorémes de SYLOW assurent que ns = 1 mod 5 et n;|3 soit que ns = 1. Mais tout élément
d’ordre 5 engendre un sous-groupe d’ordre 5. Il y a donc exactement quatre éléments d’ordre 5.

. L’ordre d’un élément de G est un diviseur de 15, donc est égal a 1, 3, 5 ou 15. Comme il y a un élément

d’ordre 1, deux éléments d’ordre 3 et quatre éléments d’ordre 5, il y a huit éléments d’ordre 15. Ainsi G
possede un élément d’ordre son cardinal ; G est donc le groupe cyclique engendré par cet élément, i.e. G
est isomorphe a Z/l 57

Exercice 104

(1)
(2)

Quel est le nombre de 2-SYLOW dans le groupe symétrique Sy ?

Rappelons que S, est isomorphe au groupe des rotations de R? préservant un cube. Interpréter géométri-
quement la réponse a la question précédente.

Solution 104

(1)

Le groupe Sy est d’ordre 24 = 2 x 3 x 3. Le nombre n de 2-SYLOW (qui sont donc ici les sous-groupes
d’ordre 8 = 23) est congru a 1 modulo 2 et divise 3. Nous avons donc les deux possibilités n = 1 ou n = 3.
Montrons que n = 1 est impossible. Si n = 1, alors 'unique 2-SYLOW serait un sous-groupe distingué de
S4. Mais les classes de conjugaison de Sy sont de cardinaux 1, 3 et 8, et il est impossible d’obtenir 8 en
sommant 1 et 3 ou 8 (rappelons qu’un sous-groupe contient le neutre, donc la classe de cardinal 1 est
obligatoire pour tenter de construire un sous-groupe distingué). Conclusion : S; contient 3 sous-groupes
d’ordre 8.

Cherchons géométriquement un sous-groupe d’ordre 8 dans S, vu comme le groupe des rotations préservant
un cube. Il y a cing groupes d’ordre 8 & isomorphisme prées, dont le groupe diédral Dg. Comme il y a un
air de famille entre le cube et le carré, cela incite a chercher un sous-groupe de &y isomorphe a Dsg.
Effectivement il y en a : on tranche le cube suivant un "carré équateur" et on consideére le sous-groupe des
rotations préservant a la fois le cube et ce carré : il y en a 8.
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Exercice 105
Montrer que tout groupe d’ordre 217 est cyclique (Indication : commencer par calculer le nombre de p-SYLOW
pour chaque diviseur premier p de 217).

Solution 105

Soit G un groupe d’ordre 217. Notons que 217 = 7 x 31 et que 7 et 31 sont premiers. Le nombre de 7-SYLOW
de G est congru a 1 modulo 7 et divise 31 : la seule possibilité est donc 1. D’autre part le nombre de 31-SyLow
est congru a 1 modulo 31 et divise 7; de nouveau la seule possibilité est 1. Ainsi G contient un unique 7-SYLOW
S7 C G, qui est donc distingué, et de méme contient un unique 31-SYLOW S3; C G, lui-aussi distingué.

L’intersection S7 N S3; est triviale par LAGRANGE.

Puisque S7 est distingué dans G, 57531 est un sous-groupe de Gﬂ Comme il contient strictement S7 et Ssq,
son ordre est un mutliple strict de 7 et de 31, la seule possibilité est donc 217 et on conclut que G = S7 x Ss;.

Puisque S7 et S3; sont d’ordre premiers ils sont cycliques et G ~ Z/7Z X Z/3lz§ par le théoreme chinois on
conclut que G ~ Z/217Z'

Exercice 106

Soient p un nombre premier et n un entier naturel avec p > n. Considérons un groupe G d’ordre pn et H un
sous-groupe de G d’ordre p. Montrer que H est un sous-groupe distingué de G.

Indication : compter les p-SyLow de G.

Solution 106 D’apres les hypotheses, pged(p, n) = 1, donc H est un p-SyLow de G. Notons n, le nombre de
p-SYLOW de G. Alors par les théorémes de SYLOW, n, = 1 mod p et ny|n. Sin, # 1, alors n, > p+ 1, ce qui
contredit que n,, divise n puisque n < p. Ainsi, n, = 1 et H est 'unique p-SYLOW de G donc est distingué dans
G.

Exercice 107
Déterminer a isomorphisme pres tous les groupes d’ordre 33.

Solution 107 Soit G un groupe d’ordre 33.

Les éléments de G sont d’ordre 1, 3, 11 ou 33. Une application directe des théorémes de SYLOW montre que
G contient un unique 3-SYLOW et un unique 11-SyLow. En effet soit n, le nombre de p-SyLow de G; d’une
part ng = 1 mod 3 et ns|11, d’autre part n1; = 1 mod 11 et n11|3, i.e. n;; = 1. Les éléments d’ordre 3 et 11
sont contenus dans ces deux groupes. On a au plus 14+ (3 —1) 4+ (11 —1) = 1+ 2+ 10 = 13 éléments d’ordre 1,

3 ou 11. Il existe donc un élément d’ordre 33 dans G qui est donc cyclique isomorphe a Z/33Z.

Exercice 108

1. Quels sont les sous-groupes de SYLOwW de Ay 7

2. Déterminer 'ordre de tous les éléments de Ay.
Le groupe A4 posseéde-t-il un sous-groupe cyclique d’ordre 6 7

3. Soit H un sous-groupe de A4 engendré par un élément d’ordre 2 et un élément d’ordre 3.
Montrer que H contient au moins trois éléments d’ordre 3.
Peut-il étre isomorphe & Sz 7
En déduire qu’il n’y a pas de sous-groupe d’ordre 6 dans Ajy.

4. Donner la liste des sous-groupes de Ay.

Solution 108

8. On utilise la propriété suivante : si K C G est un sous-groupe distingué, et H C G est un sous-groupe, alors KH = {kh |k €
K, h € H} est un sous-groupe de G; cela découle de :

Vki, ka € K,Vhy, ho € H (k1h1)(k2h2) = klhlkzhfl hi1hs € KH

—_———
€K €H
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1. Déterminons les sous-groupes de SYLOW de Ajy.

L’ordre de A4 est 12 = 22 x 3. Soient no le nombre de sous-groupes de SYLOW d’ordre 2% = 4 et ng le
nombre de sous-groupes de SYLOW d’ordre 3. Les théorémes de SYLOW assurent que

ns = 1 mod 2 ng|3

n3 =1 mod 3 n3|2% =4

autrement dit que ng € {1, 3} et ng € {1, 4}.

Le groupe A4 ne contient pas de cycle de longueur 4 donc les seuls éléments d’ordre pair sont les doubles
transpositions. Il y en a trois donc A4 contient un seul sous-groupe d’ordre 4 isomorphe au groupe de
KLEIN, i.e. Z/2Z X Z/2Z (en effet d’apres le théoréme de LAGRANGE un sous-groupe K de A4 d’ordre
4 contient des éléments d’ordre 1, 2 ou 4; mais A4 ne contient pas d’élément d’ordre 2 donc K contient
des éléments d’ordre 1 ou 4. Comme A4 contient un seul élément d’ordre 1 et trois éléments d’ordre 4 il
contient un seul sous-groupe d’ordre 4).

Le groupe A4 contient les cycles de longueur 3. I1 y en a plus de deux donc n3 = 4.

2. Déterminons 'ordre de tous les éléments de Ay. Le groupe A4 posséde-t-il un sous-groupe cyclique d’ordre
67
Le groupe A4 contient trois éléments d’ordre 2, huit éléments d’ordre 3 et un élément d’ordre 1. Le groupe
Ay ne contient donc aucun élément d’ordre 6 et ne contient donc pas de sous-groupe cyclique d’ordre 6.

3. Soit H un sous-groupe de A4 engendré par un élément d’ordre 2 et un élément d’ordre 3.
Notons que

(ab)(cd)(abec)=(bdc)

Le groupe H contient les 3-cycles : (a b ¢), (a ¢ b) et (b d ¢) donc les trois sous-groupes d’ordre 3

((abe)), {(a cb)), ((bdc)).

Un groupe d’ordre 6 ne contient qu'un sous-groupe d’ordre 3 (en effet soit K un sous-groupe d’ordre
6 = 2 x 3. Désignons par nj le nombre de 3-SYLOW de K ; d’une part ny = 1 mod 3 d’autre part n5|2 donc
n5 = 1). Par conséquent le groupe H n’est pas d’ordre 6. En particulier H ne peut pas étre isomorphe a
S3 qui est d’ordre 6.

4. Le groupe A4 contient :
— un sous-groupe d’ordre 1 : {id};
— trois sous-groupes d’ordre 2 :

(12)(34) ((13)(24)) ((14)(23));

— quatre sous-groupes d’ordre 3 :

((123)) ((124)) ((134)) ((234));

— un sous-groupe d’ordre 4 :
{id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Exercice 109 [Simplicité de A,,, n > 5]
I) Commengons par démontrer que le groupe A est simple.

Soit G un groupe. Un sous-groupe H de G est caractéristique si pour tout automorphisme ¢ de G on
¢(H) C H.

) Montrer que tout p-SyLow distingué d’un groupe d’ordre fini est caractéristique.
Montrer que tout groupe d’ordre 15 est cyclique.

Montrer que tout groupe d’ordre 30 contient un sous-groupe distingué d’ordre 15.

)
)
) Montrer que tout groupe d’ordre 30 ne contient qu’un seul 5-SyLow (d’ordre 5).
) Montrer que tout groupe d’ordre 20 contient un seul sous-groupe d’ordre 5.

)

Montrer que tout groupe d’ordre 12 contient un sous-groupe caractéristique.
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) Montrer qu'il existe 7 € H distinct de l'identité qui a au moins un point fixe.
Montrer que pour tout 1 < j < n le sous-groupe G; = Stab4_({j}) est inclus dans H.
J n
) Supposons que H # {id}. Montrer que A,, = H.
)

En déduire que A, est simple pour n > 5.

Solution 109

I)a)

Soit G un groupe d’ordre fini. Soit H un p-SyYLow de G qui est distingué dans G. Soit ¢ un automorphisme
de G. L’image de H par ¢ est un sous-groupe de méme ordre que H, i.e. o(H) est un p-SyLow de G. Mais
H est 'unique p-SyLow de G car H est distingué dans G. Par conséquent ¢(H) = H.

Soit H un groupe d’ordre 15. Il a exactement un sous-groupe d’ordre 5 et un sous-groupe d’ordre 3. Ces
deux sous-groupes sont distingués dans H. Par suite H ~ Z/3Z X Z/BZ ~ Z/ISZ et est donc cyclique.
Soit G un groupe d’ordre 30. Remarquons tout d’abord que tout sous-groupe d’ordre 15 de G est distingué
dans G car il est d’indice 2 dans G.

11 suffit donc de démontrer I'existence d’un sous-groupe d’ordre 15 dans le groupe G.

— Supposons que G contienne plus d’un seul 5-SYLOW, i.e. ns > 1. Puisque

ns =1 (mod 5) ns | 6

on a ny = 6. Ainsi on a 6 x 4 éléments d’ordre 5, ce qui en ajoutant id fait 25 éléments de G. Il y
a donc exactement un seul 3-SYLOW que nous noterons K (sinon il y en aurait 10 donc 20 éléments
d’ordre 3 soit 45 éléments au moins dans G). En particulier K est distingué dans G. Si H est 'un des
sous-groupes d’ordre 5, KNH = {id} et KH est un sous-groupe d’ordre 15 de G.

— Supposons que G contienne un seul 5-SYLOW H ; il est alors distingué dans G. Si K est I'un des sous-
groupes d’ordre 3 de G (il y en a au moins un) KNH = {id} et KH est un sous-groupe d’ordre 15 dans
le groupe G.

Au 1) ¢) on a vu d’une part que tout groupe G d’ordre 30 contient un sous-groupe K d’ordre 3 et un
sous-groupe H d’ordre 5 et d’autre part que K ou H est distingué dans G.

Les groupes K et H sont distingués dans KH et sont donc caractéristiques (voir I)a)) dans le groupe KH
qui est cyclique et distingué dans G (car d’indice 2 dans G). Donc en fait K et H sont distingués dans G
et G a un unique 5-SYLOW.

Soit G un groupe d’ordre 20 = 22 x 5. Le groupe G contient un sous-groupe distingué d’ordre 5 : d’apres
les théoremes de Sylow

ns =1 mod 5 ns |4

d’ou ns = 1.

Soit G un groupe d’ordre 12. Intéressons-nous aux 3-SYLOW de G. Les théoremes de SYLOW assurent que
n3 =1 mod 3 ns |4

Il en résulte que nz3 =1 ou nz = 4.

— Si ng = 1, alors G contient un unique 3-SYLOW qui est distingué dans G; ce sous-groupe est un
sous-groupe caractéristique d’ordre 3 (cf I) a)).

— Sing =4, on dénombre 4 x 2 = 8 éléments d’ordre 3 ; en ajoutant le neutre on compte donc 9 éléments.
Considérons maintenant les 2-SyLow de G. D’apres les théoremes de SYLOW on a

ng = 1 mod 2 ng |3
Ainsi ny appartient a {1, 3}. Si ng = 3, on a trois sous-groupes d’ordre 4, soit trop d’éléments. Ainsi

ng = 1, 'unique 2-SYLOW est distingué dans G et donc caractéristique dans G (cf I) a)).
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I) g) Soit G un groupe d’ordre 6 = 2 x 3. Considérons ses 3-SYLOW. Les théorémes de SYLOW assurent que
nz = 1 mod 3 ns |2

autrement dit que ng = 1. Ainsi G compte un unique 3-SYLOW qui est donc distingué dans G et I) b)
permet de conclure.

I) h) Soit G un groupe d’ordre 60 qui contient strictement plus d’un 5-SyLOw. D’apres les théorémes de SyLow
ns =1 mod 5 ns | 12

d’ou ns € {1, 6}. Par hypothese ns # 1 donc ns = 6.
Raisonnons par I'absurde : supposons que G ne soit pas simple. Soit H un sous-groupe distingué propre

de G. Notons que
H| € {2, 3,4, 5,6, 10, 12, 15, 20, 30}.

o Si |H| est divisible par 5 alors H contient au moins un 5-SYLOW de G. Mais H est distingué et les
5-SYLow se déduisent les uns des autres par conjugaison; ainsi H contient tous les 5-SyrLow de G.
On en déduit que H contient déja 6 x 4 éléments d’ordre 5. Par ailleurs |H| divise 60 donc [H| = 30
(rappelons que comme H est un sous-groupe propre de G, on a |H| < 60). Mais dans ce cas H ne
contient qu'un seul sous-groupe d’ordre 5 (voir I)d)) : contradiction avec le fait qu’il en contient 6. Par
suite |H| n’est pas divisible par 5.

o Si |H| appartient & {6, 12}, alors il existe un sous-groupe caractéristique de H d’ordre 2, 3 ou 4 (d’apres
Df) et I)g)). Ce sous-groupe caractéristique de H, qui est lui-méme distingué dans G, est distingué
dans G.

o Nous pouvons donc maintenant supposer que H est d’ordre 2, 3 ou 4. Dans ce cas G/H est d’ordre

30, 20 ou 15 (on renvoie a I)d) si G/H est d’ordre 30, & I)e) si Gr/H est d’ordre 20; enfin si Gr/H est
d’ordre 15 = 3 x 5 et si ng est le nombre de 5-SYLOW de G/H7 les théoremes de SYLOW assurent que
ns = 1 mod 5 et ny divise 3 donc ns = 1). Donc G/H contient un sous-groupe K distingué d’ordre 5.
Considérons la surjection canonique 7: G — Gr/H. Le sous-groupe 7~ 1(K) contient H et est distingué
-1
dans G. Or ™ (K)/H est isomorphe & K = m(7~(K)) donc |7~ 1(K)| est divisible par 5 : contradiction
(voir le premier ¢ du I)h)).
I) i) Le groupe Aj; est d’ordre 60 et contient au moins deux 5-SyLOow distincts engendrés par les 5-cycles
(12345)et(13245).DapresI) h) le groupe Aj; est simple.
IT) a) Remarque. Supposons que pour tout 7 € H ~\ {id} et pour tout ¢ on ait 7(i) # i. Alors si 71 et 72 sont
deux éléments de H qui coincident en un point i, ils sont égaux. En effet si 7 (i) = 72(i) alors 7, ' (i) = i.
De plus 7'2_17'1 appartient & H donc par hypothese 7'2_17'1 =id, i.e. 7 = To.
Raisonnons par I’absurde : supposons qu’aucun élément non trivial de H n’a de point fixe, i.e. supposons
que pour tout 7 € H~ {id} et pour tout i on ait 7(i) # 1.

¢ Montrons dans un premier temps qu’aucun élément de H ne contient dans sa décomposition en cycles
disjoints des cycles d’ordre > 3. Raisonnons par I’absurde : supposons qu’il existe 7 dans H tel que la
décomposition de 7 en produit de cycles disjoints contient un cycle d’ordre > 3 alors on peut écrire

T=(ayazaz ...)(by by ...)...
Puisque n > 6 il existe o dans A, tel que o(a1) = a1, o(az) = az et o(ag) # ag. Alors
orot = (a1 az o(az) ...)(o(by) o(b2) ...)...

Ainsi 070~ (a1) = 7(a1) = as. A noter que oo~ " appartient & H car H est distingué. La remarque qui
précede assure donc que o701 = 7. Mais 070 (az) = o(a3) # az et a3 = 7(az) donc oro " (as) #
7(ag) : contradiction. Ainsi aucun élément de H ne contient dans sa décomposition en cycles disjoints
des cycles d’ordre > 3. Les éléments de H sont donc des produits de transpositions disjointes.

¢ Considérons un élément 7 de H. D’apres ce qui précede 7 est un produit de transpositions disjointes.
A noter que si 7 est une double transposition alors elle laisse fixe un élément ce qui est contraire &
I’hypothese. Ainsi 7 s’écrit

7= (a1 az)(as a4)(as ag) ...
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II) b)

II) ¢)

II) d)

Soit o = (a1 a2)(ag as). Alors on a

07’0’71 = (a1 0@)(0,5 CL4)(CL3 (16) e

D’une part o070~ !(az) = 7(az) donc oro~! = 7 (cf Remarque). D’autre part oro~1(az) = 7(a3) :

contradiction.
Le groupe H contient donc au moins un élément non trivial qui possede un point fixe.

Soit 7 un élément de H \ {id} pour lequel il existe 1 < i < n tel que 7(i) = ¢ (I'existence d'un tel 7
est assurée par II) a)). Ainsi 7 appartient & G, N H qui est un sous-groupe distingué de G;. Or G; est
isomorphe & A, _1 donc ’hypothése de récurrence implique que G; est simple donc ou bien G; NH = G;
ou bien G; NH = {id}. Or 7 est un élément non trivial de G; N H donc G; NH = G;, c’est-a-dire G; est
inclus dans H.

Par ailleurs pour tout o dans S,, on a 0G0~} = Go(i) d’ou G; C H done Gy = 0G;07! c cHo~! = H.
Autrement dit pour tout 1 < j < n on a I'inclusion G; C H.

Bien stir H C A,, donc pour montrer que A,, = H il suffit de montrer que A,, C H. Considérons un élément
g de A,,. C’est un produit d’un nombre pair de transpositions, il s’écrit donc

gztltg...tk

ol chaque t; est un produit de deux transpositions. Le support de chaque t; contient au plus quatre
éléments donc t; appartient & G; pour un ¢ extérieur a ce support. Par suite A4, C G1Gz...G,. Mais
G1Gz...G,, C H (ctII) b)). Il en résulte que A,, C H.

Le groupe Asj est simple (I)i)). Pour n > 6 tout sous-groupe distingué de A,, différent de {id} est égal a
Ay, (cf 1I) ¢)).

Exercice 110
Soit G = SL(2,F3) le groupe des matrices a coefficients dans le corps a deux éléments et de déterminant 1.

1.
2.

3.

Quel est 'ordre de G ? Déterminer ses 2-SYLOW et 3-SYLOW. Que peut-on dire du 3-SYLOW ?

Soit X I’ensemble des 2-SyLOwW de G. Donner la liste de ses éléments.
On fait opérer G sur X par conjugaison : si g € G et S € X on pose

g-S=9Sg " ={ghg™"|he S}

Montrer par un calcul direct que cette action est transitive.

oefu (1)

On note Sx le groupe des bijections de X dans lui-méme.

Quel est le stabilisateur de

Montrer que
¢: G — Sx, g—(S—g-5)

est un isomorphisme de groupes.

Solution 110

1.

Déterminons 'ordre de G. Soit M = < (z Z ) un élément de G. Nous avons ad + bc = 1 donc

— ou bien ad =1 et be = 0;

— ou bien ad =0 et bc = 1.

On a ad =1 et bc = 0 si et seulement si (a,b,¢,d) = (1,0,1,1) ou (a,b,¢,d) = (1,1,0,1) ou (a,b,c,d) =
(1,0,0,1) ce qui donne 3 possibilités.

De méme ad = 0 et bc = 1 donne 3 possibilités.

Déterminer ses 2-SYLOW et 3-SYLOW. Que peut-on dire du 3-SyLow ?

Soient no le nombre de 2-SyLOwW de G et ng le nombre de 3-SYLOW de G. Les théoréemes de SYLOW

assurent que

ng = 1 mod 2 nsl3
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et

ns = 1 mod 3 n3|2
Par conséquent n3 = 1, i.e. G contient un unique 3-SYLOW qui est donc distingué dans G. Le seul
sous-groupe d’ordre 3 est constitué de l'identité, de D = < 1 (1) > et D71 = < (1) 1 )

Les éléments d’ordre 2 sont

0 1 1 1 1 0
=(1) o=(0 1) =(1 1)
2. Soit X I'ensemble des 2-SYLOW de G. La liste des éléments de X est : {(4), (B), (C)}.
On fait opérer G sur X par conjugaison : si g € G et S € X on pose

g-S=gSg " ={ghg " |h €S}

Montrons par un calcul direct que cette action est transitive :

Quel est le stabilisateur de

0 1
= ?
el (1)
Déterminons le stabilisateur de (A). C’est un sous-groupe de G dont l'ordre divise |G|. Il contient Id et A
mais ni B, ni C. Par ailleurs B - (A) = (C). Ce stabilisateur est donc (A).

3. On note Sy le groupe des bijections de X dans lui-méme.
Montrer que

¢: G — Sy, g—= (S—=g-9)

est un isomorphisme de groupes.
Puisque G agit sur X le morphisme ¢ est un morphisme de groupes. Il est injectif car

{9 € Glo(g) =idx}
{geGlg-S=8 VSeX}

N o

SeX

= {ec}

Comme Sx et G ont méme ordre (6) nous obtenons que ¢ est un isomorphisme.

ker ¢

Exercice 111
Montrer que Sy possede trois 2-sous-groupes de SYLOW isomorphes a Ds.

Solution 111

Le groupe S, est d’ordre 24 = 23 x 3. Par ailleurs Dg est le groupe des isométries du plan qui conservent un
carré donc Dg C Sy.

Soit ny le nombre de 2-SYLOW de S4. Le groupe Dg est 'un de ces 2-SYLOW. Les théorémes de SyLow
assurent que ny divise 3 et ny = 1 mod 2. Il s’en suit que ny € {1, 3}. Si ny = 1, alors Dg est distingué dans Sj.
Désignons les sommets du carré préservé par Dg par 1, 2, 3 et 4 dans 'ordre ou on les rencontre lorsqu’on se
déplace dans le sens positif sur ce carré. Soit 7 la rotation d’angle 7. C’est la permutation (1 2 3 4). Notons que
(2 3)r(2 3) = (1 3 2 4) n’appartient pas & Dg. Ainsi Dg n’est pas distingué dans Sy. Il y a donc 3 sous-groupes
d’ordre 8 qui sont conjugués donc isomorphes. Ces trois sous-groupes sont les trois 2-SYLOW de Sjy.

Exercice 112
Soit G un groupe. Soit p un nombre premier divisant |G]|.
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Montrer que si H est un p-sous-groupe de G distingué dans G, alors H est contenu dans tout p-sous-groupe
de SyLow de G.

Solution 112
Si H est un p-sous-groupe de G, il existe un p-SYLOW de G qui contient H. Puisque HaG et que les p-SyLow
sont conjugués entre eux, H se trouve dans tous les p-SyLow de G.

Exercice 113
Montrer qu’un groupe d’ordre 56 n’est pas simple.

Solution 113
Soit G un groupe d’ordre 56 = 23 x 7. Soit ny le nombre de 2-SYLOW et n; le nombre de 7-SYLOW.
D’apres les théoremes de SYLOW

ny =1 (mod 2) na|7

ny =1 (mod 7) nr|8

Par conséquent ny € {1, 7} et ny € {1, 8}.

Si ny = 1, alors d’apres les théoremes de SYLOW G possede un sous-groupe distingué propre donc G n’est
pas simple.

Supposons que ny # 1, alors ny = 8 et G compte huit sous-groupes d’ordre 7, c’est-a-dire déja 8(7 — 1) = 48
éléments d’ordre 7 (remarque : 7—1 = nombre d’éléments non triviaux d’un sous-groupe d’ordre 7). En ajoutant
I’élément neutre nous avons donc "listé" 49 éléments du groupe G. Nous allons les noter g1 = e, go, ..., gao.
Supposons que ny = 7. Soit S un 2-SYLOW de G il est d’ordre 8. Notons e, hg, ..., hg ses éléments. Pour
des raisons d’ordre les h; n’appartiennent pas { g1, 92, - - - gao}. Donc G contient les éléments distincts g1, go,
<o+ Ga9, ho, hs, ..., hg; en particulier |G| > 49 4+ 7 = 56. Par hypothése ny = 7 donc G contient un 2-SyYLOw
T distinct de S. Soit k dans T ~. S. Pour des raisons d’ordre k n’appartient pas {gl, g2y - .-, Jag}. Par suite
G contient les éléments distincts g1, ga, ..., g9, N2, h3, ..., hs, k. En particulier |G| > 49+ 7+ 1 = 57 :
contradiction. Par conséquent ny # 7 et no = 1; d’apres les théorémes de SYLOW G posséde un sous-groupe
distingué propre donc G n’est pas simple.

Exercice 114
Montrer qu’un groupe d’ordre pq, ou p et ¢ sont premiers et distincts, ne peut étre simple.

Solution 114

Soit G un groupe d’ordre pg. Quitte & renommer p et ¢ nous pouvons supposer que p > ¢. Soit n, le nombre
de p-SyLow de G.

Les théorémes de SYLOW assurent que n, =1 (mod p) et n, divise ¢, autrement dit que n, =1 (mod p) et
n, € {1, ¢}. Mais comme p > ¢, ¢ # 1 (mod p). Par suite n, =1, i.e. il y a un seul p-SYLOW dans G qui est un
sous-groupe d’ordre p distingué dans G et propre. Il s’en suit que G n’est pas simple.

Exercice 115
Soit G = SL(2,F3) le groupe des matrices 2 x 2 de déterminant égal & 1 et & coefficients dans le corps

Fs =24,
1. Montrer que G est d’ordre 24.

1 1 1 0 1 1
, (1 N
2. Quel est Pordre des éléments ( 1 0 >, < 11 >, < 0 1 > de G7

3. Combien G a-t-il de 3-sous-groupes de SYLOW ?

4. Montrer que le sous-groupe H engendré par A = ( (1) _01 ) et B= ( } _11 ) est le seul sous-groupe
de G d’ordre 8.

5. Montrer que G est produit semi-direct de H par un sous-groupe K d’ordre 3.
6. Montrer que le centre de Z(G) de G est égal a {id, —id}.

7. Montrer que G/Z(G) ~ A, (rappelons que les éléments (1 2 3), (12)(34) et (1 3)(24) engendrent le
groupe Ay).
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Solution 115
1. Montrons que G est d’ordre 24.

Une matrice de G s’écrit M = ( CCL Z ) avec ad —bc =1 et a, b, c et d dans Z/gz. Cela donne 24 cas

possibles pour M.
2. Les ordres cherchés sont des diviseurs de 24 bien str. La matrice ( jl (1) ) est d’ordre 6. Les matrices

1 0 1 1 ,
(1 1>et(0 1)sontdordre3.

3. Soit ng le nombre de 3-SYLOW de G qui est d’ordre 24 = 23 x 3. Notons que les 3-SYLOW sont donc
d’ordre 3. Les théorémes de SYLOW assurent que nz = 1 (mod 3) et que ng divise 23 = 8. Il s’en suit que
n3 € {1, 4}. D’apreés 2. il y a au moins deux sous-groupes de G d’ordre 3. Par conséquent nz = 4.

0

1 _01 ) et B= ( v ) est le seul sous-groupe

4. Montrer que le sous-groupe H engendré par A = ( 1 1
de G d’ordre 8.

Vérifions dans un premier temps que H est d’ordre 8. En effet A2 = B? = —id donc A et B sont d’ordre

4. Posons C = AB = ( 711 1 ) On vérifie que

H={id, —id, 4, -A, B, -B, C, -C}

(le groupe H est le groupe des quaternions).

Soith(a b).AlorsN1:< d b).
c d —c a

Posons M = NAN~! et L = NBN~!. Remarquons que si  appartient Z/3Z et x # O, alors 22 = 1.

Un calcul montre que
M bd+ac  —(a®+b?)
“\ (+d?) —(bd+ ac)
C

Comme N appartient & G, nous avons ad — bc = 1.
Sia =0, alors —bc = 1 et b = —c. Si d = 0, alors M = A appartient & H. Si d # 0, alors M =

( _11 :1 ) =—CouM= ( :1 _11 ) = —M ; dans les deux cas M appartient a H.

Si maintenant abed # 0, alors a = —d et b = ¢ donc M = — A appartient & H.
On démontre de maniére analogue que L appartient & H. Ainsi H est distingué dans G. Or H est un
2-SYLOW de G. Par suite il n’y a qu’'un seul 2-SYLOW dans G puisque par conjugaison a partir d’un
2-SYLOW on obtient tous les 2-SYLOw. Or les 2-SYLOW sont les sous-groupes d’ordre 8 de G. Il y a donc
un unique sous-groupe d’ordre 8 dans G qui est H.

5. Montrons que G est produit semi-direct de H par un sous-groupe K d’ordre 3.

Soit K I'un des sous-groupes d’ordre 3 de G. Nous avons les propriétés suivantes : HNK = {e}, H est
distingué dans G et 3 x 8 = 24. Il s’en suit que G est un produit semi-direct de H par K.

Nous avons G = H x, K ou p: K — Aut(H) est tel que p(k) est 'automorphisme intérieur associé a
I’élément k € K.

6. Montrons que le centre de Z(G) de G est égal & {id, —id}.
Un élément M de G appartient & Z(G) si en particulier MA = AM et MB = BM.

Or AM = M A si et seulement si
—c —d\ (b —a
a b “\d —c
et BM = M B si et seulement si
a+b b+d\ (a+b a—-0D
a+c b—d ) \ c+d c—d )’
Ces deux égalités conduisent a a =d, b= —c,b+d=a—b,a=detb=c,soitaa=detb=c=0, i.e.

a M = +id. Par suite Z(G) = {id, id}.

61



7. Montrons que G/Z(G) ~ Ay.
Considérons ici G comme produit semi-direct de H par K. Définir un morphisme ¢ de G dans A4 c’est
définir ¢ sur H et K en respectant 'action de K sur H. Définir ¢ sur H c’est le définir sur les générateurs
A et B en s’assurant que leurs images vérifient les mémes relations, c’est-a-dire A2 = B2 = (AB)?. On
vérifie que ¢ défini par

p(A) = (12)(34) p(B) = (13)(24) p(C) = (123)

convient et que ker ¢ = {id, —id}. Par suite G/Z(G) = G/kergo ~ Ay.

Exercice 116
Si G est un groupe, on peut faire agir G par conjugaison sur lui-méme.
(1) Montrer que le centre Z(G) de G est constitué des éléments dont l'orbite est réduite & un point.
(2) (i) Si G est un p-groupe, p premier, montrer que le centre de G n’est pas réduit a4 {1}.
(ii) Soit G un groupe tel que G'/ 7(G) soit cyclique. Montrer qu’alors G est abélien.

(3) Montrer que le groupe des matrices triangulaires supérieures unipotentes

1
G= 0 € GL(3,F,)
0

O = %
—= % %

est un groupe non-abélien d’ordre p3.

Solution 116
(1) Montrons que le centre Z(G) de G est constitué des éléments dont l'orbite est réduite & un point.

C’est la définition du centre :
Z(G) ={z € G|gzg™" = z pour tout g € G}.

(2) (i) Si G est un p-groupe, p premier, montrons que le centre de G n’est pas réduit & {1}.
Notons €;, i € I, les orbites non réduites a un singleton. Puisque |€2;| divise |G| chaque |€;] est une
puissance de p distincte de 1. En écrivant G comme une union disjointe d’orbites on obtient

Gl =1Z(G)| +)_ |l
i
soit
0=|Z(G)| mod p.
Ceci montre que |Z(G)| # 1.
(ii) Soit G un groupe tel que G/ Z(G) soit cyclique. Montrons qu’alors G est abélien.

Par hypothese il existe un élément a de G dont la classe @ € G/ Z(G) engendre G/ Z(G): Tout élément
de G peut alors s’écrire a*h avec k € Z et h € Z(G). Puisque

a*h-a¥'n =" b = o*F h'h = o* W akh
le groupe G est aélien.

(3) Montrons que le groupe des matrices triangulaires supérieures unipotentes

1
c={[o € GL(3,F,)
0

O = ¥
— % %

est un groupe non-abélien d’ordre p>.
Chacun des coefficients * est un élément arbitraire de F,, d’ott p? choix possibles; de plus

0
et 1
1

O O =
O = =
= o O
S O
o = O

ne commutent pas d’ou le résultat.
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Exercice 117
Soit G un groupe fini d’ordre |G| = p*m avec p premier et pged(p,m) = 1. Soient S C G un p-SyLow et H
un sous-groupe de G. Montrer qu’il existe g € G tel que gSg~! N H soit un p-SYLOW de H.

Solution 117

On a |G| = p®m et |H| = p’n. On fait agir G (et donc également H) par translation sur 'ensemble X des
classes & gauche de G modulo S. Notons que g’ € Stab(gS) équivaut a g’ € gSg~!. Par ailleurs I'ensemble X est
de cardinal m qui n’est pas un multiple de p. L’une des orbites {2 de X sous I'action de H est donc de cardinal
p° pour un certain ¢ < b. Mais comme de plus [Stab(z)| - |2| = [H| = p’n et pged(|Q2],p) = 1 on a finalement
|| = n et [Stab(x)| = p® comme attendu.

Exercice 118
(1) Soient k un corps et G un groupe fini. Montrer qu’il existe un entier n tel que G soit isomorphe & un
sous-groupe de GL(n, k). [Indication : on pourra commencer par plonger G dans un groupe symétrique.|
(2) Soit I, le corps a p éléments ou p désigne un nombre premier. Montrer que le groupe des matrices
triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale est un p-SyLow de GL(n,F,).

Solution 118
(1) Tout groupe fini se plonge dans un groupe symétrique S,, en faisant agir G sur lui-méme par translation
ce qui montre que n = |G| convient. De plus le groupe symétrique S,, se plonge dans GL(n,k) pour tout
corps k en faisant agir S,, sur les vecteurs d’'une base de k™.
(2) Le cardinal de GL(n,F,) est (compter les base de (IF,)”

IGL(n,Fp)| = (0" — )" —p)(p" — p?) ... (p" — p" 1) = p' 2+ =Dy

avec pged(m,p) = 1. Or plt2+-+(n=1) est le cardinal du groupe des matrices triangulaires unipotentes.

Exercice 119
Supposons qu’il existe un groupe simple G d’ordre 180.

a) Montrer que G contient trente six 5-SYLOW.

b) Montrer que G contient dix 3-SYLOw. Montrer que deux 3-SYLOW distincts ne peuvent pas contenir un
méme élément g # eq (Indication : considérer les ordres possibles pour le centralisateur de g, observer
qu'un groupe d’ordre 18 admet un unique 3-SYLOW).

c¢) Conclure.

Solution 119

a) Montrons que G contient trente six 5-SYLOW. Pour tout premier p qui divise |G| notons n, le nombre de
p-SYLOW de G. Les théorémes de SYLOW assurent que ns divise 36 et n5 = 1 (mod 5). Ceci implique que
ns appartient a {1, 6, 36}. Puisque par hypothése G est simple on ne peut avoir ny = 1 (sinon I'unique
5-SYLOW serait distingué dans G). Il en résulte que ny appartient a {6, 36}. Supposons que ns = 6. Alors
I’action transitive de G par conjugaison sur l’ensemble de ses 5-SYLOW induit un morphisme non trivial
G — Sg. Le groupe G étant par hypothese simple, le noyau de ce morphisme est trivial, i.e. ce morphisme
est injectif. Le morphisme G — Z/QZ donné par la signature a nécessairement un noyau trivial donc G
est un sous-groupe de Ag. D’une part |Ag| = @ = %! = 360, d’autre part |G| = 180, autrement dit
G est d’indice 2 dans Ag. Le groupe G est donc un sous-groupe distingué non trivial et propre de Ag :
contradiction avec le fait que Ag est simple. Par conséquent ns = 36.

b) Montrons que G contient dix 3-SyLow. Pour tout premier p qui divise |G| notons n, le nombre de p-
SYLOw de G. Les théorémes de SYLOW assurent que ng divise 20 et ng = 1 (mod 3). Ceci implique que
ng appartient a {1, 4, 10}. Puisque par hypotheése G est simple on ne peut avoir ng = 1 (sinon I'unique
3-SYLOW serait distingué dans G). Si ng était égal & 4, on en déduirait comme au a) un morphisme injectif
de G dans Sy ce qui est impossible car 180 = |G| > |S4| = 4! = 24. Ainsi ng = 10.

Montrons que deux 3-SYLOW distincts ne peuvent pas contenir un méme élément g # eg.

Soient S et T deux 3-SYLOW de G distincts. Soit g € SNT. Notons Z = {z € G|zg = gz} le centralisateur
de g dans G. Supposons que g # eq. Un groupe d’ordre 9 étant abélien, Z contient S et T'. Par conséquent
|Z] € {18, 36, 45, 90}. L’action transitive de G sur Gr/Z induit un morphisme injectif de G vers SG/Z' Or

|G| = 180 et S, | € {2, 4! = 24, 5! = 120, 10!} donc

SG/Z‘ = 10! et |Z| = 18. Ainsi S et T sont des
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3-SYLOW de Z et un groupe d’ordre 18 admet un unique 3-SYLOW d’ou S = T : contradiction. Finalement
SNT ={eg}.

c) D’apres a) le groupe G contient exactement 36 x 4 = 144 éléments d’ordre 5.
D’apres b) le groupe G contient dix 3-SYLOW dont les intersections deux & deux sont triviales. Par suite
il y a dans G exactement 10 x 8 = 80 éléments distincts de eq d’ordre divisant 9.
Ainsi G possede au moins 144 + 80 = 224 > 180 éléments distincts : contradiction.
Il n’existe donc pas de groupe simple d’ordre 180.

Exercice 120
Expliciter les sous-groupes de SYLOW des groupes alternés Ay et As.

Solution 120

Déterminons les sous-groupes de SYLOW de A4. Le groupe A4 est d’ordre 12 = 22 x 3.

Les théorémes de SYLOW assurent que

— le nombre ny de sous-groupes d’ordre 22 = 4 de A4 est 1 ou 3;

— le nombre ng de sous-groupes d’ordre 3 de A4 est 1 ou 4.

Le groupe A4 ne contient pas de cycle de longueur 4 donc les seuls éléments d’ordre pair sont les doubles
transpositions. Il y en a trois ainsi A4 contient un seul sous-groupe d’ordre 4, isomorphe au groupe de KLEIN
Loz x g,

Le groupe A4 contient les cycles de longueur 3. Il y en a plus de deux donc n3 = 4.

Déterminons les sous-groupes de SYLOW de As. Le groupe Ajs est d’ordre 60 = 22 x 3 x 5.

Les 3-SyrLow de As sont d’ordre 3, donc cycliques; chacun est engendré par un 3-cycle et contient deux
3-cycles. Les 3-SYLOwW sont deux a deux d’intersection réduite a {e}. Comme il y a vingt 3-cycles dans As, il y
a dix 3-SyLow.

On peut aussi utiliser les théorémes de SYLOW : le nombre de 3-SYLOW est = 1 (mod 3) et divise 20; c’est
donc 1, 4 ou 10. Puisque Aj est simple il ne peut y avoir qu’un seul 3-SYLOW. Si c’est 4 I’action par conjugaison
de As sur ensemble de ses 3-SYLOW induit un morphisme de A5 dans Sy qui est non trivial (car l’action par
conjugaison est transitive) et donc injectif (car le noyau distingué est forcément trivial puisque As est simple) :
contradiction avec le fait que l'ordre de As ne divise par celui de Sjy.

Les 5-SyLow de As sont d’ordre 5, donc cycliques; chacun est engendré par un 5-cycle et contient quatre
5-cycles. Les 5-SYLOW sont deux & deux d’intersection réduite & {1}. Comme il y a vingt-quatre 5-cycles dans
As, il y a six 5-SYLOW.

On peut aussi utiliser les théorémes de SYLOW : le nombre de 5-SYLOW est = 1 (mod 5) et divise 12;
c’est donc 1 ou 6. Puisque Aj est simple il ne peut y avoir qu’un seul 5-SYLOW. Par conséquent le nombre de
5-SYLOW est 6.

On a donc déterminé 6 x 4 = 24 éléments d’ordre 5 et 2 x 10 = 20 éléments d’ordre 3 ce qui fait, en ajoutant
I'identité, 45 éléments de As.

Soit no le nombre de 2-SYLOW, i.e. le nombre de sous-groupes d’ordre 4 de As;. Rappelons qu’un groupe
d’ordre 4 est soit cyclique, soit isomorphe a Z/QZ X Z/QZ.

Le groupe As ne contient pas d’élément d’ordre 4. En effet les éléments d’ordre 4 du groupe symétrique Ss
sont les 4-cycles qui sont des permutations impaires. Par suite chaque 2-SYLOW est isomorphe a Z/2Z X Z/QZ;
il est engendré par deux produits de deux transpositions qui commutent et contient trois éléments d’ordre 2.
Les trois éléments d’ordre 2 sont les trois produits de deux transpositions qui commutent qu’on peut former
avec quatre éléments de {1, 2, 3, 4, 5}. On en déduit que les 2-SYLOW sont deux & deux d’intersection réduite
a {e}. I y a 15 éléments d’ordre 2 dans Ajs et cing 2-SYLOW.

Exercice 121
Expliciter les sous-groupes de SYLOW des groupes diédraux Dg et Dqg.

Solution 121

i) Déterminons les sous-groupes de SYLOW du groupe Dg. Le groupe Dg est d’ordre 23 = 8. Les 2-SYLOW
sont d’ordre 23, il n’y en a donc qu’un, c’est Dg.
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ii) Déterminons les sous-groupes de SYLOW du groupe Dig. Le groupe Dig est le groupe des isométries du

plan qui conservent un pentagone régulier, il est d’ordre 2 x 5 = 10.

Soit no le nombre de ses 2-SYLOW, i.e. le nombre de ses sous-groupes d’ordre 2. D’apres les théoremes de
SYLOW ng = 1 (mod 2) et ng divise 5. Ainsi ny € {1, 5}. Par ailleurs les sous-groupes de Do engendrés
par les cinq symétries par rapport aux médiatrices de chacun des c6tés du pentagone sont cing groupes
d’ordre 2. 1l s’en suit que ng = 5.

Soit ns le nombre de 5-SYLOW de Dy, i.e. le nombre de sous-groupes d’ordre 5 de D1g. Les théoremes de
SYLOW assurent que ns = 1 (mod 2) et ns divise 2. Il n’y a donc qu’un unique 5-SYLOW, le sous-groupe
engendré par la rotation d’angle %’T dont le centre est le centre du pentagone.

Exercice 122

a) Quel est ordre d'un p-SyLow de S, 7

b)
c)

Combien y a-t-il de p-SyLow dans S, 7

En déduire le théoreme de Wilson, c’est & dire

(p—1)!'=—1 mod p.

Solution 122

)

b)

L’ordre de S, est p! = p(p — 1)!. De plus p et (p — 1)! sont premiers entre eux. Par suite un p-SYLOW de
Sp est d’ordre p.

Pour déterminer le nombre de p-SYLOW de S, on cherche combien il y a d’éléments d’ordre p de S,. Ce
sont les p-cycles qui sont conjugués entre eux. Pour calculer leur nombre il suffit de calculer l'ordre du
centralisateur C' de 'un d’eux, par exemple du p-cycle o = (1 2 ... p). Si s est une permutation, alors

sos™t=(s(1) 5(2) ... s(p))
Donc s € C'si
(0(1) o(2) ... a(p)) = (s(1) 5(2) ... s(p))
c’est-a-dire si s est une puissance de la permutation circulaire d’ordre p. L’ordre de C' est donc égal a p et
ilya %! = (p — 1)! éléments d’ordre p dans S, car SIVC est en bijection avec les conjugués de o.

Ces éléments d’ordre p se répartissent entre (’; —_11)! = (p — 2)! p-SyLow de S, qui contiennent chacun
(p — 1) éléments d’ordre p.

Autre rédaction possible : un p-SYLOW est d’ordre p, p étant premier, un p-SYLOW est donc un sous-groupe
cyclique d’ordre p. I y a (p — 1)! p-cycles dans S, donc % = (p—2)! p-SyLow.

Notons n, le nombre de p-SYLOW. D’apres b) on a n, = (p—2)!. D’apreés les théoremes de SYLOW n, =1
mod p. Donc (p—2)! =1 mod pet (p—1)! =p—1mod p. Mais p— 1 = —1 mod p. Il en résulte que
(p—1)!'=—-1 mod p.

Exercice 123
On cherche & montrer que Ay est le seul groupe simple d’ordre 60.

)
b)

Faire la liste des éléments de A5 avec leur ordre respectif. Décrire les classes de conjugaison dans As.
Montrer que As est simple.

Soit G un groupe simple d’ordre p*m avec a > 1 et m non divisible par p. Notons n, le nombre de
p-SYLOW de G. Montrer que |G| divise ny!.

Soit G un groupe simple d’ordre 60. Montrer que le nombre de 2-SYLow de G est égal a 5 ou a 15.
En déduire que G contient un sous-groupe d’ordre 12.

Conclure.

Solution 123

a)

Faisons la liste des éléments de A5 avec leur ordre respectif.

Les 60 éléments de Az sont les suivants :
e l'identité d’ordre 1 qui forme une classe de conjugaison ;
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e les double transpositions (a b)(c d) ou {a, b, ¢, d} est de cardinal 4. Elles sont au nombre de 15, elles
sont d’ordre 2 et elles forment une classe de conjugaison ;
e les 3-cycles (a b ¢) ot {a, b, ¢} est de cardinal 3. Ils sont au nombre de 20, ils sont d’ordre 3 et forment
une classe de conjugaison ;
e les 5-cycles (a b cde) ou {a, b, ¢, d, e} est de cardinal 5. Ils sont au nombre de 24, ils sont d’ordre 5
et forment deux classes de conjugaison : celle de (1234 5) et (2134 5).
Nous avons bien énuméré tous les éléments de As : 1+ 15+ 20 + 24 = 60.

Montrons que Aj est simple. Soit H # {e} un sous-groupe distingué de As. Puisque H est distingué, H est
réunion de classes de conjugaison dans A5. Comme aucun des entiers 1+15 =16, 14+12 = 13, 1+ 24 = 25,
14+15+12=281+154+24=40,14+20=21,1+204+15=36,14+20+12=33,1+20+24 =45
ne divise 60 = |As], le théoréeme de LAGRANGE assure que H contient nécessairement toutes les classes de
conjugaison de As, donc H = As;.

Regardons l'action transitive de G par conjugaison sur 'ensemble Syl, de ses p-SyLow. Comme G est
simple n, > 1. On obtient donc un morphisme non trivial G — SSylp ~ §,,. Puisque G est simple ce
morphisme est injectif. Il en résulte que |G| divise |S,, | = n,!.

Soit G un groupe simple d’ordre 60. Montrons que le nombre de 2-SYLOW de G est égal a 5 ou & 15.
Soit no le nombre de 2-SYLOW. Les théoréemes de SYLOW assurent que mo est impair et divise 15; par
suite ny appartient a {1, 3, 5, 15}. Le groupe G étant simple, na # 1, i.e. ny appartient & {3, 5, 15}. Le
groupe G est d’ordre 22 - 15; d’apres le ¢) |G| divise na! donc ny # 3. Ainsi ny vaut 5 ou 15.

Montrons que G contient un sous-groupe d’ordre 12.

Supposons dans un premier temps que ne = 5; alors le normalisateur d’un 2-SYLOW de G est de cardinal
60/5 = 12 d’ou le résultat.

Supposons désormais que ny = 15. Montrons qu’il existe deux 2-SyLow distincts S et T tels que |[SNT| = 2.
Sinon on aurait exactement 15 -3 4+ 1 = 46 éléments d’ordre divisant 4. De plus les théoremes de SYLOw
assurent que ns = 6 donc que G contient 6 - 4 = 24 éléments d’ordre 5. Ainsi d’une part G contient au
moins 46 4+ 24 = 70 éléments et d’autre par |G| = 60 : contradiction. On dispose donc de deux 2-SYLOW
distincts S et T tels que SNT = {e, g} avec g d’ordre 2. Désignons par H le centralisateur de g dans G.
Alors H contient S et T donc son cardinal est multiple de 4 et > 6. Ainsi |H| appartient & {12, 20, 60}.
Si [H| = 20, alors l'action transitive de G sur G'/H induit un morphisme injectif G — Sg by Ss :
contradiction. Si [H| = 60, alors g est dans le centre de G ce qui assure que le centre Z(G) de G est non
trivial : contradiction avec le fait que G est simple. Il s’en suit que |H| = 12.

Soit H le sous-groupe de G d’ordre 12 construit au e). L’action transitive de G sur G/H induit un mor-
phisme injectif ¢p: G — SG/H ~ Ss. Ainsi G est isomorphe & un sous-groupe d’ordre 60 de S5 qui est

nécessairement As.

Exercice 124
Soit n > 1. On note Int(S,,) le sous-groupe des automorphismes intérieurs de Aut(S,,).

)

b)

Soit ¢ € Aut(S,,) tel que ¢ transforme toute transposition en une transposition.
Montrer que ¢ est intérieur.

Soit o € S,,. Déterminer le cardinal du commutant
Z(o)={r€S,|Tor™ =0}

de o.

En déduire que si n # 6, on a Int(S,) = Aut(S,).

Soit n > 5 tel que Int(S™) = Aut(S,,). Montrer que tous les sous-groupes d’indice n de S,, sont conjugués.
En utilisant les 5-SYLOW de S5 montrer qu’il existe un sous-groupe H d’indice 6 de Sg opérant transitive-
ment sur {1, 2, ..., 6}.

Soit ¢ une puissance D’un nombre premier et n > 2. Construire un morphisme de groupes injectif canonique
PGL(n,F,) — Sy avec N = £=1.

q—1
Construire géométriquement un sous-groupe H' d’indice 6 dans Sg opérant transitivement sur {1, 2, ..., 6}.
En déduire que Aut(Sg) # Int(Ss).

Solution 124
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a)

Soit ¢ € Aut(S,,) tel que ¢ transforme toute transposition en une transposition.

Montrons que ¢ est intérieur.

Puisque tout automorphisme de S; est intérieur deés que ¢ < 3 (a vérifier) on peut supposer que n > 4.
Le groupe symétrique est engendré par les transpositions 7; = (1 ¢) pour ¢ > 2. Comme 7; et 7; ne
commutent pas si ¢ # j les supports des transpositions ¢(7;) et ¢(7;) ont exactement un point en commun
noté ;. Puisque ¢(7;) a un point commun avec ¢(71), ¢(72) et ©(73) ils ont nécessairement tous oy
en commun. Ecrivons ¢(7;) = (a1 ;). L’application ¢ étant injective {ay, aa, ..., an} = {1,2 ..., n}.
Définissons la permutation o € S,, par a(i) = «; pour tout 1 < ¢ < n. Ainsi ¢ est la conjugaison par « et
© appartient a Int(S,).

Soit o € S,,. Déterminons le cardinal du commutant
Z(o)={r €S, |tor ! =0}

de 0. Décomposons o en produit de cycles a supports disjoints, k1 cycles de longueur 1, ..., k, cycles de
longueur n, avec n = Z ik;. Un élément qui commute a o doit préserver la décomposition en cycles de

o et donc envoyer le sui)port d’un k-cycle sur celui d’'un autre k-cycle, en respectant ’ordre cyclique du
support de ces cycles pour tout k. Ainsi le commutant d’un n-cycle de S,, est composé des puissances de
ce dernier. Finalement on obtient
1Z(0)] = ] ] kati™.
1

Montrons que sin # 6, on a Int(S,,) = Aut(S,,). Soit ¢ un automorphisme de S,,. Si 7 est une transposition
de S, alors ¢(7) est aussi d’ordre 2 et est donc un produit de k transpositions a supports disjoints. On a
|Z(7)| = | Z(¢(7))| ce qui se réécrit 2(n — 2)! = 2Fk!(n — 2k)!. Puisque n # 6 on a k = 1. D’aprés a) ¢ est
donc intérieur.

Soit n = 5 tel que Int(S™) = Aut(S,,). Montrons que tous les sous-groupes d’indice n de S,, sont conjugués.
Soit H un sous-groupe d’indice n de S,,. L’action transitive de S,, sur S’VH induit un morphisme de groupes

6: Sy = Ss,, = S

Puisque ker ¢ est un sous-groupe distingué de S,,, ker ¢ € {{id}, A, S»}. Le groupe ker ¢ agit trivialement
sur la classe de H dans S"/H, d’ott ker ¢ C H. 1l en résulte que ker ¢ = {id}, i.e. que ¢ est injective. Ainsi
¢ appartient & Aut(S,,). Par hypothése il existe une permutation o telle que ¢ soit la conjugaison par o.
Or par construction ¢ envoie H sur le stabilisateur d’un point (la classe de H) dans Sg, iy S,,. Enfin

dans S, les stabilisateurs d’un point de {1, 2, ..., n} sont tous conjugués.

En utilisant les 5-SyLOw de S5 montrons qu’il existe un sous-groupe H d’indice 6 de Sg opérant transi-
tivement sur {1, 2, ..., 6}. Les théorémes de Sylow assurent que S5 admet un ou six 5-SyLow. Comme
As est simple S5 n’admet pas de sous-groupe distingué d’ordre 5 et S5 admet exactement six 5-SYLOW.
Notons X l’ensemble des 5-SYLOW de Ss. L’action de S5 sur X par conjugaison est transitive et induit
un morphisme de groupes
w:Ss = Sx ~ S¢

dont le noyau est trivial (les sous-groupes distingués de S5 sont {id}, A5 et S5). Le groupe H = u(S5) C Sg
est un sous-groupe d’indice 6 de Sg opérant transitivement sur {1, 2, ..., 6}.

Preuve géométrique, par récurrence sur n : espace projectif P"~1(k) est réunion disjointe d’un espace
affine de dimension n— 1 sur k (disons k™) et d’un hyperplan projectif de dimension n—2, i.e. isomorphe &
un P"~2(k), appelé hyperplan & I'infini. On a donc P*"~!(k) = k=! LUP"~2(k). On en déduit par récurrence
la formule suivante

|]Pm_1(Fq)| _ qn—l 4 qn—2 N q+ 1.

Autre preuve : le groupe PGL(Fy) agit fidelement sur P(Fy) d’ot le morphisme de groupes injectif

@ PGL(F;) — S]pn—l(]Fq)

Or par définition on a P"~}(F,) = Fa ~ {0}/19‘* donc [P"~H(F,)| = ‘I%*I‘ = q;:11_ Par conséquent il existe
q q

un morphisme de groupes injectif
@Y. PGL(FZ) — SPn—l(]Fq)
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g) Construisons géométriquement un sous-groupe H' d’indice 6 dans Sg opérant transitivement sur {1, 2, ..., 6}.

Le groupe H' = PGL(2,F5) vu comme sous-groupe de Sg par action sur P*(Fs) n’est pas conjugué a
S5 = Stab(6) C Sg puisqu’il ne fixe aucun point.

h) Montrons que Aut(Sg) # Int(Se).

Les d), e) et g) assurent que le groupe Sg posseéde au moins un automorphisme extérieur.

Exercice 125 [Simplicité de A,,, g > 5, version 2]

a) Montrer que le groupe Aj; est simple.

b

d

Soit n > 3. Montrer que les 3-cycles engendrent A,,.
Montrer que A,, est simple dés que n > 5.

Montrer que A4 n’est pas simple.

)
c)
)
e) Soit n > 3. Soient a, b dans {1, 2, ..., n} et o € S,,. Montrer que
oo(ab)oo = (a(a) o (b))

f) Soit n

3. Montrer que le centre de S,, est réduit a {id}.
g) Soit n > 5.

P
> 5. Montrer que les sous-groupes distingués de S, sont {id}, A, et S,.

Solution 125

a) Le groupe A5 a 60 éléments :
— le neutre;
— 15 éléments d’ordre 2 (produit de deux transpositions disjointes) ;
— 20 éléments d’ordre 3 (3-cycles) ;
— 24 éléments d’ordre 5 (5-cycles).
Les 3-cycles sont conjugués dans A5|ﬂ Les éléments d’ordre 2 le sont aussi : si 7 = (a b)(c d)(e) et
7 = (a' V)(c d')(e’) on définit o € A, tel que o(a) =a’, o(b) = b et o(e) = ¢’ alors o70 ! = 7.
Soit H un sous-groupe distingué non trivial de As. Si H contient un élément d’ordre 3 (respectivement 2),
alors il les contient tous d’apres ce qui précede. Si H contient un élément d’ordre 5, il contient le 5-SYLOw
engendré par cet élément donc tous les 5-sous-groupes de SYLOW puisqu’ils sont conjugués ainsi tous les
éléments d’ordre 5.
Le groupe H ne peut pas contenir un seul des trois types d’éléments précédents en plus du neutre car ni
25=24+1,ni 21 =20+ 1, ni 16 = 15 + 1 ne divisent 60 (rappel : |H| divise |A5| = 60). Par conséquent
H contient au moins deux des trois types d’ou

[H| > 15+ 20 + 1 + 36.

Comme |H| divise |A5| = 60 on obtient [H| = 60 et H = As5.

b) Puisque le groupe S, est engendré par les produits de transpositions, le groupe A, est engendré par les
produits pairs de transpositions et on a

(ab)(bec)=(abec)
(a b)(a c) = (a cb)
(notons au passage que tous les 3-cycles sont dans A,,) et

(ab)(cd)=(ab)(ac)(ac)(cd)= (acb)(acd)

9. Le groupe As est 3 fois transitif sur {1, 2, ..., 5}, i.e. si a1, a2, a3 sont distincts et b1, ba, b3 sont distincts il existe o € As
tel que o(a;) = b;. En effet écrivons

{17 27"'75}:{a17a27'--7a5}:{blvb27-"7b5}

et considérons o € S5 telle que o(a;) = b; pour tout ¢ =1, 2, ..., 5; si o est paire c’est terminé, sinon nous composons ¢ avec la
transposition (a4 as).
Soient o = (a1 a2 a3), T = (b1 bz b3); d’aprés ce qui précéde il existe ¢ dans As tel que ¢(a;) = b;. Alors T = pop~!
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c) Posons E = {1, 2, ..., n}. Soit {id} # H<A,. Soit 0 € H \ {id}. On se rameéne au cas n = 5; pour ce
faire on va fabriquer a partir de o un élément non trivial de H qui n’agit que sur un ensemble a 5 éléments
donc qui a n — 5 points fixes.

Comme o # id il existe a € E tel que b = o(a) # a. Soit ¢ € E tel que ¢ & {a, b, o(b)} (un tel ¢ existe
puisque n > 5). Soit 7 le 3-cycle donné par 7 = (a ¢ b). Alors 77! = (a b ¢). Considérons p défini par

p=T10r ot = (a cb)(o(a) o(b) o(c)).

Comme b = o(a) 'ensemble F' = {a, b, 0(a), o(b), o(c)} a au plus 5 éléments et p(F) = F, pjgp =
id|gp. Quitte & ajouter au besoin des éléments & F' on peut supposer que |F'| = 5. Notons que p(b) =
7(o(b)) # b (en effet o(b) # 771(b) = ¢) donc p # id.

Considérons A(F') 'ensemble des permutations paires de F'. Il satisfait les deux propriétés suivantes

— A(F) est isomorphe & Aj ;

— A(F) se plonge dans A, via u — T ol

{ H‘F =Uu

Up.r =idgr

Soit Hy = {u € A(F)|w € H} = HnN A(F). Alors

— Hp« .A(F) ;

— pir € Ho;

— pF # idr.

Comme A(F) # Ajs est simple on a Hy = A(F'). Soit alors u € A(F) un 3-cycle. Il appartient & Hy donc
w qui est encore un 3-cycle appartient a H. Mais comme les 3-cycles sont tous conjugués dans Anlﬂ ils
appartiennent tous & H et puisqu’ils engendrent A,, (cf b)) on a H = A,,.

d) Le groupe A4 n’est pas simple car
{id, (12)(34), (13)(24), (1 4)(23)}

est un sous-groupe distingué de A4 d’ordre 4.
e) Calcul direct.
f) Soit o un élément du centre de S,,. En particulier oo (12) = (12) oo, d.e. 00(12)oo~t = (12). Par

suite d’apres e)
’ (0(1) 0(2)) = (1 2).

Ainsi nécessairement o(1) = 1 ou (1) = 2. De méme oo (1 3) = (1 3) oo et donc

(0(1) 0(3)) = (1 3).

Il en résulte que (1) = 1. Ce qu’on a fait avec 1 peut étre fait avec n’importe quel entier compris entre 2
et n. Il en résulte que o = id.

Réciproquement id commute avec toutes les permutations.

g) Soit Ha S,,. Alors HN A, < A,, donc HN A, € {id, .An}.
SiHNA, =A,,alors H=A, ou H=3G,.
Si HNA,, = {id}, alors la signature € induit un isomorphisme de H sur ¢(H) C {1, —1}. Par suite |H| < 2.
Si |H| = 2, alors H = {id, o}. Mais si 7 € S,, comme 707! appartient A Het ro7~! #id ona ror~! = 0.
Autrement dit o appartient au centre de S,, d’ott o =id (f)) : contradiction. Il en résulte que H = {id}.

Exercice 126
Soit G un groupe d’ordre 2009.

1. Montrer que G ~ P x Q ou P est un groupe d’ordre 41 et Q est un groupe d’ordre 49. En déduire que
chaque groupe d’ordre 2009 est abélien.

10. Le groupe A,, est (n — 2) fois transitif sur {1, 2, ..., n}, i.e. si a1, ag, ..., an—2 sont distincts et by, b2, b2 sont distincts
il existe o € A, tel que o(a;) = b;. En effet écrivons
{17 2, ..., TL} = {a17 az, ..., Gn—2, Gn—1, an} = {b17 b27 ceey bn727 bnfly bn}
et considérons o € S, telle que o(a;) = b; pour tout ¢ =1, 2, ..., n; si o est paire c’est terminé, sinon nous composons o avec la

transposition (an—1 an).

Soient o = (a1 a2 a3), T = (b1 by ... b3); d’aprés ce qui précede il existe ¢ dans A, tel que @(a;) = b;. Alors 7 = pop~!
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2. Classifier a isomorphisme pres tous les groupes d’ordre 2009.
3. Soient P est un groupe d’ordre 41 et Q est un groupe d’ordre 49. Montrer que Aut(G) ~ Aut(P) x Aut(Q).

4. Montrer que
a) si Q est cyclique, alors Aut(Q) est cyclique aussi. Quel est 'ordre de Aut(Q) quand Q est cyclique ?
b) si Q n’est pas cyclique, alors Aut(Q) est isomorphe a GL(2,F7) ot F7 est le corps & 7 éléments. Quel
est l'ordre de GL(2,F7)?

Solution 126

1. Notons que |G| = 2009 = 72 x 41. D’apres le premier théoréme de SYLOW le groupe G possede un 41-
SyLow P d’ordre 41 et un 7-SyLow Q d’ordre 49. Notons n, le nombre de p-SyLow de G. D’apres le
troisiéme théoréme de SYLOW

© nyy est congru a 1 modulo 41 et divise 49 donc est égal a 1;

© nz est congru a 1 modulo 7 et divise 41 donc est égal a 1.
Nous en déduisons que P <G et Q< G.
Nous constatons aussi que P N Q = {e}, que G = PQ et que les deux sous-groupes dans le produit sont
distingués dans G. Tout ceci revient a dire G ~ P x Q.
Reste a montrer que G est abélien. Notons que P et QQ sont abéliens puisque P est d’ordre premier et que
Q est d’ordre premier au carré. Par ailleurs les éléments de P commutent avec ceux de Q. Ainsi G est
abélien.

2. D’apres 1. tous les groupes d’ordre 2009 sont abéliens, il suffit donc pour répondre a cette question
d’appliquer le théoréme de structure pour les groupes abéliens de type fini. Ce théoréme montre qu’il y a
deux groupe non isomorphes d’ordre 2009

Z z Z Z Z
V497, % 7417, et &R VRN

soit encore
Z Z Z
720097 et 71 X 877

3. Remarque. Si ¢ est un automorphisme de G, alors ¢(P) = P et ¢(Q) = Q. En effet comme dans tout
groupe et pour tout p premier 'image par un morphisme d’un p-élément est un p-élément et que P et Q
sont les seuls 41-SYLOW et 7-SYLOW de G respectivement, ¢(P) C P et ¢(Q) C Q. Comme ¢ est une
bijection ces deux inclusions sont en fait des égalités.

Il découle de la Remarque précédente que la restriction de tout automorphisme ¢ € Aut(G) au sous-groupe
P (respectivement Q) est un automorphisme qu’on appellera p (respectivement ¢q) de P (respectivement
Q). Les automorphismes de ¢p et ¢q ainsi définis sont uniquement définis puisqu’ils sont les restrictions
d’un méme automorphisme aux sous-groupes P et Q respectivement.

Considérons 'application
®: Aut(G) = Aut(P) x Aut(Q), v = (pp,0q)
Remarquons que ®(id) = (id, id). Soient ¢ et ¢ deux éléments de Aut(G). Alors d’une part

(pog)p(P) = (pog)(P)
= p(a(P))

wp(¢p(P))

= (ppoop)(P)

et d’autre part

(pod)a(Q) = (po9)(Q)
= »(¢(Q))
= ¢q(9q(Q))
(pq 0 6q)(Q)

Autrement dit ® est un morphisme de groupes.
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Montrons maintenant que ® est un isomorphisme.
Commencons par montrer que ® est injective. Un automorphisme ¢ de Aut(G) appartient a ker ® si et
seulement si pp = idp et pq = idg. Or tout élément de G s’écrit sous la forme zy avec z € P et y € Q.
Ainsi

e(zy) = o(x)e(y) = vp(r)pq(y) = idp(z)idq(y) = zy.

Montrons que ® est surjective. Soient 1 dans Aut(P) et o dans Aut(Q). Considérons I'application

0:G— G, xy = p1(x)2(y)

avec x € P et y € Q. L’application ¢ est définie sans ambiguité puisque G étant la somme directe de P et
de Q chacun de ses éléments s’écrit de maniére unique comme produit d’un élément de P et d’un autre
de Q Montrons que ¢ est un automorphisme de G dont I'image sous 'action de ® est (¢1, v2).

Le fait que @1 et @2 soient des morphismes de groupes entraine que ¢ est un morphisme de groupes. Il
en est de méme pour la surjectivité de . Supposons que p(zy) = 1 pour z € P et y € Q. La définition
de ¢ implique que @i (x)pa(z) = 1. Or ¢ (z) appartient & P, vo(y) appartient & Q et PN Q = {e} donc
v1(z) = ¢2(y) = 1. Puisque ¢; est un automorphisme de P et ¢ un automorphisme de Q nous obtenons
x =y = 1. Comme G = PQ tout élément de ker ¢ s’écrit comme produit d'un x € P et d'un y € Q. Ainsi
ker ¢ = {e}.

Finalement ¢ est un automorphisme de G. Il s’ensuit de la définition de ¢ que pp = @1 et pq = 2. Par
conséquent ®(¢) = (¢1, p2). Ainsi ® est surjective.

4. a) Si Q est cyclique, il est isomorphe a (Z/49Z,+>. Alors |[Aut(Q)] = ¢(49) = 7 x 6 = 42 ou ¢ est la
fonction indicatrice d’EULER. Comme 42 = 2 x 3 X 7 le théoréme chinois assure que Aut(Q) est cyclique
d’ordre 42.

b) Supposons maintenant que Q soit non cyclique. Alors Q ~ (Z/7Z X Z/7Z, +). Ce dernier groupe peut
aussi étre considéré comme ’espace vectoriel de dimension 2 sur le corps F7 avec la base canonique
e1 = (1,0) et e = (0,1). La loi externe induite par F7 est décrite par les identités

Aep = (1,0) + (1,0) + ...+ (1,0) deg = (0,1) +(0,1) + ...+ (0,1)

A fois A fois

avec A € Fz, identités qui sont ensuite étendues au groupe tout entier par linéarité. Cette action est
définie sans ambiguité.
Soit ¢ € Aut(Q), alors

e(Xer) = ©((1,0) 4+ (1,0) + ...+ (1,0))
A fois
= ©(1,0) +¢(1,0) + ...+ ¢(1,0)
A fois
= p((1,0))
= Ap(er)
et
o(Aea) = ©((0,1)4(0,1)+ ...+ (0,1))
A fois
= ©(0,1) +¢(0,1) 4+ ...+ ¢(0,1)
A fois
= p((0,1))
Ap(e2)

Ainsi ¢ est une application linéaire. Etant bijectif ¢ € GL(2,F;). Par suite Aut(Q) C GL(2,Fr).
L’autre inclusion est claire car chaque bijection linéaire de F7; x F7 est aussi un automorphisme du
groupe Z/7Z X Z/7Z' Finalement |GL(2,F7)| = (72 — 1)(7? = 7).

Exercice 127
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1. Soit H un sous-groupe distingué de S4 qui contient un 4-cycle. Montrer que H = 8.

2. Soient Py et Py deux sous-groupes d’ordre 8 de S4. Supposons que P; NPy contienne un 4-cycle. Montrer
que Py = P (indication : on montre que le normalisateur de P; NPy dans Sy contient Py UP5, on consideére
le sous-groupe engendré par P; U Py et on utilise 1.)

3. D’apres ce qui précede un 4-cycle est dans un unique sous-groupe d’ordre 8 de S4. En déduire le nombre
de sous-groupes d’ordre 8 de Sy en comptant le nombre de 4-cycles.

Solution 127

1. Les sous-groupes distingués de Sy sont id, {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}, A4 et Sy. Le seul de ces
sous-groupes qui contient un 4-cycle est Sy.

2. Soient Py et Py deux sous-groupes d’ordre 8 de Sy. Si P1 # Ps, alors P; N Py contient un 4-cycle et est
donc d’ordre 4. Par conséquent P; N Py est d’indice 2 dans P; donc distingué dans P;. De méme P; NPy
est d’indice 2 dans Ps donc distingué dans Ps. Par suite le normalisateur N de P; N Py dans &4 contient
P1 UPs5. Ainsi N est un sous-groupe de P; NPy d’ordre un diviseur de 24 qui est un multiple de 8 et > 8.
Il en résulte que |N| = 24 et donc que N = S4. Ainsi Py NPy <8y et Py NPy = 8, : absurde.

3. Déterminons le nombre de 4-cycles de Sy. Un 4-cycle s’écrit de maniére unique (14 j k) ou 4, j et k sont
trois entiers distincts parmi {2, 3, 4}. Il y a donc 3 x 2 x 1 = six 4-cycles dans Sy. Soit ng le nombre de
sous-groupes d’ordre 8. Ils sont tous isomorphes car ce sont les 2-SYLOW qui sont tous conjugués. Soit k
le nombre de 4-cycles dans un 2-SYLOW. Nous avons donc nok = 6 car un 4-cycle engendre un 2-groupe
forcément contenu dans un 2-SYLOW. De plus k& > 2 car si ¢ est un 4-cycle dans un sous-groupe P d’ordre
8, alors ¢~ ! appartient & P. Si ny vaut 1 'unique 2-SYLOW contient un 4-cycle et est distingué dans S,
donc est S4 : contradiction. Par suite no = 3 et k = 2.

Exercice 128
Soit n > 5.

a) Montrer qu'un sous-groupe H d’indice n de S,, est isomorphe & S,,_1.

b) En utilisant les théorémes de SYLOW sur les 5-SYLOW de S5 construire un sous-groupe de Sg d’indice 6
qui n’est pas de la forme

Ss(i) = {0 € Ss|o(i) =i}

avec 1 <1 < 6.

Solution 128

a) Faire agir S,, sur Sn/H par translation. Comme nous connaissons les sous-groupes distingués de S,, nous
obtenons que le morphisme

¢: H = Bij (SryH)
est injectif. De plus les éléments de ¢(H) fixent la classe H d’ou le résultat.

b) Le troisiéme théoréeme de SYLOW assure que S5 compte six 5-SYLOW. Faisons agir S5 par conjugaison sur
I’ensemble X des 5-SyYLOW. On obtient un morphisme de groupes

Le premier théoreme de SYLOW assure que cette action est transitive. Puisque nous connaissons les sous-
groupes distingués de S,, nous obtenons que ¢ est injective. Finalement I'image de ¢ répond a la question.

Exercice 129

1. Soit G un groupe fini. Notons Sylp(G) I’ensemble des p-sous-groupes de SyLowde G. Supposons que
ISyl (G)| = m. Montrons qu’il existe un morphisme non trivial p: G — Sy,

2. Soit G un groupe de cardinal 36. Montrer qu’il n’est pas simple.

Solution 129

1. D’apres les théoréemes de SyLow!’action par conjugaison
G x Syl (G) — Syl,(G) (9,P) = gPg™*

est transitive et détermine donc un morphisme non trivial p: G — Bij(SylL,(G)) ~ Spn.
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2.

Remarquons que |G| = 22 x 32. Soit np le nombre de p-SyLowde G. Les théorémes de SyLOWassurent
que n3 divise 22 = 4 et que n3 = 1 mod 3, autrement dit que ng appartient a {1, 4}.

Si ng = 1, alors G contient un unique 3-SYLOWqui est forcément distingué dans G ; en particulier G n’est
pas simple.

Si mg = 4, alors d’aprés 1. il existe un morphisme non trivial p: G — S4. Puisque |G| = 36 ne divise pas
|S4| = 24 ce morphisme n’est pas injectif et ker p est un sous-groupe distingué non trivial et propre de G.

Exercice 130
Soit G un groupe d’ordre 231.

1. Montrer que G admet un seul 7-SyLOwet un seul 11-SYLOW.
2. Montrer que si P est le 11-Sylow de G, alors P est contenu dans le centre de G (indication : on considére

4.

Paction d’un 3-SyLowet 'action d’un 7-Sylow de G sur P par conjugaison).

Montrer que G admet un unique sous-groupe d’ordre 77 et qu’il est distingué dans G. Est-ce que ce
sous-groupe d’ordre 77 est cyclique ? Justifier.

Montrer que G admet un sous-groupe cyclique d’ordre 33.

Solution 130

1.

Montrons que G admet un seul 7-SYLOWet un seul 11-SYLOW.

Soit n, le nombre de p-SyLowde G.

Le troisiéme théoréme de SYLOW assure que n; = 1 mod 7 et que ny; divise 33, soit que ny = 1.

Le troisieme théoreme de SYLOW assure que ni; = 1 mod 11 et que nq; divise 21, soit que ny; = 1.

. Montrons que si P est le 11-Sylow de G, alors P est contenu dans le centre de G.

Comme n1; = 1 nous avons P < G. Soit Q un 3-Sylow ; il agit sur P par conjugaison.

L’équation aux classes s’écrit |P| = Z(Qi. Chaque orbite est de cardinal |St§a‘o-| et \St‘;%l(’)” € {1, 3}.

K3
C’est 1 si I'orbite est réduite & un point z; tel que pour tout g € Q gx;g~' = z;. Par suite

|P| = [P?| mod 3

Pe = {peP|VqeQ ¢ p=p}
= {peP|VqeQ, qpg ' =p}
= {peP|VqeQ, qp=rpq}.

Comme |P®| divise 11 et 11 # 1 mod 3, PQ = P, i.e. le sous-groupe des éléments qui commutent & tous
les éléments de P contient Q. De méme les éléments qui commutent a tous les éléments de P contient un
7-SYLOW et bien entendu P car P est cyclique. Le sous-groupe des éléments qui commutent & tous les
éléments de P est d’ordre un multiple de 3, 7 et 11, c’est donc G.

Montrons que G admet un unique sous-groupe d’ordre 77 et qu’il est distingué dans G.

Commengons par montrer I’existence d’un tel sous-groupe. Soit Q un 7-SYLOW. Puisque P<G et PNQ =
{id}, PQ est un sous-groupe de G d’ordre 77. Comme Q <G, PQ<G.

Montrons maintenant 'unicité. Soit H un sous-groupe de G d’ordre 77. Alors H contient un 11-SYLOW
et un 7-SYLOW. Donc H = PQ. Soit p dans P d’ordre 11 et soit ¢ dans QQ d’ordre 7. Puisque pq = ¢p
(rappelons que p appartient a P et que P C Z(G)) pq est d’ordre 77 donc PQ est cyclique.

. Montrons que G admet un sous-groupe cyclique d’ordre 33.

Soit R un 3-SyLow. Alors PR est un sous-groupe distingué de G d’ordre 33. En effet soient p d’ordre 11
dans P et r d’ordre 3 dans R. Puisque P est contenu dans le centre de G nous avons pr = rp et pr est
d’ordre 33.

Exercice 131
Rappelons que Do, désigne le groupe a 2n éléments des isométries d’un polygone régulier a n cotés. On se
propose de montrer que si G est un groupe de cardinal 70, alors G est isomorphe & I'un des groupes suivants

Z/70Z Dro Dy x Z/7Z Dyy x Z/5Z
Partie 1
Soit G un groupe. Notons n, le nombre de p-sous-groupes de SYLOW de G et o(n) le nombre d’éléments
d’ordre n.
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1. Soit p un premier impair. Montrer pourquoi un groupe de cardinal 2p est isomorphe & Z/2pZ ou Dg,.

2. Que valent ny et n, lorsque G = Dgp, ?
Si S et T sont deux sous-groupes de G tels que SN T = {e}, alors on considére ST = {st|s €S, t € T}.

3. Montrer que si S est distingué dans G, alors ST = TS est un sous-groupe de cardinal |S||T|.

4. Montrer que si S et T sont distingués dans G, alors ST est un sous-groupe isomorphe a S x T. En déduire
qu'un groupe de cardinal 35 est cyclique.

Partie 11

Soit G un groupe de cardinal 70.

1. Exprimer o(p) en terme de n, et énumérer les valeurs possibles a priori pour ng, ns et nr.

2. Déduire de ce qui précede que G possede un sous-groupe K d’ordre 35. Montrer que K est distingué dans

G.
3. En déduire que G contient un sous-groupe distingué H ~ Z/35Z'
4. Calculer ny dans le cas des quatre groupes

Z/mZ Dro Dy x Z/7Z Dyy X Z/5Z
En déduire qu’ils ne sont pas isomorphes.
5. Inversement montrer en considérant les valeurs possibles de ny que G est isomorphe a I'un des quatre

groupes
Z/7()Z Dro Dy x Z/7Z Dyy X Z/5Z
Solution 131
Partie I
1. Si |G| = 2p, les théorémes de SYLOW assurent l'existence d’un sous-groupe distingué H de cardinal p

donc isomorphe & Z/pZ et un sous-groupe d’ordre 2 disons K = {e, s}. Soit r un générateur de H. Alors

srs~! appartient & H donc est égal & 7* pour un certain a. Alors d’une part sr®s—! = 7% et d’autre part

r = s r%s qui se réécrit r = sr®s~! puisque s2 = e. On en déduit que 7%’ = r et donc a® = 1 mod P
et donc ¢ = +1 mod p. Si a = 1, I'élément s commute avec r donc rs est d’ordre 2p et G ~ Z/QpZ' Si

a = —1, alors srs~' = r~! ce qui caractérise le groupe diédral.

2. Nous avons n, = 1 (il n’y a qu’'un seul p SYLOW qui est distingué dans G) et ny = p (en effet il y a p
éléments d’ordre 2, les symétries).

3. Si S est distingué dans G, alors pour tout ¢ € G nous avons St = tS d’ou ’égalité ST = TS. Si g = st
et ¢ = s't', alors gg' = sts't’ = s(ts't~1)tt’ appartient & ST. Si g = st, alors g~! = t~1s~! appartient a
TS = ST. Par suite ST est bien un sous-groupe de G.

Montrons que 'application

p:SxT—G (s,t) — st

est injective. Soient (s,t) et (s',¢') dans S x T tels que ¢(s,t) = ¢(s',t'). Légalité ¢(s,t) = ¢(s',t') se
rééerit st = s't’ dont on déduit (s')"ts = ¢/t~ L. En particulier (s')"'s = ¢/t~ ! est un élément de SN T
comme SNT = {e}, on obtient que (s')"1s =t't~! = ¢, soit que s = s’ et t = t'. Ainsi l'application ¢ est
injective ; de plus son image est par définition ST. Par conséquent |S x T| = [ST|. Mais |S x T| = |S| - |T|
d’ou |S| - |T| = [ST].

4. Dune part sts~'t71 = s(ts7!'t71) donc sts~1t~! appartient & S (par hypothése S < G), d’autre part
sts™H71 = (sts71)t7! donc sts~1t~! appartient & T (par hypotheése T < G). Ainsi sts~1¢t~1 appartient a
SNT = {e}, donc sts~*t~! = e autrement dit s et * commutent. Ceci entraine que ¢ est un morphisme ;
en effet

O((s,t) - (s, 1) = ¢(ss', tt') = ss'tt’ = sts't' = ¢(s,t)(s',t').

D’apres ce qui précede ¢p: S x T'— ST est donc un isomorphisme.

Si |G| = 35 le groupe contient un unique 5-SYLOW S ~ Z/5Z et un unique 7-SYLOW T =~ Z/7Z' Comme ils
sont tous les deux distingués dans G d’intersection triviale nous obtenons d’apres les questions précédentes
que

Enfin |ST| = 35 = |G| conduit & ST = G.
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Partie 11
Soit G un groupe de cardinal 70.

1.

Comme les p-SYLOW sont de cardinal p (pour p = 2, 5 ou 7) ils sont deux & deux disjoints hormis 1’élément
e bien slir qui est présent dans chacun d’entre eux. Ainsi si Hy, Ho, ..., H,, désignent les p-SyLow de G
nous avons

]GHi\{e}]—np@l)

np

Par ailleurs d’apres les théorémes de SYLOW U H; \ {e} est I'ensemble des éléments d’ordre p. Ainsi
i=1

o(p) = np(p—1).

D’apres les théoremes de SYLOW n7 divise 10 et n7 = 1 mod 7 donc ny = 1.

D’apres les théoreémes de SYLOW nj5 divise 14 et ns = 1 mod 5 donc ng = 1.

D’apres les théoremes de SYLOW no divise 35 et ne = 1 mod 2 donc ny € {1, 5, 7, 35}.

. Soient S l'unique 5-SYLOW de G et T l'unique 7-SYLOW de G. Ils sont tous les deux distingués dans G

donc K = ST est un sous-groupe de cardinal 35 qui est automatiquement distingué dans G (on peut aussi
remarquer que [G : K] = 2 donc K est distingué dans G).

. D’apres les questions qui précedent nous avons

K:ST:SxT':Z/g,ZXZ/?ZEZ/?)E)Z-

. Désignons par ns(G) le nombre de 2-SYLOW du groupe G.

Le groupe Z/7OZ étant abélien nous avons no (Z/7OZ> =1.

Le groupe Ds,, contient n symétries d’ordre 2. Par conséquent ny(D7¢) = 35. De plus si B est de cardinal
impair, un 2-SYLOW de A x B est contenu dans A x {e} donc na(A x {e}) = na(A); par suite

N2 <D14 X Z/5z) =ny(D1g) =7 n2 (Dlo X Z/7z) =ny(Dyg) = 5.

. Choisissons un générateur r de ST = K ~ Z/35Z et s un élément d’ordre 2. Posons R = {e, s}. Observons

L= pr®aveca € Z/35Z et a2 = 1. Comme a? = 1 mod 35 équivaut par le Lemme chinois & a? = 1

que srs—

mod 5 et a? = 1 mod 7 on a quatre solutions :
— a =1 mod 35,

— a = —1 mod 35,

— a=1mod 5 et a=—-1mod 7,

— a=—-1mod5eta=1mod?7.

Intéressons-nous a chacune de ces éventualités :

— si a =1 mod 35, alors R commute avec K et G K x R ~ Z/35Z X Z/QZ ~ Z/7OZ'

— si a = —1 mod 35, alors s commute avec S mais pas avec T ainsi S commute avec T et R donc avec
le sous-groupe RT qui est d’ordre 14. Puisqu’il est non abélien RT doit étre isomorphe a Dy4. Par

conséquent G ~ S x RT ~ Z/5Z X D1y.

— lecasa =1 mod 5 et a = —1 mod 7 se traite de la méme facon que le cas précédent et on obtient
G~ Z/7Z X D10-
— sia=—1mod 5 et a =1 mod 7 alors G ~ Drg.

Exercice 132

1.

Soit G un groupe fini d’ordre n. Soit p un facteur premier de n. Soit n, le nombre de p-SyLowde G.
Montrer que si n ne divise pas ny,!, alors le groupe G n’est pas simple.

. Soit G un groupe fini d’ordre n. Montrer que si n est de la forme p®¢® et si n ne divise pas p®! ou ¢°!,

alors G n’est pas simple.

Montrer qu’il n’existe pas de groupe simple d’ordre 72.

Solution 132
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1. Sin, = 1, alors I'unique p-SyLowde G est distingué. Sinon G opere transitivement sur 'ensemble a n, > 1
éléments de ses p-SYLOW. On obtient aussi un morphisme

0: G =8,

qui n’est pas trivial (i.e. n’envoie pas G sur {id}) car Popération est transtive et n, > 1. Puisque n ne
divise pas ny,!, le morphisme ¢ ne peut étre injectif. Son noyau ker ¢ est donc un sous-groupe distingué
non trivial de G.

2. Supposons par exemple que n ne divise pas ¢°!. D’aprés les théorémes de SYLOW n,, divise ¢” donc est
plus petit que ¢®. Comme n ne divise pas ¢°! il ne divise pas non plus np! et on conclut par 1.

3. Soit G un groupe d’ordre 72. Notons que 72 = 23 x 32. Soit n3 le nombre de 3-SYLOW. D’aprés les
théorémes de SYLOW d’une part ng divise 2° = 8, d’autre part nz = 1 mod 3. Par suite n3 vaut 1 ou 4.
Si ng = 1, alors G contient un unique 3-SYLOW qui est distingué; en particulier G n’est pas simple. Si
ng = 4, alors 72 ne divise pas n3! = 24 et G n’est pas simple d’apres 1.

Exercice 133 Soit G un groupe fini simple non abélien.
1. Soit H un sous-groupe propre de G. Montrer que |G| divise [G : H]! (indication : montrer que G est
isomorphe & un sous-groupe du groupe alterné Ag /H). Puisque H est distinct de G on peut méme dire que
G divise 1[G : H]!.
2. Soit p un diviseur premier de |G|. Désignons par n, le nombre de p-SYLOW de G. L’entier |G| divise alors
np!.

Solution 133
1. Notons ¢ le morphisme de G dans Sg /H induit par I'action de G sur ’ensemble G'/H des classes a droite de

G modulo H. Le noyau de cette action est exactement 'intersection des conjugués de H dans G. C’est un
sous-groupe propre de G car H lest par hypothése. Puisque G est simple ker o = {id}, i.e. ¢ est injectif.

Intéressons-nous alors au morphisme sgn o p: G — {—1, 1} obtenu & partir de ¢ par composition par
la signature sgn: Sg Y — {—1, 1}. Si sgn o ¢ pouvait prendre la valeur —1, le groupe G posséderait un
sous-groupe distingué d’indice 2 et ne serait pas simple non abélien. Par conséquent le morphisme sgn o
est trivial et  plonge donc G dans Ag i En particulier |G| divise |Sg /H| =[G : H].

2. Soit P un p-SyLow de G. Puisque G est simple non abélien, le normalisateurE Ng(P) de P dans G est
un sous-groupe propre de G. D’apres le 1. nous avons donc : |G| divise [G : Ng(P)]!. Les théorémes de
SyLowassure que [G : Ng(P)]! = n,! d’ou le résultat.

4 Structure des groupes abéliens de type fini

Exercice 134
Soit G un groupe de type fini.
Un sous-groupe H de G est-il nécessairement de type fini ? Justifiez votre réponse.

Solution 134
Soit G est un groupe de type fini; G peut contenir un sous-groupe H qui n’est pas de type fini.
Considérons le sous-groupe G de GL(2,Q) engendré par les matrices

2 0 11
() ' )

Soit H le sous-groupe de G formé des matrices de G avec des 1 sur la diagonale. Raisonnons par I’absurde : suppo-

sons que H soit de type fini, i.e. H = (My, My, ..., M,) avec M; = < (1) n}, ) Puisque MZ-_1 = ( (1) 7717% )

11. Si a < b, alors a! divise b!.
12. dans un groupe G, le normalisateur d’une partie X est ’ensemble, noté Ng(X), des éléments g de G qui normalisent X,

c’est-a-dire qui vérifient gXg=! = X : Ng(X) = {g €GlgXg~l= X} = {g eGlgX = Xg}
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et MZM] = (1) mi_‘l_m‘j

formé des matrices de la forme

, i existe un entier N > 1 tel que H soit contenu dans le sous-groupe de GL(2, Q)

.

0 1
1 % . N o , . ,
0 21 : contradiction (2V > N). Ainsi H n’est pas de type fini alors que G l’est.

Considérons par exemple le groupe libre G sur deux générateurs a et b. Soit H le sous-groupe engendré par

tous les éléments de la forme ab™ avec n € N. Raisonnons par I’absurde : supposons que H soit de type fini.
Alors il existe un entier N tel que dans tout mot de H le nombre de b consécutifs soit toujours strictement
inférieur & N. Or ab’V appartient & H : contradiction. Le sous-groupe H de G n’est donc pas de type fini.

Or A~ NBAN = <

Exercice 135
Soit G un groupe abélien.
Montrer que T(G) = {g € G| o(g) < o} est un sous-groupe de G (appelé le sous-groupe de torsion de G).
Donner un exemple explicite pour lequel T(G) n’est pas un sous-groupe de G si G n’est pas abélien.

Solution 135
Soit G un groupe abélien.
Montrons que T(G) = {g € G | 0o(g) < oo} est un sous-groupe de G (appelé le sous-groupe de torsion de G).
Clairement T'(G) est contenu dans G. On a
e o(e) =1< oo donceeT(G);
e soient g et h dans T(G). Notons n (respectivement m) lordre de g (respectivement h). Par hypothese
n < 0o et m < co. On a bien siir o(h™!) = m. Puisque G est abélien on a

(gh—l)mn —_ gmn(h—l)mn
Par suite (gh™1)™" = (¢g")™((h~1)™)" = e™e"™ = e. Ainsi o(gh™) < mn < oo et gh™! appartient a
T(G).
Ainsi T(G) est un sous-groupe de G.
Montrons que si G n’est pas abélien, alors T(G) n’est pas forcément un sous-groupe de G.

Considérons G = O(2). Soit p la rotation d’angle § ot §/7 est irrationnel. Alors p n’appartient pas a T'(G).
Mais p = s3 0 $1 avec $1, so réflexions; en particulier o(s1) = o(s2) = 2 et donc s1, so appartiennent & T(G).

Exercice 136
Soit n € N, n > 2. Trouver le sous-groupe de torsion de Z x Z/nZ' Montrer que I’ensemble des éléments

d’ordre infini et ’élément neutre ne forment pas un sous-groupe de Z x Z/nZ'

Solution 136
Soit n € N, n > 2. Déterminons le sous-groupe de torsion de Z x Z/nZ :

T(Z X Z/nZ) = {(a,b) € Z x Z/nZ |o(a,b) < o}
= {(a,g
{(a,b

a,

yeZxLs |3k e N, o(a,b) = k}
)€ Zx L/ | (ka,kb) = (0,0)}
= {(a,b) € Z x Z/nz\a: ODetbe Z/nZ}
= {(0xZy
Montrons que I’ensemble des éléments d’ordre infini et 1’élément neutre ne forment pas un sous-groupe de

Z % Z/nZ' Soient (1,1) et (—1,0) deux éléments de Z x Z/nZ' Ils sont d’ordre infini mais (1,1) +(—1,0) = (0,1)
est d’ordre fini.

Exercice 137
a) Donner un exemple de groupe abélien qui n’est pas de type fini.

b) Si p est un nombre premier, quel est le groupe sous-jacent au corps Fpn 7
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c¢) Soient n, m > 1 deux entiers. Posons ¢ := pged(n, m) et p := ppem(n, m).
Montrer que les groupes Z/nZ X Z/mZ et Z/(gZ X Z/[LZ sont isomorphes.

d) Montrer qu’un groupe abélien de type fini et de torsion est fini (ceci n’est plus vrai pour les groupes
non-abéliens : voir par exemple [Calais, p. 294]).

e) Montrer qu'un groupe abélien fini est le produit de ses sous-groupes de SYLOW.

Solution 137
a) (Q,+) est un groupe abélien qui n’est pas de type fini (pour le vérifier raisonner par 1’absurde).
b) Soit p un nombre premier.
Sin=1,alors F, = Z/pZ et le groupe sous-jacent est Z/pZ'
Sin = 2, alors le groupe sous-jacent & Fp2 est Z/pZ X Z/pZ car Z/pzz posséde un élément d’ordre p? alors
que [Fp2 est de caractéristique p donc sans élément d’ordre 2.

n
De méme pour n quelconque le groupe sous-jacent a Fp» est (Z/pz) .

¢) Soient n, m > 1 deux entiers. Posons § := pged(n,m) et u := ppcm(n,m). Montrons que les groupes
Z/nZ X Z/mZ et Z/5Z X Z/,uZ sont, isomorphes.

Ecrivons les décompositions de m et n en nombre premiers :
=Tl o=I0
i i
Alors

5= Hp;nin(aiaﬁi) = Hp;nax(aiﬂi)
i i

D’une part
i i i
d’autre part
Losux T =11 (Z/p;ninmm) 7% ymaxtan) Z)

3

Si min(ey, B;) = «u, alors max(ay, 5;) = B;; réciproquement si min(cay, 5;) = f; alors max(wy, 5;) = «;.
Par conséquent tous les «; et §; apparaissent une fois et une seule dans le produit

H (Z/pmin(ai,ﬁi)z X Z/pr_nax(ai,ﬁi)Z>

qui est donc isomorphe a

7

11 (Z/p?”’Z 8 Z/pfiZ>

d) Montrons qu’un groupe abélien de type fini et de torsion est fini.
Soit G un groupe abélien de type fini et sans torsion. Puisque G est abélien de type fini on a

G~7Z" x Z/mZ X Z/nQZ X ... X Z/nSZ

our >0, n; =0 pour tout 1 < j < s et n;yy divise n; pour tout 1 <7 < s — 1.
De plus G est de torsion, i.e. tout élément est d’ordre fini. Il en résulte que r = 0, c’est-a-dire que

G~ Z/nlz X Z/TLQZ X ... X Z/TLSZ

En particulier |G| = nins...ns < oo.
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e) Montrer qu'un groupe abélien fini est le produit de ses sous-groupes de SYLOW.

Soient G un groupe abélien et (H;)i<i<r une famille de sous-groupes d’ordre 2 & 2 premiers entre eux.
Alors ces groupes sont en somme directe dans G. En effet soit d; 'ordre de H;. Rappelons que dans un
groupe abélien si G est d’ordre m et h d’ordre n avec n, m premiers entre eux, alors gh est d’ordre mn.

Ainsi pour tout 7 I'ordre de tout élément de ZHj divise ppcmj#(dj) donc est premier avec d;. Il en
J#i
H; N (ZH]) = {1
J#i

Par conséquent les H;, 1 <1 < r, sont en somme directe.

résulte que nous avons pour tout ¢

D’apres ce qui précede les différents p-SYLOW d’un groupe abélien fini G sont en somme directe. L’égalité
des cardinaux assure que G est la somme directe de ses sous-groupes de SYLOW.

Exercice 138
Soit G un groupe abélien fini. Montrer qu’il existe dans G un élément dont 'ordre est égal a I’exposant de

G.

Solution 138
Soit G un groupe abélien fini. Montrons qu’il existe dans G un élément dont 'ordre est égal a I’exposant de
G. Le théoreme de structure assure que

G ZZ/dlz X Z/dQZ X ... X Z/dTZ

ou d; divise d;y; pour tout 1 <i<r—1.
L’exposant de G est d, et (0,0,...,0,1) est d’ordre d,.

Exercice 139
Montrer qu’il existe exactement 20 groupes abéliens d’ordre < 15 & isomorphisme pres. On donnera leur
forme canonique successivement sous forme "facteurs invariants" et sous forme 'facteurs élémentaires".

Solution 139
Il y a 15 groupes cycliques d’ordre n < 15. Pour chacun
¢ la décomposition en facteurs invariants consiste juste a écrire Z/nZ;
¢ la décomposition en facteurs élémentaires consiste a écrire la décomposition en facteurs premiers de n.
Par exemple

Exercice 140
a) Donner la décomposition primaire du groupe Z/8Z X Z/12Z X Z/2 47, En déduire ses facteurs invariants.

b) Donner la décomposition primaire du groupe Z/5 47, X Z/%Z X Z/l 57 En déduire ses facteurs invariants.

Solution 140
a) Donnons la décomposition primaire du groupe Z/SZ X Z/12Z X Z/24Z.
Notons que 8 = 23, 12 = 22 x 3 et 24 = 23 x 3. Ainsi

G~ Z/232 X Z/2QZ X Z/SZ X Z/23Z X Z/32

et les diviseurs élémentaires de G sont 23, 22, 3, 23 et 3.
Déterminons les facteurs invariants de G. Réordonnons les diviseurs élémentaires comme suit

22|23‘23
303

Les facteurs invariants de G sont donc 22 x 1 =4, 23 x 3 =24 et 23 x 3 = 24.
Par conséquent

G2y xLioyy < Loy,
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b) Donnons la décomposition primaire du groupe Z/54Z X Z/26Z X Z/l 57,
Notons que 54 =2 x 33,26 =2 x 13 et 15 = 3 x 5. Ainsi

G~ Ly x Ly x Ligy x LAy x Ligy x Ligyy

et les diviseurs élémentaires de G sont 2, 33, 2, 13, 3 et 5.
Donnons ses facteurs invariants. On ordonne les diviseurs élémentaires comme suit

22
3038

5

13

Les facteurs invariants de G sont donc 2 x 3 =6 et 2 x 3% x 5 x 13 = 3510.

Exercice 141

a) Le nombre de classes de conjugaison dans Ss est le méme que le nombre de groupes abéliens de cardinal
32 a isomorphisme pres. Pourquoi 7

b) Généraliser au nombre de classes de conjugaison dans S,.

Solution 141

a) Le nombre de classes de conjugaison dans S5 est le méme que le nombre de groupes abéliens de cardinal
32 a isomorphisme pres. Expliquons pourquoi. Le nombre de classes de conjugaison dans S5 et le nombre
de groupes abéliens de cardinal 32 & isomorphisme preés sont chacun en bijection avec ’ensemble des
partitions de 5 (rappelons qu’une partition d’un entier est une décomposition de cet entier en une somme
d’entiers strictement positifs & Uordre prés des termes).

b) Généralisons au nombre de classes de conjugaison dans S,,. Soit p un nombre premier. Notons G,, 'ensemble
des classes d’isomorphismes de groupes abéliens de cardinal p™, P, I’ensemble des partitions de I’entier n
et ), 'ensemble des classes de conjugaison dans S,,. Considérons

.
p: P, — G, (n1,n2,...,n,) — classe d’isomorphisme de H Z/NZZ
i=1
et
Yv: P, — C, (n1,n9,...,n,) — classe de conjugaison de la permutation
(L,2,...;n1)(n1 +1,...,n1 +n2)... (" +na+npm1 +1,...,n)
v et ¥ sont des bijections donc |C,,| = |G,,] : il y a autant de classes de conjugaison dans S,, que de classes

d’isomorphisme de groupes abéliens d’ordre p™.

Exercice 142
o Soit H le sous-groupe de Z? engendré par (1,3) et (2,0). Déterminer la structure du groupe abélien de

2
type fini Z /H-
o Soit H le sous-groupe de Z? engendré par (1,1) et (1, —1). Déterminer la structure du groupe abélien de

. 72
type fini & /.

Solution 142 )
¢ Déterminons la structure du groupe abélien de type fini Z /H- On a

1 2 1 0 1 0 (10
30 3 —6 0 6/ \0 6
2
Par suite Z/H ~ Z/6Z'
¢ On a

2
Par conséquent Z JH Z/QZ.
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Exercice 143
Soit H le sous-groupe de Z? engendré par (2,5), (5,—1) et (1,—2). Déterminer une base de H et décrire le

. 7.2
quotient ~ .

Solution 143
On a

2 5 1 N 0 0 1 N 0 0 1
5 —1 =2 9 9 -2 09 -2
donc H = ((0,9), (1,—2)) est de rang 2.

0 1 0 1Y, .72 7
Deplus<9 _2)~<9 0),parsulte U= Y97,

Exercice 144
Trouver une base du groupe suivant :

_ 3] J22+3y+52=0
G_{(x’y’z)ez | {3x—6y+2z:0

Solution 144
Soit G le groupe donné par :

. 3| J224+3y+52=0
G{(I’y’z)ez | {3x—6y—|—2z:0

. 3| |22 4+3y+52=0
G{(:”’y’z)ez ’{ To+ 122 =0 }

Comme 7x 4 12z = 0 on écrit ©z = 12k et z = —7k. Alors 2z 4+ 3y + 5z = 0 conduit a 3y = 11k. On pose donc
k = 3l alors
x = 364, y =114, z= =214
Finalement
G = {£(36,11,-21) | € Z} = Vect(36,11, —21)
et {(36,11,—21)} est une base de G.
Exercice 145
Soit G un groupe abélien fini.

Supposons que pour tout diviseur d de 'ordre n de G, il existe un et un seul sous-groupe d’ordre d dans G.
Montrer que G est cyclique.

Solution 145

Raisonnons par ’absurde. Supposons que G ne soit pas cyclique. Alors G est isomorphe a Z/qu X Z/qQZ X
S X Z/qu ol q1]qz] . - . gk sont les facteurs invariants de G et k > 2. Il y a alors (au moins) deux sous-groupes
distincts d’ordre ¢; : d’une part le facteur Z/qu et d’autre part 'unique sous-groupe d’ordre ¢; du facteur

Z/q2 7 associé au diviseur q; de gz.

Exercice 146
1. Les groupes Z/12Z X Z/7QZ et Z/18Z X Z/4SZ sont-ils isomorphes ?
2. Les groupes Z/72Z X Z/84Z et Z/36Z X Z/16SZ sont-ils isomorphes ?

Solution 146
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1. Les groupes Z/12Z X Z/72Z et Z/18Z X Z/4SZ ne sont pas isomorphes. En effet posons

G1 =297 x Loy Go =2y % Lygy.

Nous avons 12 = 22 x 3, 72 = 23 x 32, 18 = 2 x 32 et 48 = 2% x 3. Les groupes G; et G, sont tous deux
d’ordre 2° x 33. Les groupes G; sont isomorphes & A; x B; pour i = 1, 2 o A; est un groupe abélien
d’ordre 2° et B; un groupe abélien d’ordre 3%. Le groupe A; est associé a la partition (3,2) de 5 et le
groupe Ay est associé a la partition (4,1) de 5; ils ne sont donc pas isomorphes. Par suite les groupes G;
et G ne sont pas isomorphes.

2. Les groupes Z/72Z X Z/84Z et Z/36Z X Z/16SZ sont isomorphes. En effet posons

G1 =249y x Liyy, G2 = L1367 % L6817,

Nous avons 72 = 23 x 32, 84 =22 x 3 x 7, 36 = 22 x 3% et 168 = 23 x 3 x 7. Les groupes G; et G, sont donc de
méme ordre 2° x 3% x 7. Les groupes G, sont isomorphes & A; x B; x C; ot A; est un groupe abélien d’ordre 2°,
B; est un groupe abélien d’ordre 32 et C; est un groupe abélien d’ordre 7. Les groupes A; et Ay sont associés
a la partition (3,2) de 5, ils sont isomorphes. Les groupes B et Ba sont associés a la partition (2,1) de 3; ils
sont donc isomorphes. Les groupes C; et Cq sont isomorphes. Il en résulte que G; et Gy sont isomorphes.

Exercice 147
Soient a, b, ¢ et d quatre entiers deux a deux premiers entre eux.

Montrer que Z/abZ X Z/ch est isomorphe a Z/acZ X Z/bdZ'

Solution 147
Soient a, b, ¢ et d quatre entiers deux a deux premiers entre eux.

Montrons que Z/abZ X Z/ch est isomorphe a Z/acZ X Z/bdZ'
Les nombres a, b, ¢ et d étant premiers entre deux a deux nous avons

Lwr=%ax%
Yeir=%a %
Z/acZ = Z/aZ X Z/CZ
Zhiz ="z <%
Par suite les deux groupes Z/abZ X Z/ch et Z/acZ X Z/bdZ sont isomorphes.

Exercice 148
Soit G = Z/2Z X Z/I2Z' Considérons les deux sous-groupes suivants de G :

H =2/ x {0} K = {0} x {0, 6}.
~ K~ L : _ G, G, 9
Remarquons que H ~ K >~ %97 mais avons-nous /g ~ 2/’

Solution 148
D’une part G/H ~ Z/12Z ~ Z/4Z X Z/?)Z7 d’autre part G/K o~ Z/2Z X Z/GZ ~ (Z/ZZ X Z/QZ) X Z/?)Z_
Les deux premiers facteurs ne sont pas isomorphes donc les deux groupes ne sont pas isomorphes.

Exercice 149
Soient G, H et K des groupes abéliens finis.

1. Montrer que si G x G ~ H x H, alors G ~ H.
2. Montrer que si G x K~ H x K, alors G ~ H.

82



Solution 149

Soient G, H et K des groupes abéliens finis. Montrons que si G x G ~ H x H, alors G ~ Het que si
G x K~ H x K, alors G ~ H.

La décomposition primaire de G est H A;, celle de G x G est donc HAi x A;.

i=1 i=1
t t

La décomposition primaire de H est H B;, celle de H x H est donc H B; x B;.

i=1 i=1

La décomposition primaire de K est H C;, celle de G x K est donc H A; % H C; et celle de H x K est donc

i=1 =1 =1
S u
[ I]c
=1 =

= i=1
Si G x G~ H x H, alors s =t et A; = B; pour tout 4. Par suite G ~ H.
Si G x K~H x K, alors s =t et A; = B; pour tout i. Par conséquent G ~ H.

Exercice 150
1. Exprimer tous les groupes abéliens d’ordre 99 comme sommes directes de sous-groupes cycliques.

2. Exprimer tous les groupes abéliens d’ordre 100 comme sommes directes de sous-groupes cycliques.

Solution 150
1. Exprimons tous les groupes abéliens d’ordre 99 comme sommes directes de sous-groupes cycliques.
Les groupes abéliens d’ordre 99 = 32 x 11 sont isomorphes
e soit & Z/QZ X Z/HZ’
® s0it & Z/?)Z X Z/?)Z X Z/llZ'
2. Exprimons tous les groupes abéliens d’ordre 100 comme sommes directes de sous-groupes cycliques. Les
groupes abéliens d’ordre 100 = 22 x 52 sont isomorphes

® soit & Z/4Z X Z/25z,

e soit & Z/QZ X Z/QZ X Z/25Z7

e soit & Z/4Z X Z/5Z X Z/5z,

® s0it & Z/2Z X Z/2Z X Z/5Z X Z/5Z

Exercice 151
Combien existe-t-il, & isomorphisme pres, de groupes abéliens d’ordre 106 ?

Solution 151
Nous avons 10 = 26 x 55. Les partitions de 6 sont

2,1,1,1,1)
1,1,1,1,1,1)

Elles sont donc au nombre de 11. Il y a donc & isomorphisme prés 112 = 121 groupes abéliens d’ordre 10°.

Exercice 152
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a) Déterminer & isomorphisme prés tous les groupes abéliens d’ordre 12 et 72.

b) Déterminer & isomorphisme prés tous les groupes abéliens d’ordre 10.

Solution 152

a) Déterminons a isomorphisme pres tous les groupes abéliens d’ordre 12.
Nous avons 12 = 22 x 3. De plus les partitions de 2 sont

2 1,1

b

Par conséquent il y a & isomorphisme pres 2 groupes abéliens d’ordre 12 :
Z Z Z Z Z
V1. % 721, % 731, Va7, * 3,

Déterminons a isomorphisme pres tous les groupes abéliens d’ordre 72.
Nous avons 72 = 23 x 32. De plus les partitions de 2 sont

2 1,1
et celles de 3 sont

3 2,1 1, 1,1

Par conséquent il y a & isomorphisme preés 2 x 3 = 6 groupes abéliens d’ordre 72 :

Z Z Z Z Z
87, % 9z YRy RV

Z Z Z 7 z z z

Yoz, % oz X Ve < oz, V87, % 37, % 37,

Lrag x Ly x Lrgy < Ly, Lrag x Loy x Lgy x Lrag x Lrag,

b) Déterminons a isomorphisme prés tous les groupes abéliens d’ordre 106.
Nous avons 10% = 26 x 55, De plus les partitions de 6 sont

6

5,1

4,2

4,1, 1

3,3

3,21
3,1,1, 1

2,2, 2

2,2, 1,1
2,1,1,1,1, 1
1,1,1,1,1,1

Il y a donc & isomorphisme prés 112 = 121 groupes abéliens d’ordre 10°.

Exercice 153
Montrer que les groupes Z/12Z X Z/9OZ X Z/25Z et Z/looz X Z/?)OZ X Z/gz sont isomorphes.

Solution 153
Nous utilisons le lemme chinois pour voir que les deux groupes sont isomorphes au groupe

(Z/QZ X Z/QQZ) X (Z/3Z X Z/32Z) X (Z/5Z X Z/52Z)

Notons que cette écriture est la décomposition en composantes p-primaires. En effet 12 = 22 x 3, 90 = 2x 32 x 5,
25=52,100 =22 x52,30=2x3x5et 9=32%
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Nous pouvons aussi écrire la décomposition en facteurs invariants de ces deux groupes, nous trouvons

Z 7
7307 % 79002

Exercice 154
Montrer qu’un groupe abélien fini non cyclique posséde un sous-groupe isomorphe a Z/pZ X Z/pZ pour un
certain nombre premier p.

Solution 154

Montrons qu’'un groupe abélien fini non cyclique posséde un sous-groupe isomorphe a Z/pZ X Z/pZ pour un
certain nombre premier p.

Soit G un groupe abélien fini non cyclique. Il est isomorphe & un produit

Z Z Z

L Al AR W/
avec d; > 2 et d; |d;11. Puisque G n’est pas cyclique, r > 2. Soit p un facteur premier de d; alors p disvise
tous les d; et Z/pZ est isomorphe a un sous-groupe de chacun des Z/di 7, (c’est le sous-groupe de p-torsion). Le

I
sous-groupe de p torsion de G est isomorphe a (Z/pZ) qui contient un sous-groupe isomorphe a Z/pZ X Z/pZ'

Exercice 155
a) Combien y a-t-il de groupes abéliens de cardinal 360 ? Faire la liste compleéte de ces groupes.

b) Plus généralement, pour tout entier n, combien y a-t-il de groupes abéliens de cardinal n ?

Solution 155

a) La décomposition de 360 en facteurs premiers est 23 x 32 x 5. Ainsi si G est un groupe de cardinal 360,
alors le sous-groupe
T5(G)={g€G|IneN 2"g=0}

de 2-torsion de G est un groupe abélien de cardinal 23, il y a donc trois classes d’isomorphisme de tels

3
groupes : Z/gz, Z/QZ X Z/4Z et (Z/QZ) . De méme il y a exactement deux classes d’isomorphisme possibles

2
pour T3(G) & savoir Z/QZ et (Z/SZ) . Par ailleurs T5(G) est isomorphe & Z/5Z. Il y a donc exactement
six classes d’isomorphisme de groupes abéliens d’ordre 360 donc les décompositions p-primaires et les
décompositions en facteurs invariants sont les suivantes :

Zrsn x Loz < Usy = Tseon,

Zrom x Loy, x Ly x Ly, = Loy x Lhgoy
(Z/QZ>3 x Lrgg x Ly = L x Zag x Zgoz
Lz (Z/?,Z)2 x Ly ~Lag x Loz
Loz x Yz (Z/3Z>2 x 55~ 2z x U0z

(Z/zz)3 X (2/32)2 x Lsg = Liyg x Loy x Loy

b) Plus généralement, pour tout entier n, déterminons le nombre de groupes abéliens de cardinal n. Nous
utilisons la classification des classes d’isomorphisme de groupes abéliens finis. Soit p{*p5? ... por la décom-
position de n en facteurs premiers. La classe d’isomorphisme d’un groupe abélien d’ordre n est caractérisée
par ses facteurs invariants (dy, da, ..., ds) qui sont des entiers > 1 tels que d; | d;y1 et dida...ds = n.
Par suite chaque d; se décompose comme suit : d; = p]"'ps>*...p;"" avec les contraintes suivantes :

s q
;5 < a;41,; pour tout j, pour tout ¢ et ZaiJ =aj et Zai’j = ;.
i=1 i=1
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T
Il s’en suit que le nombre de choix possibles pour les a; est exactement Hp(aj) ou p(«) désigne le
j=1
nombre de partitions de «, i.e. le nombre de fagons d’écrire ’entier a@ comme une somme croissante
d’entiers strictement positifs.

Exercice 156
a) On considére H = {(a,b) € Z*|a — b est divisible par 10}. Montrer que H est un sous-groupe de Z?2.
2
Calculer le rang de H. Donner une base de H. Décrire le quotient Z JH-

b) On note H le quotient de Z? par le sous-groupe engendré par les vecteurs (4,8, 10) et (6,2, 0). Déterminer
la structure du groupe H.

Solution 156

a) Soit ¢ le morphisme de groupes donné par

(p:ZQ—>Z/102, (a,b)»—>a—b

Son noyau est H. En particulier H est un sous-groupe distinugé de Z2.

D'une part H contient (1,1) et (0,10) donc rgH > 2. D’autre part H C Z? donc rg H < 2. Finalement
rgH = 2.

Soit (a,b) dans H. 1l existe n dans Z tel que a = b+ 10n et
(a,b) = (a,a — 10n) = a(1,1) + (—n)(0, 10).

Autrement dit ((1, 1), (0,10)) est une base de H.
Par ailleurs )
Z/H =((91,92) 1 91 + g2 = 0, 10g2 = 0).

. 1 0 10 N 72 72, T
Puisque ( 1 10 ) ~ ( 0 10 ) les facteurs invariants de ™ /g sont 1 et 10 et ™ 1 ~ ©17-

b) Notons H le quotient de Z?* par le sous-groupe engendré par les vecteurs (4,8,10) et (6,2,0). Déterminons
la structure du groupe H. Nous avons

4 6 —-20 0 —-20 0 0 O
8 2 | ~ 8 2 |~ 0 2 |~ 0 2
10 0 10 0 10 0 10 0
4 6
Ainsi les facteurs invariants de 8 2 sont 2 et 10 et H ~ Z x Z/QZ X Z/loZ'
10 0

Exercice 157
Déterminer les facteurs invariants des matrices suivantes a coefficients dans 7Z :

a) (Z 141);

69 —153
b) (12 —27 )

12 -6 2
o[ 7 —41 13
19 -3 3

Solution 157
Nous pouvons procéder de deux manieres différentes :
e s0it en calculer le pged des coefficients de la matrice puis le pged des mineurs de taille 2, etc
e s0it en appliquant l'algorithme de réduction des matrices a coefficients entiers via des opérations élémen-
taires sur les lignes et les colonnes.
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Dans les deux cas nous obtenons (~ désigne I’équivalence des matrices a coefficients entiers) :

(2a)-(o6)

69 —153\ (3 0
12 =27 0 9
12 -6 2 1 0 O
7 —41 13 |~ 0 2 0
19 -3 3 0 0 16
Les facteurs invariants sont donc respectivement (1,6), (3,9) et (1,2, 16).

Détaillons la premiere équivalence :

()= (03)-(3)-0Ga)-(o 5)-(o 5%)-(5 %)

Détaillons la seconde équivalence :

69 —153 12 =27 - 12 =27 - 12 -3 - 12 3 - 3 12 - 3 0
12 =27 69 —153 9 -18 9 0 9 0 0 9 0 9 /)

Détaillons la derniere équivalence :

o

12 -6 2 —-75 41 —13 -3 5 -1 -12 6 =2
75 —41 13 ~ 12 -6 2 ~ 12 -6 2 ~ -3 5 -1
19 -3 3 19 -3 3 19 -3 3 19 -3 3
0 —-14 2 -19 3 =3 -1 =27 3
~ -3 5 -1 |~ -3 5 -1 ~ -3 5 -1
9 -3 3 0o -14 2 0 —-14 2
3 -5 1 0 -8 10 1 27 =3
~ -1 =27 3 | ~ -1 =27 3 ~ [ 0 =86 10
0 —-14 2 0 —-14 2 0 —-14 2
1 0 0 1 0 0 1 0 0
~ 0 -8 10 |~ 0 -2 -2 |~ 0 14 =2
0 —-14 2 0 —-14 2 0 -2 -2
1 0 0 1 0 0 1 0 0
~ 0O 0 —-16 |~ 0 2 2 ~1 0 2 0
0 -2 =2 0 0 -16 0 0 -16
10 0
~ 0 2 0
0 0 16

Exercice 158
Soit k un corps commutatif. Soit G un sous-groupe fini du groupe multiplicatif k* =k ~\ {0} de k. Montrer
que G est cyclique.

Solution 158
Nous utilisons le théoréme de structure des groupes abéliens finis. Si |G| > 1, alors il existe une suite d’entiers
1<aj|az] ... |ar tels que

~ 7 Z Z
G~ /alzx /azzx o X /arZ
Montrons que r = 1. Puisque a,G = {0} nous avons
#{zek|z* =1} 2 |G| = a1az . .. a,.
Par ailleurs le nombre de racines dans k du polynéme X% — 1 € k[X] est inférieur ou égal a son degré parce

que k est commutatif. Il en résulte 'inégalité ajas . .. a, < a, qui conduit a r = 1.
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