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GROUPES LINEAIRES ET EXPONENTIELLES

Exercice 1. [LE pLAN HYPERBOLIQUE] Soit H I'ensemble des nombres complexes de

. o . . . a b .
partie imaginaire strictement positive. Soit A = (C d) une matrice de G = SL,(R).

(1) Montrez que 'application qui associe A z dans Het A = (Z Z) une matrice

de G associe ‘C’Z:s définit une action de SL,(IR) sur H.

(2) Montrez que cette action est transitive.
(3) Quel est le stabilisateur de i ? (on retrouvera un groupe connu).

(4) Quels sont les orbites du groupe des matrices de la forme (é i) oAl't

appartient A R.

(5) Montrez que 'application 0 : z - 1 est une bijection de H. Si A appartient
A G montrez qu'il existe une matrice B, telle que pour tout z de H,
0Aoc-z=B-z.

Exercice 2.
(1) Calculez les exponentielles des matrices suivantes

0 x a 0 a x
Az(o 0)'B=(0 1/a)'C=(o 1/11)'

(2) A-t-on toujours exp(U + V) = exp(U).exp(V) ?

(3) On suppose que U et V sont deux matrices qui commutent, montrez que
exp(U) et exp(V) commutent et que exp(U + V) = exp(U). exp(V).

(4) On suppose que U et V commutent et sont dans un voisinage suffisamment
petit del’identité, montrez que log(U) et log(V) commutent et que log(ULV) =
log(U) + exp(V).

Exercice 3.

(1) Construire un isomorphisme entre SO(2,R) et I'ensemble des nombres
complexes de module 1.

(2) Montrez que tout élément non trivial R de SO(3, R) admet un vecteur propre
u de valeur propre 1.

(3) Montrez que si E est un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien est
stable par un endomorphisme orthogonal f, E* est stable par f.

(4) Trouvez la matrice de f dans une base orthornormée (uy, u1, u>) 0A1 y est
un axe.

(5) Montrez qu'un endomorphisme appartenanta SO(3) et différent del'identité
admet un unique (A homothétie prés) vecteur propre de valeur propre 1.

La droite engendré par u s’appelle axe de R.

Exercice 4. Soit G un groupe. Le centre de G est 'ensemble des éléments commutant
avec tout élément de G:
Z(G)={heG|Vgehgh'}.

(1) Montrez que Z(G) est un sous groupe distingué de G.
(2) Quel est le centre de SO, (IR) ?
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(3) Montrez que tout élement du centre Z de SO3(IR) préserve 'axe de tout
élément de SO3. Montrez que Z est composé d’homothétie, puis que Z est
réduit A l'identité.

Exercice 5. Soit A une matrice de GL,(C) commutant avec toute matrice de SU,,(C).

(1) Soit (e, ...,e,) une base hermitienne montrez qu’il existe B dans SU,(C)
telle que B(e;) = A;e; avec les A; tous distincts.

(2) En déduire que pour tout i, A(e;) = pje;.

(3) Montrez que A est une homothétie.

(4) Quel est le centre de SU,,(C) ?

MORPHISMES CONTINUS DE R pANs IR”

Exercice 6. Soit f un morphisme de R dans IR”. On suppose que f est continu en 0,
montrez que f est continu.

Exercice 7. Soit f un morphisme continu de R dans R"

(1) Montrez que pour tout entier p et tout réel x, f(px) = pf(x).
(2) Montrez le mA®me résultat pour p rationnel.
(3) Montrez qu’il existe un vecteur u de IR” tel que pour tout réel x, f(x) = x - u.

Exercice 8. Soit f une application de [-1, 1] dans R”. On suppose que pour tout x,
ydans [-1/2,1/2] ona f(x + y) = f(x) + f(y).
(1) Montrez que si x est dans [~1, 1], alors pour tout p > 1 on a f(5;) = le)f(x).
(2) Construire un morphisme g de R dans R" tel que g = f sur [-1/2,1/2].
(38) Montrez qu'il existe u dans IRn tel que f(x) = xu pour x dans [-1/2,1/2].

MorrHISMES CONTINUS DE IR paNs uN GL,(IR)

Exercice 9. Soit f et ¢ deux morphismes continus de R dans un GL,(RR),

(1) onsuppose que f et g coincide sur un voisinage de 0. Montrez — en utilisant
la connexité — que f = g.

Exercice 10. Soit f un morphisme continu en zéro de R dans GL(#, R). Soit O
un voisinage de la matrice nulle tel que log est un difféomorphisme de Oy sur un
voisinage O de l'identité. On rappelle que I’on peut choisir Oy tel que pour tout
A <1, A0 C Oy.

(1) Montrez en utilisant la continuité du produit de matrices, qu’il existe un
voisinage de l'identité O, tel que O, - O, C O;.

(2) Montrez en utilisant la continuité de f qu’il existe xo un réel tel que f(y) € O,
pour tout y tel que |y| < xo. Montrez que pout tout entier S < 1, il existe une
unique matrice As dans Oy tel que f (Sx) = exp (As).

(3) Montrez que si S et T sont plus petit que 1, A5 et Ay commute. Montrez que
si S et T sont plus petit que 1/2 alors As,t = As + Ar.

(4) Montrez enfin (en utilisant ’exercice 6 ) qu’il existe une matrice A tel que
f(t) = exp(tA) pour t dans [-1/2,1/2]

(5) Montrez (en utilisant 1’exercice 8) qu’il existe une matrice A tel que f(t) =
exp(tA) pour tout t.

Exercice 11. (x) Soit H un sous-groupe fermé de GL,,(C). On dit que H est discret s'il
existe un voisinage de I'identité O tel que O N H est réduit A I'identité. On suppose
A partir de maintenant que H n’est pas discret.

le but de I'exercice est de montrer que si H est fermé et n’est pas discret, il contient un
sous-groupe de la forme {exp(tA) | t € R}.



(1) Montrez qu'il existe une suite h,, d’éléments de H telle que
lim h, =1d, ¥n,h, # 1d.

n—-oo

(2) Montrez qu’il existe une suite de matrices A, tendant vers 0 telle exp(A;) = h,
pour 1 suffisamment grand.

(3) Montrez que I'on peut extraire une sous-suite telle que mAn converge vers
une matrice B non nulle.

(4) Soit f un nombre réel quelconque et N, I'entier telle que Ny < 7 < Ny + 1.
Montrez que N, A, converge vers tB.

(5) Quand H est fermé, montrez que pour tout réel t, exp(tB) appartient A H.

LEMME ET RELATIONS D’ORTHOGONALITE DE SCHUR

Exercice 12. Soit p une représentation de G sur V. Un vecteur u est invariant si
pour tout ¢ de G, p(g)(1) = u. On note VP I'ensemble de vecteurs invariants de V.
Montrez que VC est un sous-espace vectoriel stable par p.

Exercice 13. Soit p et o des représentations de G sur V et W respectivement, on
note 0 ® p* la représentation 1 sur Hom(V, W) donnée par 1(g) - f := a(g) o f o p(g™")
pour f dans Hom(V, W). Montrez que 0 ® p* est bien une représentation.

Exercice 14. [LEMME DE ScHUR] Soit p et o des représentations de G sur V et W
respectivement. On suppose p et ¢ irreductibles. On considere la representation
n=o0® p* sur Hom(V, W).
(1) Montrez que si f est invariant par 1, alors ker(f) et f(V) sont invariants par
p et o respectivement.
(2) Montrez que si p et o sont irréductibles et f est invariant par n et f # 0 alors
f est un isomorphisme.
(3) Montrez quesi p et o sontirréductibles nonisomorphes, alors (Hom(V, W))
est de dimension 0.
(4) Montrez que si p et o sont irréductibles et isomorphes, alors (Hom(V, W))"(G)
est de dimension 1.

n(G)

Exercice 15. [RELATIONS D'ORTHOGONALITE DE SCcHUR] Soit I' un groupe fini. Soit p
une représentation unitaire de I sur un espace vectoriel complexe V. Le caractére de
p est la fonction

Xp : § > trace(p(g)) .
On rappelle que si f et h sont deux fonctions sur G alors

£ = g2 Y FOG)

8eG
(1) Montrez que si p et 0 sont isomorphes alors x, = x,-
(2) Montrez que p = ﬁ% Ygec P(g) vérifie p o p = p. Puis que p est la projection
orthogonale de V sur V¢. En déduire que u% Y. eec Xp(G) = dim(V©).

(3) Montrez que xp+s = Xp + Xo- Montrez que si = p ® 0" alors x;; = X, X,-
(4) Montrez que si p et ¢ sont irréductibles alors

(Xp,Xo) =0 , sipetonesont pasisomorphes,

(Xp,Xo» =1 , sipetosontisomorphes.



