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Le but de cet article est d’effectuer un bref survol de la question suivante : quels
sont les espaces homogènes sur lesquels se modèlent des variétés compactes ? Plus
précisément, si G est un groupe de Lie de dimension finie agissant effectivement
et transitivement sur une variété V = G/H, nous dirons que M admet une (V, G)
structure (ou est localement modelée sur (V, G)) s’il existe un atlas (Ui, ϕi) où les Ui

sont des ouverts de M formant un recouvrement, chaque ϕi est un difféomorphisme
de Ui sur un ouvert Vi de V , tels que pour tout i et j, ϕj ◦ϕ−1

i est la restriction à Vi

d’un élément de G.

Il est bien connu que si V est simplement connexe, cette donnée est équivalente
à celle d’une représentation ρ, appelée représentation d’holonomie, du groupe fonda-
mental π1(M) de M à valeurs dans G, ainsi que d’une immersion ϕ du revêtement uni-

versel M̃ de M dans V , appelée développement, ladite immersion étant équivariante,
c’est-à-dire :

∀ γ ∈ π1(M), ∀x ∈ M̃, ϕ(γx) = ρ(γ)ϕ(x) .

Une structure est dite complète si le développement est un difféomorphisme.
Dans ce cas, Γ = ρ(π1(M)) est un sous-groupe discret de G agissant proprement
discontinuement sans point fixe sur V , et M s’identifie avec Γ\V . On dira alors
alternativement que V admet un quotient compact.

Nous allons nous intéresser aux deux questions suivantes :

1◦ Quels sont les espaces homogènes sur lesquels se modèlent des variétés compactes ?
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2◦ Quels sont ceux qui admettent des quotients compacts ?

Bien sûr cette étude n’a d’intérêt que si l’espace homogène modèle est lui-même
non compact. Au-delà de son clair intérêt géométrique, signalons dès maintenant une
motivation dynamique de cette étude. Autour de travaux de Robert Zimmer, puis de
Mikhail Gromov, s’est dégagé le problème suivant : comprendre les actions de “gros”
(dans divers sens) groupes, en particulier lorsque cette action préserve une structure
géométrique. Par exemple, un résultat de Gromov assure que dans certains cas la
variété est - presque - localement homogène. Nous reviendrons sur cette discussion
et ces résultats plus loin (3.).

La plupart du temps, dans un souci de simplification, nous n’énoncerons que
des cas particuliers de résultats généraux, et nous allons restreindre notre discussion,
bien que certains des résultats présentés aient une extension en dehors de ce cadre,
au cas où G est un groupe de Lie semi-simple non compact algébrique et où H
est unimodulaire. Ceci se traduit par le fait que V possède une forme volume G-
invariante. Dans ce cas, V est automatiquement non compacte, et nos questions ont
bien un sens.

Nous avons donc exclu de notre cadre d’étude, des géométries telles que con-
formes plates ou affines plates, etc.

La suite de cet article se distribue naturellement en deux parties : des résultats
d’existence de variétés modelées en premier lieu, puis une série d’obstructions en
second lieu, dont la plus ancienne est un résultat de Calabi et Markus, qui tendent à
montrer que les espaces homogènes sur lesquels se modèlent des variétés compactes
sont plutôt rares. Notre but ne sera pas de donner les résultats plus généraux, mais
d’essayer de faire sentir sur quelques cas particuliers les idées mathématiques - et
souvent géométriques - à la base des preuves.

Cependant, malgré ces diverses réponses, l’état du problème est encore assez
insatisfaisant ; ce n’est que très récemment [B] - et postérieurement à l’exposé fait
danc ce colloque - que nous savons qu’il n’existe pas de quotients compacts de l’un
des plus simples espaces homogènes de notre catégorie : SL(3,R)/SL(2,R).

Fixons par ailleurs dès maintenant une convention : si L est un groupe de Lie,
nous noterons KL son compact maximal.

1. RÉSULTATS D’EXISTENCE

Tous ces résultats trouvent leur origine dans le théorème suivant d’A. Borel [B] :

Théorème (Borel).— Tous les espaces symétriques admettent des quotients com-
pacts.
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Autrement dit, lorsque H est compact, la réponse à notre deuxième question
est affirmative. Rappelons que la condition H compact entrâıne l’existence d’une
métrique riemannienne invariante sur V .

On peut alors construire de nouveaux quotients compacts à l’aide du procédé
suivant dû à Kulkarni.

Supposons qu’un sous-groupe semi-simple L de G agisse proprement et transi-
tivement sur V . D’après Borel, il existe donc Γ tel que Γ\L/KL est compact (KL est
le compact maximal), et dès lors, Γ\V est également compact.

Un premier exemple, trivial, de cette situation est donné par V = G × G/G∆,
où G∆ est le graphe de l’identité dans G×G, nous pouvons alors prendre pour L le
groupe G× {e}.

De même, si nous prenons G un groupe de Lie semi-simple simplement connexe,
le groupe des isométries H de G muni de sa forme de Killing est en général plus gros
que G et alors G s’identifie à H/J . L’exemple de P̃ SL(2,R) qui s’identifie avec le
revêtement universel de Anti-de Sitter : SO(2, 2)/SO(1, 2) est bien connu [Ku-Ra].

Un exemple plus intéressant est dû à Kulkarni [Ku] : l’espace homogène
SO(2, 2n)/SO(1, 2n) s’identifie au sous-ensemble V de R2n constitué des 2n-uples
(X1, X2, X3, . . . , X2n) vérifiant

X2
1 + X2

2 −X2
3 −X2

4 − · · · −X2
2n = 1 .

Considérons maintenant R2n comme Cn, V est alors l’ensemble des n-uples

(z1, . . . , zn)

tels que
z1z̄1 − z2z̄2 − · · · − znz̄n = 1

sur lequel SU(1, n) agit proprement et transitivement.

Dans [Ko1], T. Kobayashi a traduit au niveau des algèbres de Lie la condition sur
L, et a produit toute une liste de triplets (L, G, H) correspondant à cette situation.

Il est possible maintenant d’essayer de déformer Γ qui a priori est un sous-groupe
de L, dans G, ou plus généralement, d’essayer de déformer la structure localement
homogène sur M . C’est ce qu’a fait W. Goldman dans le cas de SO(2, 2)/SO(1, 2).
Il a ainsi produit des variétés compactes modelées sur cet espace homogène telles que
l’image de la représentation est Zariski dense, et en particulier n’est pas incluse dans
un sous-groupe algébrique propre de G [Go].

Se basant sur une idée de Carrière dans le cas plat [Ca], à laquelle il est fait
allusion dans [M], Klingler [Kl] a montré en particulier que ces exemples sont néces-
sairement complets. Ce sont ainsi, pour le moment, les seuls exemples de quotients
compacts Γ\G/H où G est semi-simple, H unimodulaire, et Γ Zariski dense.
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2. OBSTRUCTIONS

Nous allons présenter une série d’obstructions qui empêchent l’existence de va-
riétés compactes modelées sur un espace homogène, ou celle de quotients compacts.
Ces obstructions résultent de plusieurs approches.

La première approche est topologique, il s’agit d’étudier la propreté de l’action
des groupes discrets infinis sur un espace homogène, elle remonte à Calabi et Markus,
elle se sépare elle même en deux temps : étudier les actions propres de Z,( [C-M],
[Ko1] et [Ku]), puis celle des groupes libres, et c’est le très récent article de Benoist
[B]. La deuxième approche repose sur une utilisation de classes caractéristiques. La
troisième approche utilise des résultats issus de la théorie ergodique, et nous nous
étendrons un peu sur ses motivations.

2.1 - Actions propres de groupes infinis

2.1.1 - Après le phénomène de Calabi-Markus. En 1963, E. Calabi et L. Markus
se sont intéressés aux espaces relativistes (c’est-à-dire munis d’une métrique lorent-
zienne ) à courbure constante [C-M]. Ils ont montré le

Théorème (Calabi-Markus).— Les seuls sous-groupes discrets de SO(1, n) agis-
sant proprement sur l’espace de Sitter SO(1, n)/SO(1, n−1) sont finis. En particulier,
ces espaces n’admettent pas de quotients compacts.

Ce “phénomène de Calabi-Markus” a ensuite été élargi à d’autres situations par
J. Wolf et R.S. Kulkarni [Wo], [Ku]. Plus récemment, T. Kobayashi, en poursuivant
dans cette direction, a démontré le théorème suivant dont la première étape est la
généralisation de ce phénomène [Ko2].

Théorème (T. Kobayashi).— Soient G un groupe semi-simple, H un sous-groupe
réductif. Supposons qu’il existe un sous-groupe L réductif tel que

(i) L ⊂ KG ·H ·KG

(ii) d(L) > d(H)

où d(G) désigne la dimension de l’espace symétrique associé. Alors G/H n’admet
pas de quotient compact.

La condition (i) a une traduction simple au niveau des algèbres de Lie, en termes
de sous-groupes de Cartan.

La preuve repose sur le lemme suivant, dont la démonstration est immédiate.

Lemme.— Supposons que L, G, H vérifient (i), alors si Γ agit proprement sur G/H,
Γ agit également proprement sur G/L.
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Un corollaire de ce lemme contient exactement la généralisation du phénomène
de Calabi-Markus.

Corollaire.— Si les rangs réels de G et H cöıncident et G est de centre fini, alors
seuls les groupes finis agissent proprement sur G/H.

En effet, si Γ agit proprement sur G/H, d’après la décomposition d’Iwasawa
et le lemme précédent, Γ agit proprement sur G/G qui est réduit à un point. T.
Kobayashi montre également la réciproque de ce corollaire.

Pour déduire le théorème du lemme, il utilise la notion de la dimension coho-
mologique d’un groupe discret Γ. Celle-ci vérifie les deux conditions suivantes.

(i) Si Γ agit proprement discontinuement sans points fixes sur RN ×M où M
est une variété compacte, alors

cd(Γ) ≤ N

(ii) de plus, si Γ\RN ×M est compact, alors

cd(Γ) = M .

Dans notre cas G/H est difféomorphe à Rd(G)−d(H)×KG/KH , le lemme et l’inégalité
(ii) nous donnent alors une paire d’inégalités contradictoires sur la dimension coho-
mologique de Γ.

Dans ce même article, T. Kobayashi exhibe toute une série de triplets (L, G, H)
vérifiant les conditions de son théorème.

2.1.2 Actions propres de groupes libres

Après que cet exposé ait eu lieu, Yves Benoist [B] a complètement caractérisé
les espaces homogènes réductifs sur lesquels agissent proprement des groupes libres à
deux générateurs. Il en a déduit de nouvelles obstructions à l’existence de quotients
compacts.

Précisons quelques notations. Soient AH un sous-espace de Cartan de H, A un
sous-espace de Cartan de G contenant AH , A+ un choix de chambre de Weyl fermée,
ι l’involution d’opposition de A+ (pour a dans A+, ι(a) est l’unique élément de A+

conjugué à a−1) et B+ l’ensemble des points fixes de ι.

Théorème (Y. Benoist).— Avec ces notations, G contient un sous-groupe discret
Γ non virtuellement abélien qui agit proprement sur G/H si et seulement si pour
tout choix de chambre de Weyl A+ , AH ne contient pas B+.

Dans ce cas, on peut choisir Γ libre et Zariski dense.

5



La preuve de ce théorème repose en partie sur une étude fine de la projection
sur la chambre de Weyl du produit de deux éléments. De ce résultat, Yves Benoist
déduit le

Corollaire.— Si pour tout choix de chambre de Weyl A+ , AH ne contient pas
B+, G/H n’admet pas de quotients compacts

En particulier, SL(2n+,R)/SL(2n,R) n’admet pas de quotients compacts non
plus que d’actions propres de groupes libres, alors que SL(2n)/SL(2n−1) admettent
de telles actions. Il est à remarquer que de nombreux exemples dont on sait par
ailleurs qu’ils n’admettent pas de quotients compacts admettent par ce résultat des
actions propres de groupes libres. Ce phénomène était bien connu pour les espaces
affines.

En conclusion, remarquons que cette idée - étude des actions propres de groupes
discrets - vaut pour l’étude des quotients compacts, mais pas pour ceux des variétés
compactes modelées. A part les résultats de Carrière, étendus par Klingler, on ne
connait que très peu de choses sur la complétude des espaces homogènes.

2.2 - Classes caractéristiques.

Dans cette approche, la contradiction va être obtenue grâce à des classes carac-
téristiques dont on montrera qu’elles sont à la fois triviales et non triviales.

2.2.1.- La classe d’Euler.

Voici exposée schématiquement et inspirée du principe de proportionnalité de
Hirzebruch, une méthode due à T. Kobayashi et K. Ono, permettant d’exhiber des
classes caractéristiques non triviales sur des variétés homogènes modelées sur G/H
[K-O].

Supposons H semi-simple. Nous pouvons associer à G/H un espace symétrique
compact Gu/Hu de la manière suivante.

On considère Gu la forme réelle (le compact maximal) du complexifié GC de G,
et Hu le sous-groupe Gu ∩HC.

De façon plus terre à terre, ceci revient à intervertir formellement des + et des
- , un peu à la manière dont Gauss avait construit l’espace hyperbolique à partir de
la sphère.

Tout ceci étant purement formel, les formes Gu-équivariantes sur Gu/Hu don-
nent naissance à des formes G-équivariantes sur G/H et vice-versa, de telle sorte
que la cohomologie des formes G-équivariantes sur G/H, H∗G(G/H) s’identifie à la
cohomologie des formes Gu-équivariantes sur Gu/Hu, H∗Gu(Gu/Hu).
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Le groupe Gu étant compact, supposons le de plus connexe, H∗Gu(Gu/Hu)
représente toute la cohomologie de Gu/Hu, H∗(Gu/Hu). Enfin, si M est une variété
modelée sur G/H, H∗G(G/H) s’envoie naturellement dans H∗(M). De plus, puisque
G/H admet une forme volume invariante, si M est compacte, la dualité de Poincaré
- ici en fait, la formule de Stokes suffit - fait que H∗G(G/H) s’injecte dans H∗(M).

Si maintenant H est semi-simple, le fibré G → G/H est muni d’une connexion
dont formellement les classes caractéristiques s’identifient à celles du Hu fibré prin-
cipal Gu → Gu/Hu. Le trajet décrit précédemment permet de conclure que si une
classe caractéristique de ce dernier fibré - ou de tout fibré associé - est non nulle, la
classe caractéristique du fibré correspondant sur M est non nulle.

Appliquons ce raisonnement à la classe d’Euler. Il est connu depuis longtemps
que χ(R/S) est non nulle si et seulement si le rang de R et celui de S sont les mêmes,
lorsque R est compact.

Nous en déduisons donc que si le rang de G et celui de H sont égaux, χ(M) est
non nul pour M modelée sur G/H.

Ainsi nous avons les deux obstructions suivantes.

Théorème (Kobayashi-Ono [K-O]).— Soient G un groupe semi-simple, H un sous-
groupe semi-simple de même rang. Si la dimension de KG/KG∩H est impaire, alors
il n’existe pas de variété compacte modelée sur G/H.

En effet, si dim(KG/KG ∩H) est impaire, le fibré tangent à M peut se décom-
poser en somme de deux fibrés dont l’un est de dimension impaire. La caractéritique
d’Euler de M est donc nulle, ce qui amène la contradiction.

Ce critère s’applique par exemple à SO(i + k, j + `)/SO(i, j)× SO(k, `) lorsque
- un et un seul - des i, j, k, et `, est pair, de même

Théorème (Kobayashi [Ko1]).— Si G est un groupe semi-simple, H un sous-groupe
semi-simple de même rang, si enfin le rang de KG et celui de KH diffèrent, alors G/H
n’admet pas de quotient compact.

Rappelons que G/H est difféomorphe à Rd(G)−d(H) × KG/KG ∩ H, si M =
Γ\G/H est un quotient compact, une application simple de la suite spectrale pour
les fibrés donne que

χ(M) = χ(Γ) · χ(KG/KH) .

D’après notre deuxième hypothèse, χ(KG/KH), et donc χ(M), est nulle, ce qui nous
donne notre contradiction.
Ceci s’applique à SO(i + j, k + `), SO(i, j)SO(k, `) dans le cas où jk` est impair.
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2.2.2.- Forme de courbure de fibrés en droites.

Une autre approche du même type repose sur l’étude des fibrés en droites sur
l’espace homogène modèle. Grâce à cette étude Y. Benoist et moi-même avons obtenu
par exemple le résultat suivant [B-L1].

Théorème (Y. Benoist-F. Labourie).— Soient G un groupe semi-simple, H un
sous-groupe unimodulaire, s’il existe un élément hyperbolique non nul dans l’algèbre
de Lie du centre de H, alors aucune variété compacte n’est modelée sur G/H.

Un élément X de l’algèbre de Lie d’un groupe semi-simple est dit hyperbolique
si ad(χ) est diagonalisable sur R.

Ce résultat s’applique par exemple aux espaces SL(n,R)/ exp(R∆). Pour un
tel élément X notons Z(X) le sous-groupe de G qui centralise X :

Z(X) = {g ∈ G , Ad(g)X = X} .

Ce sous-groupe Z(X) se décompose naturellement en Z(X) = R × H(X) où R est
ici le groupe à 1 paramètre engendré par exp(tX). En particulier, à chaque élément
hyperbolique non nul X de g est associé un fibré en droites réelles EX : G/H(X) →
G/Z(X).

Le point de départ de notre travail est alors la remarque suivante : ce fibré EX

est muni d’une connexion naturelle. En effet, la 1-forme duale sur g de X par la
forme de Killing descend en une 1-forme sur G/H(X) qui possède les qualités d’une
connexion. La courbure ωX de cette connexion est une forme symplectique.

Il est alors évident qu’aucune variété compacte ne peut être modelée sur G/Z(X).

En effet, ce fibré EX étant G-équivariant, il donne naissance à un fibré en droite
réelle sur M , fibré dont la forme de courbure - modelée sur ωX - est symplectique.
Or la forme de courbure d’un fibré en droite réelle est exacte : le fibré admettant
une section jamais nulle - après éventuellement un revêtement fini ; la courbure
est la différentielle de la 1-forme de connexion associée à une section. Or une forme
symplectique sur une variété compacte ne peut jamais être exacte ; rappelons-en, pour
la suite, la raison : si ωX = dβ, alors la forme volume Ω = ω∧d

X est la différentielle
de β ∧ ωd−1

X .

Si maintenant H est inclus dans Z(X), - ou alternativement, si X appartient à
l’algèbre de Lie du centralisateur de H - grâce à la submersion G/H → G/Z(X), on

induit du fibré EX un fibré ÊX sur G/H, puis un fibré sur M .

La forme de courbure de ce fibré en droite est toujours exacte, par contre elle
n’est plus symplectique. La forme de courbure ω̂X de ÊX sur G/H possède un noyau
intégrable, dont les feuilles du feuilletage associé correspondent par construction aux
fibres de la submersion G/H → G/Z(X). Si de plus, H est unimodulaire, il existe
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une forme µX sur G/H, G-équivariante, dont la restriction à ces fibres est volume.
La forme volume Ω de G/H est alors µX∧ω∧d

X . Par G-équivariance, toutes ces formes
donnent naissance à des formes, que nous noterons de la même manière, sur M .

Nous voulons à nouveau montrer que Ω est exacte. Mais maintenant,

d(β ∧ ω∧d−1
X ∧ µ) = Ω + β ∧ ω∧d−1

X ∧ dµX .

Le cœur de la démonstration, sur laquelle nous n’allons pas maintenant nous étendre
davantage, est de démontrer que grâce au fait que le centre de H possède un élément
hyperbolique dans son algèbre de Lie, nous pouvons choisir un élément X hyper-
bolique dans l’algèbre de lie du centralisateur de H tel que

d(µX) ∧ ωd−1
X = 0 .

3. UNE APPROCHE DYNAMIQUE

Notre étude a une motivation d’origine plus dynamique. Une conjecture floue,
issue des travaux de Zimmer, est que les “grosses” actions (par exemple ergodiques,
topologiquement transitives) de “gros” groupes (par exemple de rang réel plus grand
que 2) sont essentiellement géométriques.

On espère de même que les structures géométriques ayant un gros groupe d’i-
sométries sont classifiables, comme le suggère le théorème de Lelong-Ferrand, Obata
[L][O] qui montre qu’une variété conforme ayant un groupe de transformations con-
formes non compact est conformément équivalent à la sphère. De même, après les
travaux de d’Ambra [d’A], on pense que les variétés lorentziennes ayant un groupe
non compact d’isométries sont rares. S’y rattachent aussi les travaux sur les flots
d’Anosov de [Gh][Ka][B-F-L][B-L2]. Un rapport sur ces questions se trouve dans
[d’A-G].

Une étape de cette classification est un résultat de Gromov montrant q’une
“grosse” action préservant une structure géométrique est localement homogène.

La dernière étape est alors de comprendre les structures localement homogènes
ayant un gros groupe d’isométries, ce à quoi vont se rattacher les résultats présentés
maintenant.

Précisons à nouveau nos idées. Que signifie un “gros” groupe à une action
essentiellement géométrique ? Le prototype d’un résultat de cette nature est très
certainement la profonde généralisation par R. Zimmer de la super-rigidité de Mar-
gulis :
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Théorème (Super-rigidité de Zimmer [Z1][Z2]).— Soit E → M , un fibré principal
de groupe structural H sur une variété compacte M .
Soit G un groupe de Lie de rang réel plus grand que 2. On suppose que G agit
continuement sur E par automorphismes du fibré - c’est-à-dire commutant avec H -
et que l’action quotient sur M préserve une mesure finie ergodique µ.

Alors G préserve une “connexion mesurable plate” sur EK , le H/KH fibré as-
socié, c’est-à-dire qu’il existe

(i) une section mesurable σ du fibré E

(ii) une représentation ρ de G dans H

telles que, si π est la projection naturelle de E sur EK , alors pour µ presque tout x,
et tout g de G

πσ(g · x) = π(ρ(g) · g · σ(x)) .

La terminologie “connexion mesurable plate” s’explique par le fait qu’une con-
nexion plate peut être définie par le faisceau des sections plates, la condition d’inva-
riance par un groupe, se traduisant par l’apparition d’une holonomie - ici ρ.

Nous avons préféré cette terminologie et la présentation en termes de fibrés - par
rapport au langage des cocycles - pour son attrait géométrique.

Signalons enfin que le véritable théorème de Zimmer est dans un cadre entiè-
rement mesurable [Z1] - les actions sont mesurables, M est un espace de Lebesgue
- mais il faut alors rajouter une hypothèse qui sort un peu du cadre de cet exposé
mais dont R. Zimmer [Z2] a démontré qu’elle était verifiée dans le cas des actions
continues.

Si ce résultat de Zimmer démontre que dans certains cas les actions sont géomé-
triques, un théorème de Gromov [Gr] montre que des actions géométriques suffisam-
ment grandes proviennent nécessairement d’une structure localement homogène.

Théorème (Gromov).— Soit M une variété munie d’une connexion - ou plus
généralement d’une A-structure rigide - telle que le pseudo groupe préservant cette
connexion a une orbite dense, alors celle-ci est ouverte.

Une orbite du pseudo-groupe préservant la connexion est constituée de points
x, y tels qu’il existe un difféomorphisme préservant la connexion d’un voisinage de x
sur un voisinage y.

Une orbite ouverte est donc “localement homogène”. Attention, elle n’est pas
toujours modelée sur un espace homogène ; en effet, l’algèbre de Lie des champs
de vecteurs préservant la connexion et s’annulant en un point, qui a vocation à
être l’algèbre de Lie du sous-groupe d’isotropie, ne correspond pas nécessairement à
un sous-groupe fermé du groupe associé à l’algèbre de Lie des champs de vecteurs
préservant la connexion [L-T].
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La situation, après ces deux théorèmes, est la suivante : d’une part, les ac-
tions de gros groupes préservent une géométrie mesurable (Zimmer), d’autre part, si
une grosse action de groupes préserve une géométrie lisse, celle-ci est automatique-
ment homogène. Bien sûr, à ce stade il serait très intéressant de montrer que cette
géométrie mesurable est lisse, point sur lequel nous reviendrons plus tard.

Dans ce contexte, un problème naturel est de comprendre les variétés compactes
modelées sur un espace homogène, et qui possèdent un important groupe d’isométries.

Dans le cas d’une variété compacte M modelée sur G/H, tout groupe J com-
mutant avec H va agir sur M . En effet, J agit alors à droite sur G/H, et l’algèbre
de Lie des champs de vecteurs est G-invariante. Ainsi, on obtient sur M une algèbre
de Lie des champs de vecteurs isomorphe à celle de J , qui en s’intégrant, puisque M
est compacte, donne l’action d’un groupe isogène à J .

Les deux résultats que nous allons présenter maintenant tirent partie de la
présence d’un important centralisateur pour H. A nouveau, rappelons qu’il ne s’agit
ici que de cas particuliers de résultats plus généraux, cas dont nous espèrons que la
preuve est plus transparente.

Théorème (F. Labourie-S. Mozes-R. Zimmer) [L-M-Z].— Soient G un groupe sim-
ple algébrique, H un sous-groupe algébrique unimodulaire. On suppose qu’il existe
un sous-groupe J de G tel que

(i) J est semi-simple et contient un sous-groupe simple de rang réel plus grand
que 2 ;

(ii) J commute à H ;

(iii) il n’existe pas de représentations injectives de J dans H.

Alors, aucune variété compacte n’est modelée sur G/H si H est non compacte.

Ce critère s’applique par exemple à SL(5,R)/SL(2,R), le groupe SL(3,R)
jouant le rôle de J .

Nous allons expliquer le début de la démonstration pour expliquer comment
intervient la super-rigidité de Zimmer.

Nous avons bien sûr un H-fibré principal E naturel sur M : celui qui est modelé
sur le fibré H → G → G/H. Par G-équivariance, l’action de J sur M décrite plus
haut se relève en automorphismes du fibré E.

Par ailleurs, H étant unimodulaire, l’action de J sur M va préserver une mesure
de Lebesgue.
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Nous allons montrer rapidement comment la mesure de Lebesgue de E va se
décomposer en somme de mesures finies et invariantes sous J . Tout d’abord, dé-
composons la mesure de Lebesgue m de M en somme de mesures finies ergodiques :
m =

∫
mede. Supposons, pour simplifier, J simple.

Pour chacun des me, nous pouvons alors appliquer la super-rigidité de Zimmer et
obtenir une section σe du fibré E - pour simplifier, nous supprimons K . . . -, section
invariante sous l’action de J puisqu’il n’y a pas de représentation non triviale de J
dans H. Cette section σe peut être conçue comme une métrique invariante mesurable
sur le fibré E. Par construction, la mesure µe = (σe)∗(me) est finie et invariante par
J , de même le sont les mesures µh

e = h∗µe.

Par le théorème de Fubini, la mesure de Lebesgue me de E n’est rien d’autre
que

∫
µh

ededh où dh est la mesure de Haar de H.

La deuxième étape que nous n’allons pas développer ici consiste à démontrer,
grâce au théorème de Birkhoff et un argument classique de contraction dilatation
analogue à celui de la preuve du théorème de Moore, qu’en fait, me est finie. La
mesure de Haar dh de H sera alors finie et H sera compact.

En somme, la super-rigidité de Zimmer sert ici à produire une géométrie supplé-
mentaire : cette section σe. C’est également le point de départ du théorème suivant
de R. Zimmer. Le résultat précédent en est un descendant car, avec sa méthode, R.
Zimmer le démontrait pour le cas des quotients compacts dans le cas J simple.

Théorème (R. Zimmer [Z3]).— Soient G un groupe simple, H un sous-groupe
algébrique unimodulaire. On suppose qu’il existe un groupe J tel que

(i) J est simple et de rang réel plus grand que 2 ;

(ii) J commute à H.

Supposons maintenant qu’il existe un quotient compact Γ\G/H de G/H tel que
l’action de J y soit ergodique. Alors il existe un groupe L agissant proprement et
transitivement sur G/H tel que Γ soit un réseau cocompact de L.

Autrement dit, nous sommes ramenés à la construction remarquée par Kulkarni.
Ce résultat s’applique par exemple à SL(n,R)/SL(n− 3,R) pourvu que l’action de
SL(3,R) sur le quotient compact soit ergodique. Le problème est ensuite d’examiner
le problème - algébrique - de l’existence de L.

Comme précédemment, on applique la super-rigidité de Zimmer pour obtenir
une section σe du fibré E. A nouveau, nous pouvons pousser, grâce à σe, la mesure
de Lebesgue m de Γ\G/H pour obtenir une mesure m̃ finie sur Γ/G - à un compact
près -. Cette mesure est invariante sous le groupe que nous noterons J ′ image par J
du morphisme i ·ρ, où i est l’injection de J dans G, et ρ la représentation d’holonomie
apparaissant dans la super-rigidité de Zimmer.
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La nouvelle idée est maintenant d’utiliser un cas particulier du remarquable
théorème mesurable de M. Ratner [R].

Théorème (Ratner).— Soient G un groupe simple, Γ un sous-groupe discret, m̃
une mesure finie sur Γ\G invariante sous un groupe simple J et ergodique, alors il
existe un groupe L, tel que m̃ soit la mesure de Haar portée par une orbite de L.

Dans notre cas, nous en déduisons, par des arguments topologiques standards,
que cette orbite de L fibre - avec des fibres compactes - sur Γ\G/H, et que Γ est un
réseau cocompact de L.

Une des manières de voir l’intervention du théorème de Ratner est la suivante :
grâce à lui, la géométrie obtenue par le théorème de super-rigidité - cette mesure m̃
est lisse. D’une manière générale, la théorie ergodique permet d’obtenir de nouvelles
structures mesurables invariantes sur un espace localement homogène. Démontrer
que ces structures mesurables sont lisses permettrait alors d’appliquer le théorème
de Gromov et obtenir ainsi une nouvelle structure homogène, plus fine (dans le
résultat précédent L). Cette démarche est certainement prometteuse, mais passer
du mesurable au lisse est une véritable gageure.

Enfin - et c’est encore un ajoût par rapport à l’exposé initial - en travaillant
dans cette direction R. Zimmer et moi-même avons montré [L-Z]

Théorème (Labourie-Zimmer).— Si m est supérieur ou égal à 2, et n à m + 3,
alors SL(n,R)/SL(m,R) n’a pas de quotients compacts.
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