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Introduction 

Le but de cet article est de d6montrer une in6galit6 reliant certaines quantit6s 
g6om6triques globales, intrins6ques et extrins6ques, d'une hypersurface locale- 
ment convexe d'un espace euclidien. En particulier, nous allons 6tudier la 
contrainte impos6e par le diam&re extrins6que sur la courbure d'une telle hyper- 
surface. Plus pr6cisement, si nous notons Inr(x) l'inradius en un point x de 
l'hypersurface (cf. 1.3), d e la distance dans N", et K(V)  l'int6grale de la courbure 
de Gauss, nous d6montrons le r6sultat suivant: 

Th6or~me. Spit V une hypersurface localement convexe, contenant un point x tel 
que 

Inr (x) > ~/2 Sup {de(x, y)}, 
yeV 

alors l'image de Vpar l'application de Gauss contient un hdmisph~re, et en particu- 
lier 

K(V)  > �89 Aire(S ~- 1). 

Ce th6or6me poss~de les deux corollaires suivants: 

Corollaire 1. Spit Vune hypersurface localement convexe de N ~. Si 

Inr(V) __> ~f2 Diame (V), 

alors l'image de Vpar l'application de Gauss contient un hdmisph~re, et en particu- 
lier 

K(V)  > �89 a i re  (S" - 1) 

(Ici on note Inr(V)=Sup{Inr(y)} l'inradius de V, et Diame(V) le diam6tre 
extrins~que de V). y~v 
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Corollaire 2. Soit V une surface simplement connexe fi bord, Iocalement convexe 
clans ]R 3, dont l'int~grale de courbure est inf~rieure ?z 2zc, alors 

A(V) <= [//2 L(~ V) Diame(Y). 

(Ici on note A(V) l'aire de Vet L(fi V) la longueur de son bord). 

Nous pouvons rattacher ces in6galit6s fi quelques r6sultats reliant le diam6tre 
extrinsbque fi d'autres quantit6s g6om6triques. 

Le premier r6sultat concerne les hypersurfaces localement convexes pour 
lesquelles M. Gromov a montr6 (cf. [G]): 

Th~orbme. Soit Vune hypersurface Iocalement convexe de IR". Alors 

Inr (V) =< ~ Diame (V). 

La deuxi~me s6rie de r6sultats concerne plus sp6cifiquement les surfaces. 
Tout d'abord Yu.D. Burago (cf. [B1]) a montrb un r6sultat qui concerne 

essentiellement les surfaces de tr6s petite courbure: 

Th~orbme. Soit V une surface simplement connexe de classe C 3 de ]R 3. II existe 
alors des constantes positives C et C1, telles que si l'intdgrale de la valeur absolue 
de la courbure de Gauss, #(V), est inf~rieure ~ C, nous avons 

Diame (Y) __> (V~3 - c1 #(v)) Inr (y) 

(Pour C et C1, nous pouvons prendre 0,02 et 1500). 

Dans le cas des surfaces fi courbure positive, le corollaire 1 repr6sente une 
am61ioration de ce r6sultat. 

Enfin Burago et Shefel' (cf. [B23), ont d6montr6 darts un cadre beaucoup 
plus g~n6ral une in6galit~ importante qui entraine, entre autres, l'incompressibi- 
lit6 des surfaces: 

Th~or~me. Soit V une surface ~ bord immerg~e clans ~ .  Alors 
13 1 

A __< F (K + (V), g) (L + Diam~ (V)) w- D i a m j  

of~ g est la valeur absolue de la caract~ristique d'Euler de la surface, K+(V) 
l'int~grale de la courbure positive (qui correspond clans le cas de ]R s ~ l'intdgrale 
de la pattie positive de la courbure de Gauss) et off nous pouvons prendre pour 
F Iafonction F(x, y) = exp (C(1 + x + y) log(1 + x + y)). 

Dans notre cas particulier, le corollaire 2 affine cette in6galit6. I1 est int6res- 
sant de remarquer que dans le texte pr6c6demment cit6, M. Gromov avait 
apport6 une am61ioration du m~me ordre fi l'in6galit6 de Burago et Shefel' dans 
le cas d'un disque ~t courbure n6gative immerg6 dans la boule de rayon 1 de 
] R  3 . 

Notre premier paragraphe sera consacr6 aux d6finitions, le deuxi6me ~t la 
discussion des r6sultats, le troisi6me aux propri6t6s pr61iminaires/t la d6monstra- 
tion qui sera faite dans les quatri6me et cinqui6me paragraphes. 
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1. D6finitions 

Nous supposerons dans toute la suite que Vest une hypersurface sans b0rd 
de N", et nous noterons par un indice i les quantit6s intrins6ques et par un 
indice e les quantit6s extrins6ques. 

1.1. Soit Vune hypersurface C 1, de ~",  on dira que Vest localement convexe, 
si elle poss6de un champ continu de vecteurs normaux N, dit champ normal 
intdrieur, tel que tout point de Vposs6de un voisinage inclus dans le demi-espace 
d6fini par le vecteur normal int6rieur en ce point. 

Remarques. (i) Si Vest une courbe C 2 de IR 2, V est localement convexe si et 
seulement si sa courbure reste, apr6s choix de l'orientation, toujours non n6ga- 
tive. 

(ii) Si la dimension de Vest sup6rieure ~i 2, et si Vest C 3, Vest localement 
convexe, si et seulement si ses courbures principales sont toutes, apr6s choix 
de l'orientation, non n6gatives. 

(iii) En particulier, si la courbure sectionnelle de Vest strictement positive, 
Vest localement convexe. 

1.2. Si Vest une hypersurface localement convexe et N son champ de vecteur 
normal int6rieur, on d6finit pour tout ouvert O de V, l'intdgrale de la courbure 
de Gauss K(O), comme &ant l'aire de l'image de O par l'application de Gauss 
su r  S n -  1. 

Dans le cas off Vest C3-immerg6e, K(V) est exactement l'int6grale de la 
courbure de Gauss, d6finie comme le produit des courbures principales, quantit6 
qui ne d6pend que de la g6om6trie intins6que de V(cf. [S]). 

1.3. Soit x un point d'une vari6t6 riemannienne, 1' inradius de V en x, Inr(x), 
est d6fini comme la borne sup6rieure des rayons des boules de V centr6es sur 
x qui soient compl&es. 

2. Remarques, contrexemples 

2.1. Remarquons tout d'abord, que dans le th6or6me, l'in6galit6 obtenue est 
la meilleure possible, en ce sens que l'on peut construire une suite d'hypersurfaces 
localement convexes (Vp) et de points (xp) de Vp tels que 

K (W) < �89 Aire (S"- 1) 

et 

Inr(xp) 

S u p  (d e (Xp, y)) 
y~v. 

tend v e r s / 2 .  

I1 suffit pour cela de consid6rer les hypersurfaces Vp de N", obtenues par 
la rotation autour d'un axe D de l'arc de courbe %: 
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• 

1 

2.2. Le th6or6me devient faux lorsque l'on ne demande plus ~i l'hypersurface 
d'etre localement convexe. L'exemple le plus parlant est celui de la surface V, 
obtenue par la rotation autour de l'axe D de l'arc de courbe c: 

I 

k 

i C 
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Le th6or6me de Gauss-Bonnet nous montre que pour cette surface l'int6grale 
de la courbure de Gauss est nulle, alors que l'on peut, en resserrant les "spires" 
de c, obtenir un diamatre extrins~que aussi petit que l'on veut sans modifier 
l'inradius de la surface. 

Darts un cadre plus g6n6ral, la consid6ration de l'int6grale de la courbure 
de Gauss est donc manifestement insuffisante. Par contre, les r6sultats de Burago 
et Shefel nous laissent peut-atre esp6rer une in6galit6 du marne ordre faisant 
intervenir l'int6grale de la valeur absolue ou de la pattie positive de la courbure 
de Gauss. 

2.3. Ensuite, dans le cas du corollaire 1, l'in6galit6 ne semble pas ~tre la meilleure 

possible. On peut sans doute remplacer ~/2 par une constante plus petite, dont 
nous savons seulement qu'elle est sup6rieure ~ 1. I1 nous suffit pour cela de 
consid6rer la suite d'hypersurfaces (Vp) obtenue par la rotation autour d'un 
axe D de l'arc de courbe cW: 

~-§ 

! v 

Vp 

-1 
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Cette suite d'hypersurfaces v6rifie en effet 

et 
K(Vp) < �89 Aire(S" 1), 

Inr(Vp) tend vers 1. 
Diame(V) 

Cet exemple et le fait que le r6sultat soit vrai pour les courbes du plan, 
laissent ~t penser que la meilleure constante possible est 1. 

3. Propri~t~s pr~liminaires 

Propri~t~ 3.1. Si E est un sous-espace affine de IR" transverse ~ l'hypersurface 
localement convexe F,, E ~ V e s t  alors une hypersurface localement convexe de 
E. 

Preuve. Ceci d6coule imm~diatement de la d6finition. [] 

On utilisera principalement cette propri6t~ lorsque E est un plan. 

Propri~t~ 3.2. Soit 7 un arc de courbe plan tracd sur une hypersurface Iocalement 
convexe. Si il existe un point de y tel que le plan de 7 est transverse fi V, alors 
ce plan est transverse ~ Fen  tout point de 7. 

Preuve. On consid~re pour cela l'ensemble W des points de y e n  lesquels le 
plan de 7 est transverse fi E Cet ensemble est trivialement cuvert. I1 nous suffit 
donc de montrer qu'il est ferm& 

Soit donc z un point de l'adh~rence de 7 dans E Si z n'appartient pas fi 
W, cela signifie que le plan P de 7 est indus dans l'hyperplan tangent en ce 
point. Cet hyperplan 6tant un hyperplan local d'appui, les points de V proches 
de z appartenant ~ cet hyperplan le poss~de comme hyperplan tangent. Ceci 
montre la contradiction. [] 

Propri~t~ 3.3. Soit 7 un arc de courbe plan localement convexe, tel que K ( 7 ) ~ ,  
alors L o n g ( y ) 5 ~  Diame(7). 

Z 

Preuve. Soit donc Y un arc de courbe, d'extr6mit6s a et b, v~rifiant les conditions 
de l'6nonc6. On note D la droite tangente en a fi y e t  p la projection sur cette 
droite. D'apr6s la condition sur la courbure, les vecteurs tangents en 7 ne sont 
jamais perpendiculaires fi D. En particulier, 7 est le graphe d'une fonction convexe 
au dessus de D: 

' d (b,p(bl) 

I a d (a,p(b)) p {b) 
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On a donc 

d'ofl 

et donc 

ce qui termine la d6monstration. 

Long(y) < d(a, p(b)) + d(b, p(b)) 

Long(y) < (cos ~ + sin a) d(a, b) 

Long(y) < ]/2 Diame c 

[] 

4. Preuve du th6or6me 

Soit donc un point x d'une hypersurface localement convexe V, suppos6e sans 
bord, tel que 

Inr (x) > [/2 Sup {de (x, y)}. 
ysV 

On note alors O la composante connexe de x dans l'ensemble W, W--{ye V/ 
(N(y ) ,  N(x))>0},  off N d6signe le champ normal int6rieur /t V. On notera 
6galement O (resp. V) l'adh6rence de O (resp. V) darts IR". 

Nous allons montrer que l'image de O par l'application de Gauss est un 
h6misph~re. 

Lemme 4.1. Soit 7 un arc de courbe plan issu de x trac~ sur V et sur un plan 
~z 

parallOlle ~ N(x) ,  y est alors d'int~grale de courbure inf~rieure strictement gt 
si et seulement si pour tout z de 7, (N(z ) ,  N ( x ) )  est non nul. 

Preuve. Nous savons d'apr+s 3.2 que le plan P e s t  transverse fi Vle long de 
7 puisque transverse en x. La direction tangente fi la courbe 7 en un point 
zes t  alors donn6e par l'unique intersection du plan P e t  de l'hyperplan tangent 
en ce point. 

En particulier, s'il existe un point z de 7 tel que ~N(z),  N(x) )=0 ,  N ( x )  
est alors ia direction tangente fi y e n  z. Puisque N ( x )  est 6galement le vecteur 
normal fi yen  x et que la courbe y est localement convexe (cf. 3.1.), son int6grale 

rc 
de courbure est sup6rieure fi - .  

2 
7~ 

R6ciproquement, si l'int6grale de courbure est sup6rieure fi 2 '  il existe un 

point z de y dont le vecteur tangent u set parall61e fi N(x) ,  ce qui entraine 
que N(z)  est orthogonal ~i N(x) .  [] 

Lemme 4.2. Pour tout y de O, il existe un arc de courbe y reliant x et y, tracd 
sur 0 et sur un clan P parall~lle ~ N(x) .  Une telle courbe est ndcessairement 
globalement convexe de longueur infdrieure ~ Inr(x) et d'intdgrale de courbure 

7~ 
strictement inf  drieure gt - .  

2 

Preuve. Montrons tout d'abord la deuxi6me partie de l'assertion. 
D'apr6s le lemme pr6c6dent, l'int6grale de courbure est bien inf6rieure fi 
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puisque 7 est incluse dans W. La courbe 7 6tant localement convexe, elle 

est alors globalement convexe. De plus 3.3 et la condition sur x entralnent 
que sa longueur est inf6rieure strictement/t  Inr(x): 

Long(7) < ~/2 Diame (7) _-< Inr (x) 

Ensuite, on note I l 'ensemble des points y de O pour  lesquels il existe un 
arc de courbe 7 v~rifiant les conditions de l'~nonc6. 

a) Montrons  tout d 'abord  que I est ouvert. 
Soit donc y un point de I et 7 la courbe qui lui est associ6e. Nous savons 

alors que le plan P de 7 est transverse fi Vle long de 7. En effet P e s t  transverse 
en x fi Vd'apr~s les hypotheses, et donc le long de 7 d'apr~s 3.2. O 6tant ouvert, 
nous en d6duisons par  transversalit~ que I e s t  lui-m~me ouvert. 

b) Montrons  maintenant  que I est ferm6 dans O. 
Soit y un point de O, et (Yn) une suite de points de I tendant vers y. I1 

nous faut montrer  que y appart ient  ~t I. 
Soit donc (Tn), la suite de courbes associ~es aux y, .  La longueur des 7~ 

6tant uniform~ment born6e par  Inr(x), nous pouvons extraire ~ l'aide du th6o- 
r~me d'Ascoli, de la suite (7~) une sous-suite convergent vers une courbe 7 reliant 
y f i x  trac~e sur Vet  sur un plan parall~le fi N(x). De plus, 7 6tant une limite 
de courbes globalement convexes dont l'int~grale de courbure est major6e par  
7[ 7~ 
- est ~galement globalement convexe d'int~grale de courbure major6e par  - .  
2 '  2 
Elle est donc de longueur inf6rieure strictement fi Inr(x), et d~s lors trac~e sur 
V. I1 nous reste alors simplement /t montrer  que la courbe 7 est incluse dans 
O. Pour cela il suffit de montrer  qu'elle est incluse dans W. 

K Dans le cas contraire, le lemme pr6c~dent nous assure que (7)=~-, ce 

qui entra~nerait que la droite tangente en y /t 7 est orthogonale fi celle en x, 
et donc parall~le/t N(x), ce qui est impossible puisque y appart ient  fi O. 

L 'ouvert  O 6tant connexe, nous avons I---O. [] 

Nous allons maintenant  montrer  que 

N(O) = {neS n- 1/(n, N(x ) )  >0}. 

Soit donc n u n  vecteur de ce dernier ensemble et y le minimum sur O de la 
fonction f (y) = {y, n}. 

Ce minimum existe bien puisque O est inclus d'apr6s le lemme pr6c6dent 
dans la boule de centre x et de rayon Inr (x), et donc relativement compact.  

On montre  ais6ment de la m~me mani~re que dans le lemme pr6c6dent qu'il 
existe une courbe 7 plane trac6e sur O reliant x et y, de courbure inf6rieure 

n 
fi ~- et de longueur strietement inf6rieure fi Inr(x). En particulier 7 est en fait 

tracbe sur V. 
Orientons y dans le sens x y, et soit alors u le vecteur tangent en y /t 7- 

Le point y 6tant le minimum de la fonction f sur 7, nous obtenons {u, n}-<_ 0. 
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Ceci entra~ne que u est diff6rent de N(x). L'int6grale de la courbure de ? est 
7C 

alors strictement inf6rieure ~ ~- et donc d'apr6s le lemme 4.1, y appartient /t 
Z .  

O. 
D6s lors, N(y)= n. Ceci termine la preuve du th6or6me. 

5. D~monstration des corollaires 

Le corollaire 1 d6coule trivialement des d6finitions. I1 ne nous reste donc plus 
qu'/l fournir la d6monstration du corollaire 2. 

Preuve. Rappelons tout d'abord, l'in6galit6 de Bonnesen (cfi [0]), en utilisant 
les mames notations que dans l'introduction: 

Inr (V). L > A (V) + k inr (V)Z (2 7c -- K + (V)) 

Dans notre cas particulier cela donne A (V)< Inr(V) L(6 V). De plus Inr (V)< ~ ,  
d'apr6s le corollaire 1. [] 
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