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Chapter 1

Sous-variétés

1.1 Difféomorphismes, immersions et submersions

Soit f une application de classe C1 d’un espace affine dans un autre. On notera par Dx f sa
différentielle au point x.

1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1. Soit U et V deux ouverts d’espaces affines E et F de dimension finie et f une
application de classe Cr définie de U à valeurs dans V, pour r  1.

(i) L’application f est un Cr-difféomorphisme de U sur V, si f est une bijection de classe Cr

ainsi que sa réciproque.

(ii) L’application f : U → F de classe Cr est une immersion en x ∈ U si sa différentielle en x est
injective (i.e. si sa matrice jacobienne est de rang n).

(iii) L’application f est une submersion en x de U si sa différentielle en x est surjective (i.e. si sa
matrice jacobienne est de rang p). f est une submersion au dessus de y ∈ F si f est une
submersion en tout point de f−1(y).

Il faut penser à un difféomorphisme d’un ouvert d’un espace affine à valeurs dans Rp

comme le choix de nouvelles coordonnées sur l’espace affine.
Nous utiliserons donc la définition suivante.

Définition 1.1.2. Soit m un point d’un espace affine E. Une carte au voisinage de m est un couple
(U,X) oùU est un ouvert de E contenant m et X = (x1, . . . xn) est un difféomorphisme de U sur un
ouvert X(U) de Rn. les fonctions (x1, . . . , xn) sont les coordonnées de la carte.

Si un C1-difféomorphisme f est de classe Cr, alors f−1 est de classe Cr. On rappelle enfin
le théorème d’inversion locale

1.1.2 Les théorèmes

Théorème 1. [Inversion locale] Soit U et V deux ouverts d’espaces affines E et F de dimension
finie et f une application de classe Cr définie de U à valeurs dans V. Soit m un point de U telle que
Dm f est inversible. Alors f est un difféomorphisme au voisinage de m.

4



CHAPTER 1. SOUS-VARIÉTÉS 5

Le théorème d’inversion locale permet d’affiner notre compréhension des immersions
et des submersions.

Théorème 2. [Des immersions et des submersions] Soit f une application Cr d’un ouvert U
d’un espace affine E de dimension p à valeurs dans un espace affine F de dimension n. Alors

(i) On suppose que f est une immersion en m. Alors, il existe un voisinage U de m, une carte
(V,φ) au voisinage de f (m), tel que f (U) ⊂ V, tels que φ ◦ f définie de de U dans Rn est une
application affine injective.

(ii) On suppose que f est une submersion en m. Alors, il existe une carte (U,φ) au voisinage x,
tels que f ◦ φ−1 est une application affine surjective de φ(U) dans F .

Autrement dit, en choisissant de nouvelles coordonnées, une immersion devient une
application linéaire injective et une submersion une application linéaire surjective.

Démonstration : Traitons tout d’abord le premier cas. Nous choisissons des coordon-
nées linéaires sur E et F de façon à ce que m = 0, f (m) = 0 et Dm f (u1,u2, . . .up) =
(u1, . . . ,up, 0, . . . , 0). Notons f = ( f1, . . . , fn). Nous considérons alors l’application F définie
de Rn dans Rn par

F(x1, . . . , xn) = ( f1(x1, . . . , xp), . . . , fp(x1, . . . , xp), fp+1(x1, . . . , xp) + xp+1, . . . , fn(x1, . . . , xp) + xn).

Par construction, la différentielle de F en m est l’identité. Par le théorème d’inversion locale,
F est donc un difféomorphisme d’un voisinage U de x sur un voisinage V de f (m). Posons
φ = F−1, alors φ ◦ f (x1, . . . , xp) = (x1, . . . , xp, 0 . . . , 0) est une application affine injective.

Traitons de manière analogue le deuxième cas. Nous avons ici p  n. Choisissons des
coordonnées sur E et F de façon à ce que x = 0, f (x) = 0 et Dx f (u1,u2, . . .up) = (u1, . . . ,un).
Notons f = ( f1, . . . , fn). Nous considérons alors l’application φ définie de Rp dans Rp, par

φ(x1, . . . , xp) = ( f1(x1, . . . , xp), . . . , fp(x1, . . . , xp), xp+1, . . . , xn).

Par construction Dmφ est l’identité. D’après le théorème d’inversion locale φ est un difféo-
morphisme local. Alors par construction, f ◦φ−1(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xp) est une application
linéaire surjective. □

Ce dernier théorème se généralise

Théorème 3. [Théorème du rang constant] Soit f une application de classe Cr tel que le rang
de d f est constant au voisinage de m. Alors il existe des coordonnées X au voisinage de m et Y au
voisinage de f (m) de classe Cr telles que Y ◦ f ◦ X−1 est linéaire de même rang que Dm f .

1.2 Sous-variétés

Définition 1.2.1. Soit M un sous-ensemble d’un espace affine E. M est une sous-variété de
dimension d si pour tout point m de M il existe une carte (U,X) au voisinage de m tel que
X(U ∩M) est un sous-espace vectoriel de dimension d.

Exemples et remarques :

1. Un ouvert d’une sous-espace affine est une sous-variété.
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2. La réunion de deux droites parallèles est une sous variété.

3. Une sous-variété est localement connexe par arcs, et semi-localement simplement
connexe.

Théorème 4. Soit U un ouvert de Rn. Soit f : U→ Rp de classe Cr.

(i) Si f est une immersion en x ∈ U, alors il existe un ouvert x ∈ U′ ⊂ U tel que f (U′) est une
sous-variété de classe Cr et de dimension n de Rp.

(ii) Si f est une submersion au dessus de y ∈ Rp, alors f−1(y) est ou bien vide, ou bien une
sous-variété de classe Cr et de dimension n − p de Rn.

(iii) Le graphe Γ f de f défini par

Γ f = {(x,F(y)) | x ∈ U} ⊂ Rn ×Rp,

est une sous-variété de dimension p.

Théorème 5. Soit Φ un difféomorphisme d’un ouvert U d’un espave affine dans Φ(U). Si M est
une sous-variété incluse dans U alors Φ(M) est une sous-variété.

Exemples et remarques :

1. L’application γ : R → R2 définie par t → (sin(2t), sin(3t)) est une immersion en tout
point mais son image n’est pas une sous-variété de R2.
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2. L’application η :] − π/10,π[→ R2 définie par t → (sin(2t), sin(3t)) est une immersion
en tout point, elle est injective, mais son image n’est pas une sous-variété de R2.
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3. La fonction f : Rn → R définie par f (x1, . . . , xn) = x2
1 + · · ·+ x2

n est une submersion au-
dessus de tout réel non nul. Les sphères de rayon non nul sont donc des sous-variétés
de dimension n − 1 (i.e. de codimension 1).

Exercice :

1. Vérifier que la projection stéréographique est une immersion du plan dans R3.

2. Montrer de deux manières différentes que la sphère

Sn = {(x0, . . . , xn) |
i=n

i=0

x2
i = 1},

est une sous-variété. Tout d’abord en montrant que Sn est localement un graphe.
D’une autre manière, en montrant que la sphère est la preimage d’une point par une
submersion.

1.2.1 Espace tangent

On rappelle qu’une courbe lisse γ à valeurs dans un espace affine E est une application de
classe C1 d’un intervalle à valeurs dans E. Le vecteur tangent à γ en t0 est le vecteur de
l’espace tangent à E défini par

γ̇(t0) = lim
t→t0

γ(t) − γ(t0)
t − t0

.

Une courbe lisse est tracée sur une sous-variété X, si elle est à valeurs dans X.

Définition 1.2.2. Soit X une sous-variété de dimension d de Rn, et x ∈ X. L’ espace tangent à X
en x, noté TxX, est l’ensemble des vecteurs tangents en x aux courbes contenues dans X et passant
par x.

Théorème 6. Soit M une sous-variété de dimension d de Rn. L’espace tangent à X en x est un
espace vectoriel de dimension d. De plus

(i) si Φ est un difféomorphisme d’un ouvert U d’un espace affine dans un autre alors si x est dans
U et M ⊂ U

TΦ(x)Φ(M) = DxΦ(Tx(M)) ,

(ii) Si M = f (U) est l’image d’une immersion f , alors T f (x)M = Im

Dx f

.

(iii) Si M = f−1(y) est une fibre d’une submersion f , alors TxM = ker

Dx f

.

(iv) Si M ⊂ E × F est le graphe d’une application f , alors T(x, f (x))X est le graphe de l’application
linéaire Dx f .

En effet, si φ : U→ V est un difféomorphisme qui redresse M sur Rd au voisinage de x,
alors TxX = (Dxφ)−1(Rd).
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Corollaire 1.2.3. Un sous-ensemble deRn est une sous-variété de dimension d si et seulement si au
voisinage de tout point x ∈ X, X s’écrit comme le graphe d’une application f de TxX dans (TxX)⊥

telle que f (0) = 0 et d0 f = 0. En particulier, si y ∈ X est voisin de x ∈ X, la distance de y à TxX
est un o(|y − x|). De même, si v ∈ TxX est assez petit, la distance de x + v à X est un o(|v|).

Démonstration : Notons π la projection orthogonale sur TxX. Soit g : Rd → Rn une
immersion qui paramètre X au voisinage de x. Alors π ◦ g est une immersion de Rd dans
TxX en 0 donc un difféomorphisme d’un voisinage de 0 sur un voisinage U de 0 dans TxX.
Notons h : U → Rd le difféomorphisme réciproque. Alors f = π⊥ ◦ h : U → (TxX)⊥ est
différentiable, sa différentielle en 0 est nulle, et son graphe coïncide avec X au voisinage de
x. Si v ∈ U, x + v + f (v) ∈ X donc x + v est proche (en o(|v|)) de X.

L’application y → y − f ◦ π(y − x) est différentiable, sa différentielle en x est l’identité,
c’est un difféomorphisme local qui redresse X sur le plan affine x + TxX. Il déplace le point
y d’une distance en o(|y − x|), donc si y ∈ X, y est proche du plan tangent. □

1.2.2 Courbes complexes affines et des quadriques

Définition 1.2.4. Par définition une courbe complexe affine plane est une sous-variété X de C2

définie par
X = {(z,w) ∈ C2 | P(z,w) = 0},

oùP est un polynôme à deux variables tel que ∂P∂z et ∂P∂w ne s’annule pas simultanément le long de X.

Les courbes complexes affine sont des surfaces, c’est-à-dire des sous-variétés de dimen-
sion 2.

Proposition 1.2.5. Soit q une forme quadratique non dégénérée en n + 1 variables, de matrice S.
Soit Q la quadrique affine de Rn définie par l’équation affine q(x1, . . . , xn, 1) = 0. Alors Q est une
sous-variété de classe C∞, et son hyperplan tangent en x = (x1, . . . , xn, 1) est défini par l’équation
linéaire en v, 

x
1

⊤
S

v
0


=

n

i, j=1

Si, jxiv j +

n

j=1

Sn+1, jv j = 0.

Démonstration : Soit x ∈ Rn. On note p =

x
1


le vecteur colonne de composantes

(x1, . . . , xn, 1). L’équation de Q est f (x) = q(p) = p⊤Sp = 0. Alors, pour v ∈ Rn, dx f (v) =
v
0

⊤
Sp+p⊤S


v
0


= 2p⊤S


v
0


. Supposons que x ∈ Q. Notons Sp =


w
z


. Alors f (x) = wx+z = 0.

Comme S est inversible et p non nul, Sp est non nul, donc w  0 et z  0. Alors la forme

linéaire dx f : v → 2p⊤S

v
0


= 2w⊤v est surjective. Autrement dit, f est une submersion au

dessus de 0. En particulier, Q = f−1(0) est une sous-variété d’espace tangent ker(dp) f . □



Chapter 2

Variétés

On voudrait traiter le cas des quadriques projectives. Pour cela, il faut définir la notion de
sous-variété de l’espace projectif.

2.1 Cartes et atlas

Définition 2.1.1. Soit M un espace topologique.

(i) Une carte sur M est une paire (U,X) oùU est un ouvert de U et X = (x1, . . . , xp) est un
homéomorphisme de U sur un ouvert de Rp. Les fonctions xi sont les coordonnées, l’ouvert
U est le domaine de la carte, l’entier p est la dimension de la carte..

(ii) Deux cartes (U,X) et (V,Y) sont C∞-compatibles si le changement de cartes Y ◦ X−1 de
X(U ∩ V) vers Y(U ∩ V) est un Cr-difféomorphisme.

(iii) Un atlas est un ensemble de cartes {(Ui,Xi)} de même dimension qui sont C∞ compatibles et
telles que {Ui} est un recouvrement de M.

(iv) Deux atlas sont équivalents si toutes leurs cartes sont compatibles, ou de manière équivalente
si la réunion est encore un atlas.

(v) Une structure différentielle sur M est une classe d’atlas compatibles.

Ceci nous amène à la définition suivante

Définition 2.1.2. [Variétés différentielles] Un espace topologique séparé, réunion dénom-
brable de compacts et muni d’une structure différentielle est une variété différentielle. Une carte
est compatible avec la structure de variété si elle est compatible avec un atlas définissant la
structure de variété.

Par abus de langage, on dira que les fonctions (x1, . . . , xp) définies au voisinage de m
sont des coordonnées au voisinage d’un point m d’une variété M si il existe un ouvert U
contenant m tel que (u, (x1, . . . , xp)) est une carte compatible avec la structure de variété.
Autrement dit, on sera souvent amené à parler de coordonnées sans préciser le domaine
de la carte correspondante.

On remarque que, par définition, l’ensemble des cartes compatibles avec une structure
de variété forme un atlas appelé atlas maximal.

9



CHAPTER 2. VARIÉTÉS 10

2.1.1 Premiers exemples

Exemple :

1. Un ouvert d’un espace affine est muni d’une structure de variété. plus généralement
tout ouvert d’une variété a une structure de variété.

2. SurR considérons les deux atlas à une carte (U = R,φ : x → x) et (W = R,ψ : x → x3).
Ces deux atlas ne sont pas compatibles.

En effet, x → x3 n’est pas un difféomorphisme. Il y a donc plein de structures
différentielles différentes surR. On verra cependant qu’elle sont toutes équivalentes.

3. Sur R/Z considérons l’atlas à deux cartes U1 =]0, 1[ mod 1, φ1(x mod 1) = x et
U2 =] − 1/2, 1/2[, φ2(x mod 1) = x. Cela définit une structure différentielle sur R/Z.

En effet, U1∩U2 =]0, 1/2[∪]1/2, 1[ mod 1, φ1(U1∩U2) =]0, 1/2[∪]1/2, 1[, φ2(U1∩U2) =
]0, 1/2[ et pour y ∈ φ1(U1 ∩U2), deux cas,

• si y ∈]0, 1/2[, φ2 ◦ φ−1
1 (y) = y ;

• si y ∈]1/2, 1[, φ2 ◦ φ−1
1 (y) = y − 1.

Dans les deux moitiés, φ2 ◦ φ−1
1 est un C∞-difféomorphisme.

4. Une sous-variété de Rn est muni d’une structure de variété.

2.1.2 Structure différentielle sur la droite projective

Une droite vectorielle D non verticale de R2 est représentée par une pente m = φ1(D), c’est
le réel tel que (1,m) ∈ D. Si D n’est pas horizontale, elle possède une antipente a = φ2(D),
c’est le réel a tel que (a, 1) ∈ D. Les deux applications pente et antipente constituent des
cartes, et le changement de carte φ2 ◦ φ−1

1 : m → a = 1/m est un C∞-difféomorphisme de
R \ {0} sur R \ {0}. Cet atlas définit une structure différentielle sur la droite projective.

D

1

1

m

a

2.1.3 Structure différentielle sur l’espace projectif

Définition 2.1.3. On appelle ouvert affine Ui de ¶n(R) l’ensemble des points dont la i-ème
coordonnée homogène est non nulle. On appelle carte affine l’application réciproque de l’homéo-
morphisme φ−1

i : Rn → Ui, (x1, . . . , xn) → [x1 : . . . : xi−1 : 1 : xi+1 : . . . : xn].
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Alors φi(Ui ∩U j) = {x ∈ Rn | x j′  0}, où j′ = j si j < i, j′ = j − 1 si j > i. Comme

φ j ◦ φ−1
i (x1, . . . , xn) =


x1

x j′
, . . . ,

1
x j′
, . . . , 1, . . . ,

x1

x j′



est un C∞-difféomorphisme, on obtient ainsi une structure différentielle sur ¶n(R).

Définition 2.1.4. De la même façon, on définit une structure différentielle de dimension 2n sur
¶n(R).

2.2 Objets différentiables

2.2.1 Fonctions différentiables

Définition 2.2.1. (i) Soit f une fonction définie sur un ouvert V d’un espace topologique M. On
dit que f est Cr par rapport à la carte (U,X) si f ◦ X−1 est de classe Cr.

(ii) Soit f une fonction définie sur un espace topologique M. On dit que f est Cr par rapport à
un atlas, si f est de classe Cp dans toutes les cartes de l’atlas.

(iii) Soit f une fonction sur une variété, alors elle est de classe Cr, si elle est de classe Cr pour l’un
des atlas définissant la structure différentielle.

Autrement dit une fonction f est de classe Cr au voisinage d’un point, s’il existe des
coordonnées (x1, . . . , xn) telles que f = F(x1, . . . , xn) avec F de classe Cr.

On a alors les propriétés immédiates suivantes qui utilise le fait que si une fonction
est de classe Cr sur un ouvert d’un espace affine, alors f ◦ φ est de classe Cr pour tout
difféomorphisme φ.

Proposition 2.2.2. Pour qu’une fonction soit de classe Cr au voisinage d’un point, il suffit de
trouver une carte compatible avec la structure de variété telle que f est de classe Cr pour cette carte.
En particulier, les coordonnées d’une carte sont des fonctions de classe C∞.

En particulier pour qu’une fonction F définit au voisinage de m soit Cr au voisinage de
m, il suffit de trouver des coordonnées X = (x1, . . . , xp) définies au voisinage de m, telle que
la fonction f vérifiant F = f (x1, . . . , xn) soit de classe Cr.

Par exemple, la restriction de toute fonction C∞ à une sous-variété de Rn est à nouveau
une fonction C∞.

2.2.2 Applications différentiables

Les fonctions de classe C∞ vont nous permettre la notion d’application différentiable. Al-
ternativement, nous verrons que tout peut se définir en fonction de cartes.

Définition 2.2.3. Une application continue φ : M→ N entre variétés est de classe Cr si pour toute
fonction φ de classe Cr au voisinage de f (x), φ ◦ f est de classe Cr au voisinage de x.

Nous venons de voir que l’injection d’une sous-variété dans Rn est une application
C∞. Nous déduisons immédiatement de cette définition que la composée d’applications de
classe Cr est de classe Cr.

Alternativement, la caractérisation suivante est plus efficace.
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Proposition 2.2.4. Une application φ entre deux variétés est de classe Cr au voisinage de m, s’il
existe des coordonnées X au voisinage de m, des coordonnées Y au voisinage de f (m), telles que
X ◦ φ ◦ Y−1 est de classe Cr.

Par exemple, les coordonnées sont des exemples d’applications C∞.

2.2.3 Difféormorphismes, immersions et submersions

Définition 2.2.5. (i) Une application f : M → N entre variétés est un difféomorphisme de
classe Cr si c’est une bijection de classe Cr dont l’inverse est aussi de classe Cr si elle est de
classe Cr.

(ii) Une application f : M→ N entre variétés est un difféomorphisme au voisinage de m, s’il
existe un ouvert U contenant m telle que f soit un difféomorphisme de U sur f (U).

(iii) Une application f : M→ N est une immersion au voisinage de m, si il existe des cordonnées
X au voisinage de m et Y au voisinage de f (m) tel que Y◦ f ◦X−1 est une immersion au voisinage
de X(m).

(iv) Une application f : M→ N est une submersion au voisinage de m, si il existe des cordonnées
X au voisinage de m et Y au voisinage de f (m) tel que Y ◦ f ◦ X−1 est une submersion au
voisinage de X(m).

Comme premier exemple, remarquons que les coordonnées sont des difféomorphismes
locaux. Terminologie. Dans la suite, différentiable signifie de classe Cr, oùr est déterminé
par le contexte.

Nous avons alors

Proposition 2.2.6. Si f est une immersion – respectivement submersion – au voisinage de m, alors
pour toutes coordonnées cordonnées X au voisinage de m et Y au voisinage de f (m), Y ◦ f ◦X−1 est
une immersion – respectivement submersion – au voisinage de X(m).

En particulier, si f est une immersion – respectivement submersion, difféomorphisme – il existe
des cartes cordonnées X au voisinage de m et Y au voisinage de f (m), telles que Y ◦ f ◦X−1 est une
application linéaire injective – respectivement surjective, bijective.

Retour sur le cas des espaces projectifs

A titre d’exemple, nous allons interpréter les applications dont le but oùla source sont des
espaces projectifs.

Lemme 2.2.7. (i) Soit M une variété de classe Cr. Soit f : M → Rn+1 \ {0} une application de
classe Cr. Alors l’application induite f̄ : M→ ¶n(R) est de classe Cr.

(ii) Soit Y une variété de classe Cr. Soit f : Rn+1 \ {0} → Y une application de classe Cr telle
que pour tout v ∈ Rn+1 \ {0} et tout λ  0, f (λv) = f (v). Alors l’application induite
f̄ : ¶n(R)→ Y est de classe Cr.

Démonstration : 1. Écrivons f = ( f1, . . . , fn+1). Soit x0 ∈ X, w = f (x0). Pour simplifier les
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notations, supposons que wn+1 = fn+1(x0)  0. Alors, au voisinage de ¶(w), on peut utiliser
la carte affine φn+1, et

φn+1 ◦ f̄ (x) = φn+1[ f1(x) : f2(x) : . . . : fn+1(x)]

=


f1(x)

fn+1(x)
, . . . ,

fn(x)
fn+1(x)


.

C’est bien une application de classe Cr d’un ouvert de X dans Rn, donc f̄ est de classe Cr.
2. Soit v ∈ Rn+1, v  0. Pour simplifier les notations, supposons que vn+1  0. Alors, au

voisinage de ¶(v), on peut utiliser la carte affine φn+1, et

f̄ ◦ φ−1
1 (x1, . . . , xn) = f̄ [1 : x1 : . . . : xn]

= f (1, x1, . . . , xn).

C’est bien une application de classe Cr d’un ouvert deRn dans Y, donc f̄ est de classe Cr. □

Exemple : Une application projective est de classe C∞ là oùelle est définie.

En effet, on applique successivement les énoncés 1 et 2 du lemme.

2.2.4 Sous-variétés

Définition 2.2.8. Un sous-ensemble N d’une variété M est une sous-variété si au voisinage de
tout point x de N il existe une carte (U,X) telle que X(U ∩N) soit une sous-variété.

Alternativement, un sous-ensemble N d’une variété M est une sous-variété si au voisinage de
tout point x de N il existe une carte (U,X) telle que X(U∩N) soit un ouvert d’un sous-espace affine.

Exemple : Une sous-variété linéaire de ¶n(R) (resp. ¶n(C)) est une sous-variété.

En effet, dans toute carte affine, une sous-variété linéaire est envoyée sur un sous-espace
affine.

Cas des quadriques projectives

Proposition 2.2.9. Soit q une forme quadratique non dégénérée en n + 1 variables, de matrice S.
SoitQ la quadrique projective de ¶n(R) définie par q. AlorsQ est une sous-variété de classe C∞. Soit
p ∈ Q. Alors l’hyperplan polaire de p est tangent à Q en p. Cet énoncé reste vrai sans changement
si on remplace R par C.

Démonstration : On peut supposer que la dernière coordonnée homogène de p est non
nulle. On utilise la carte affine φn+1 : Un+1 → Rn. Alors φn+1(Un+1∩Q) = Q est la quadrique
affine d’équation q(x1, . . . , xn, 1) = 0, qui est une sous-variété. Cela prouve que Q est une
sous-variété. φn+1(Un+1∩¶(p⊥)) est un hyperplan affine, parallèle à l’ensemble des vecteurs

v ∈ Rn tels que p⊤S

v
0


= 0, i.e. à l’hyperplan tangent à Q en φn+1(p). On conclut que H est

tangent à Q en p. □

Exercice : A quelle condition l’intersection de deux quadriques projectives non dégénérées
est-elle une sous-variété de l’espace projectif ?
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2.2.5 Revêtements et structures différentielles

Proposition 2.2.10. Soit p : E→ X un revêtement. Étant donnée une structure différentielle sur
X, il existe une unique structure différentielle sur E qui rend p différentiable. Inversement, si E est
une variété et si pour toute section locale s de p, s ◦ p est un difféomorphisme, alors il existe une
unique structure différentielle sur X qui rend p différentiable

Démonstration : Si X est une variété, on recouvre X par des ouverts Ui qui sont à la fois
contenus dans des ouverts de cartes φi |Ui

: Ui → Rn et trivialisant pour le revêtement, i.e.
p−1(Ui) = ⊔ js j(Ui). Les cartes φ ◦ p|s j(Ui) : s j(Ui)→ Rn forment un atlas pour E.

Inversement, supposons que E est une variété. On recouvre E par des ouverts Ui
qui sont à la fois contenus dans des ouverts de cartes φi |Ui

: Ui → Rn et tels que p(Ui)
soit trivialisant, i.e. p−1(p(Ui)) = ⊔ js j(p(Ui)). Les cartes φi ◦ s j : s j(p(Ui)) → Rn forment
un atlas pour X. En effet, deux choix j et j′ différents donnent un changement de carte
φi ◦ s j′ ◦ (φi ◦ s j)−1 = φi ◦ s j′ ◦ p ◦ (φi)−1 qui est un difféomorphisme. □

Exemple : Soit G un groupe discret qui agit librement et proprement par difféomorphismes
d’une variété E. Alors l’espace quotient X = G ÷ E hérite d’une structure différentielle qui
rend le revêtement p : E→ X différentiable.

En effet, si s est une section locale de p, s ◦ p est la restriction à un ouvert d’un élément
de G, donc s ◦ p est un difféomorphisme.



Chapter 3

Partitions de l’unité

3.0.1 Motivation

Comment fabriquer des objets différentiables, ne serait-ce qu’une fonction non constante,
sur une variété ? En combinant des morceaux donnés dans des cartes.

3.0.2 Construction

Définition 3.0.1. Soit X un espace topologique. Soit u une fonction continue sur X. Le support
de u est le plus petit fermé en dehors duquel u est nulle.

Rappel 3.0.2. Il existe une fonction paire χ sur R, de classe C∞, à support dans ] − 1, 1[, qui vaut
1 sur une voisinage de 0.

Le lemme suivant utilise de manière cruciale qu’une variété est séparée

Lemme 3.0.3. Soit X une variété de classe Cr, soit K un compact de X, soit U un ouvert contenant
K. Il existe un voisinage ouvert V de K et une fonction χ de classe Cr sur X, à support dans U, qui
vaut 1 sur V.

Démonstration : On traite d’abord le cas oùK = {x}. La structure différentielle fournit au
voisinage de x une carte φ : W → V avec W ⊂ U, telle que φ(x) = 0. On peut toujours
supposer que V contient une boule de rayon 1. Pour y ∈ W, on pose χx(y) = χ(φ(y)),
oùχ est la fonction modèle sur R, à support dans ] − 1, 1[. Alors le support de χx est un
fermé inclus dans φ−1(B(φ(x), 1)) de U, en particulier ce support est compact. Comme X est
séparé, c’est un fermé de X. Tout point z  U possède un voisinage disjoint de K. On peut
donc prolonger χx par 0 en dehors de U, elle reste de classe Cr.

Passons au cas général, on choisit pour tout x de K une fonction χx qui vaut 1 sur un
voisinage Vx relativement compact de x inclus dans U et à support dans U. On extrait du
recouvrement {Vx}x∈K un recouvrement fini indexé par une partie finie F de K. On pose
alors

ρ =


x∈F

χx.

Par construction, on a ρ = 0 sur U et ρ  1 sur K. On pose enfin

χ = ζ ◦ ρ,

15
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oùζ est une fonction C∞ de R dans [0, 1], qui vaut 0 pour x  0 et 1 pour x  1. □

Définition 3.0.4. Soit X un espace topologique. Soit Wα des ouverts qui recouvrent X. On appelle
partition de l’unité subordonnée à (Wα) la donnée, pour chaque α, d’une fonction positive ou
nulle χα sur X, à support compact dans Wα, de sorte que

(i) Pour tout x ∈ X, seuls un nombre fini parmi les nombres χα(x) sont non nuls.

(ii)

α χ ≡ 1.

On rappelle qu’un recouvrement localement fini de l’espace X est un recouvrement par
des ouverts {Ui}i∈I tels pour tout x de X il existe un voisinage V de x tel que

{i ∈ I | V ∩Ui  ∅} < ∞.
Le recouvrement {Vi}i∈I est un sous-recouvrement de {W j} j∈J, si pour tout i ∈ I, il existe j ∈ J
tel que Vi ⊂W j.

On peut extraire de tout recouvrement d’un espace localement compact et réunion dénom-
brable de compacts un sous-recouvrement localement fini.

Théorème 7. Soit X une variété de classe Cr. Soit {Wα} un recouvrement localement fini de X par
des ouverts d’adhérence compacte. Alors X possède une partition de l’unité de classe Cr subordonnée
à {Wα}.

Démonstration : Le recouvrement Wα étant localement fini, il est dénombrable. On con-
struit par récurrence un recouvrement par des ouverts Ui tels que que Ūi ⊂Wi : supposons
que nous ayons construit par récurrence U1, . . . ,Un tels que {U1, . . . ,Un,Wn+1, . . .} recouvre
X, on choisit alors Un+1 inclus dans Wn+1 qui contient le compact Kn+1 défini par

Kn+1 := X \




j=n

j=1

U j ∪


j=n+2

W j


 .

Pour construire Un+1, on pose

Un+1 = ξ
−1]

1
2
,+∞[

oùξ est une fonction qui vaut 1 au voisinage de Kn+1 et à support dans Wn+1. En utilisant le
fait que Wα est localement fini on montre enfin que {Ui}i∈N est un revêtement.

On construit une fonction χi qui vaut 1 sur Ui et à support fermé (et donc compact dans
Wi).

La fonction η =


i χi est bien définie et C∞ car elle est égale à une somme finie de χi sur
un voisinage d’un point quelconque : en effet, soit O un voisinage de x tel que

{ j | O ∩Wi  ∅} < ∞.
Par construction,

η

O =



i|O∩Wi∅
χi,

et donc η est finie et C∞.
On peut poser puisque η est strictement positive

ψi =
χi

η
.

Par construction, c’est une fonction de classe Cr à support dans Wi et


i ψi ≡ 1. □
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3.0.3 Plongement

Théorème 8. [ H. Whitney (1936)]. Toute variété compacte est difféomorphe à une sous-variété
de Rn.

Démonstration : Soit X une variété compacte de dimension n. Soit (Ui,φi)i=1,...,N un atlas
fini pour la structure différentielle de X. On construit comme dans la proposition précédente
un recouvrement par des ouverts Vi d’adhérences contenues dans Ui. On considère ensuite
une fonction ψi à support dans Ui et égale à 1 sur Vi.

On définit une application différentiable f : X→ RnN+N par

d f (x) = (ψ1(x)φ1(x), . . . ,ψn(x)φn(x),ψ1(x), . . . ,ψn(x)).

L’application f est bien définie, car lorsque x  Ui, ψi(x) = 0 donc on n’a pas besoin de
connaître φi(x).

Alors f est une immersion. En effet, au voisinage de x, l’une des fonctions ψi vaut 1,
donc la différentielle en x de la i-ème composante ψiφi est de rang n. A fortiori, dx f est de
rang n.

Enfin f est injective. En effet, si f (x) = f (y), il existe z telle que ψi(x) = ψi(y) > 0. Donc x
et y appartiennent à Ui. Comme φi(x).ψi(x) = φi(y)ψi(y), on a φi(x) = φi(x). Comme φi est
injective, on conclut que x = y.

L’application f est un homéomorphisme sur son image, par compacité.
Dès lors, f (X) est une sous-variété. En effet, pour tout w ∈ f (X), w = f (x), il existe un

voisinage U de x tel que f (U) soit une sous-variété. Comme f (U) est un voisinage de w
dans f (X), cela prouve que f (X) est une sous-variété.

Enfin f est un difféomorphisme, car f est un difféomorphisme local bijectif. □

Remarques : Le théorème de H. Whitney contient davantage d’information.

1. Il s’applique aussi à des variétés non compactes (voir ci-dessous).

2. Il donne une meilleure borne sur la dimension de l’espace d’arrivée : Whitney plonge
une variété de dimension n dans R2n+1.

3. Whitney montre que pour certaines valeurs de n, cette borne ne peut pas être
améliorée.

4. Le théorème de immersions de Ralph Cohen montre que toute variété de dimension
n peut-être immergée dans R2n−a(n) où a(n) est le nombre de 1 dans la décomposition
dyadique de n. C’est un théorème difficile ! (et vraisemblablement inutile)

3.0.4 Cas de l’espace projectif

Dans le cas de l’espace projectif, il y a des plongements explicites.

Exercice : Soit f : ¶(V) → End(V) l’application qui à une droite p associe le projecteur
orthogonal sur p. Vérifier que f est un difféomorphisme sur son image.
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Solution. Soit p une droite, soit w un vecteur directeur de p. Le projecteur orthogonal
sur p est donné par la formule

f (p)(u) =
w⊥u
w⊥w

w =
1

w⊥w
ww⊥u,

donc sa matrice est 1
w⊥w ww⊥. C’est une fonction de classe C∞ de w, donc f est de classe C∞.

L’image de f est l’ensemble P des projecteurs orthogonaux de rang un. L’application
réciproque associe à un projecteur son image. Cela montre que f est un homéomorphisme
de ¶n(R) sur P.

Soit p ∈ ¶n(R). Choisissons des coordonnées homogènes de sorte que p = [0 : · · · : 0 : 1].
On peut utiliser la carte affine φn+1 au voisinage de p. Dans cette carte,

g = f ◦ φ−1
n+1(x) =

1
1 + |x|2


x
1

 
x⊥ 1


=

1
1 + |x|2


xx⊥ x⊥

x 1


.

La différentielle de g en x = 0 est

v →

vx⊥ + xv⊥ v⊥

v 0


,

qui est injective, puisque le troisième bloc l’est. Cela prouve que f est une immersion en
p. Comme on l’a vu lors de la démonstration du théorème de Whitney, une immersion qui
est un homéomorphisme sur son image est un difféomorphisme sur une sous-variété. □



Chapter 4

Les espaces cotangent et tangent

4.1 L’espace cotangent et la différentielle d’une fonction

Nous commençons par définir ce qu’est une fonction de différentielle nulle

Définition 4.1.1. Soit f une fonction de classe C1 définie au voisinage d’un point m d’une variété.
Nous dirons que f est de différentielle nulle en m si et seulement si elle vérifie l’une des propriétés
équivalentes suivantes

(i) Il existe des coordonnées X = (x1, . . . , xn) tel que f = F(x1, . . . , xn) au voisinage de m avec
dX(m)F = 0.

(ii) Pour toutes coordonnées X = (x1, . . . , xn) si F est définie par f = F(x1, . . . , xn) au voisinage de
m alors dX(m)F = 0.

L’équivalence entre les deux propriétés est facile.

Remarques : Nous laissons en exercice le soin de montrer qu’une fonction f sur un espace
affine est de différentielle nulle en m si et seulement si il existe

• un entier k,

• des fonctions hi s’annulant en m, dérivable en m et définies au voisinage de m, et des
fonctions i pour i ∈ {1, . . . k} également définies au voisinage de m

telle que au voisinage de de m on ait

f =
i=k

i=1

ih2
i .

Nous pouvons donc alternativement définir une fonction comme étant de différentielle
nulle en un point d’une variété par la même condition. Ceci nous évite de parler de
coordonnées.

Nous avons alors la proposition immédiate

19
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Proposition 4.1.2. L’espace E(m,U) des fonctions définies sur un voisinage U de m, nulle en m
et de différentielle nulle est un sous-espace vectoriel de l’espace G(m,U) des fonctions de classe C1

s’annulant en m et définie sur U de m. De plus, si V est un voisinage de m inclus dans U, alors la
restriction donne un isomorphisme de G(m,U)/E(m,U) avec G(m,V)/E(m,V).

Démonstration : le point délicat est la surjectivité de la restriction : elle s’obtient en utilisant
une fonction cloche constante au voisinage de m et de support dans V. □

Ceci nous permet de proposer la définition suivante

Définition 4.1.3. [Espace cotangent et différentielle] Avec les notations de la proposi-
tion précédente, l’espace cotangent de la variété M en m, noté T∗mM est l’espace vectoriel
G(m,U)/F (m,U). La différentielle d’une fonction f de classe C1 définie au voisinage de m
– notée dm f – est alors la classe de f − f (m).

On remarque en particulier que la différentielle d’une constante est nulle et que d( f g) =
f dg + gd f .

Le théorème suivant permet de comprendre ce qu’est l’espace cotangent et la différen-
tielle d’une fonction.

Théorème 9. Soit X = (x1, . . . , xn) des coordonnées au voisinage d’un point m. Alors

(dmx1, . . . ,dmxn)

est une base de T∗mM. En particulier dim T∗mM = dim M. De plus si f = F(x1, . . . , xn), alors

dm f =


i

∂F
∂xi


X(m)

dm(xi).

Définition 4.1.4. [Dérivées partielles] Les dérivées partielles de la fonction f en m par rapport
au coordonnées xi sont les composantes de d f dans la base dxi. Elles sont notées ∂ f

∂xi


m

de telle sorte
que l’on a

dm f =


i

∂ f
∂xi


m

dm(xi).

D’après la proposition précédente, si f = F(x1, . . . , xn) alors

∂ f
∂xi
=
∂F
∂xi

(x1, . . . , xn).

Corollaire 4.1.5. Si une fonction f a un maximum ou un minimum local en m alors dm f = 0.

4.2 L’espace tangent et les courbes

Définition 4.2.1. L’espace tangent de la variété M en m, noté TmM est l’espace vectoriel dual de
l’espace cotangent. Ces éléments sont les vecteurs tangent. On note d fm(u) la valeur du vecteur
tangent u appliqué à la différentielle dm f .
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4.2.1 Exemples de vecteurs tangents

Soit X = (x1, . . . , xn) des coordonnées au voisinage d’un point m. On note alors ( ∂∂x1
, . . . , ∂∂xn

)
la base duale de (dmx1, . . . ,dmxn), de telle sorte que

d f

∂
∂xi


=
∂ f
∂xi
.

Définition 4.2.2. [Vecteur tangent à une courbe] Soit c une courbe C1 à valeurs dans M telle
que c(t0) = m. Le vecteur tangent à la courbe c en t0, noté ċ(t0), est le vecteur défini par

d fm(ċ(t0)) =
d f ◦ c

dt


t0
.

Nous avons alors

Théorème 10. [Vecteurs tangents et coordonnées locales] Tous les vecteurs sont des
vecteurs tangents à une courbe. Soit X = (x1, . . . , xn) des coordonnées au voisinage de m. Soit c
une courbe telle que c(t0) = m. Si on pose ci = xi(c) alors

ċ(t0) =


i

ċi(t0)
∂
∂xi
.

Si f est une fonction, alors

d f (ċ(t0)) =


i

ċi(t0)
∂ f
∂xi
.

4.2.2 Espace tangent à une sous-variété

Si N est une sous-variété de M, on identifiera l’espace tangent à N en m à un sous-espace
vectoriel de l’espace tangent à M. Plus précisément, l’espace tangent à N est identifié à
l’ensemble des vecteurs tangents aux courbes tracées sur N.

4.3 Application tangente et cotangente

Soit φ une application de classe C1 définie au voisinage d’un point m d’une variété M à
valeurs dans une variété N.

Définition 4.3.1. Il existe une unique application linéaire, appelée application tangente à φ et
notée Tmφ définie de TmM à valeurs dans Tφ(m)N, vérifiant

dφ(m) f ◦ Tmφ = dm( f ◦ φ).

De même, il existe une unique application linéaire, appelée application cotangente à φ et notée
T∗mφ définie de T∗φ(m)N à valeurs dans T∗mM, vérifiant

T∗mφ(dφ(m)φ) = dm( f ◦ φ).

L’application cotangent est la transposée de la tangente.



CHAPTER 4. LES ESPACES COTANGENT ET TANGENT 22

La proposition suivante résume aussi les propriétés importantes de l’application tan-
gente.

Proposition 4.3.2. Soit φ et ψ des applications différentiables.

(i) Nous avons Tm(φ ◦ ψ) = Tψ(m)φ ◦ Tmψ.

(ii) Si c est une courbe, alors Tc(t0)φ(ċ(t0)) = ˙(φ ◦ c)(t0).

(iii) Soit X = (x1, . . . , xn) des coordonnées au voisinage de m. Soit Y = (y1, . . . , yp) sont des
coordonnées au voisinage de φ(m). Posons φ j = y j(φ). Alors les coefficients de la matrice de

Tmφ dans les bases associées aux coordonnées sont ∂(φ j)
∂xi

.

Enfin l’analogue des théorèmes d’inversion locale et des submersions immersions se
reproduit dans le cadre des variétés.

Théorème 11. Soit φ une application différentiable.

(i) On suppose que l’application tangente à φ en m est inversible, alors φ est une difféomorphisme
au voisinage de m

(ii) Une application φ est une submersion en m si et seulement si Tmφ est surjective.

(iii) Une application φ est une immersion en m si et seulement si Tmφ est injective.
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Formes différentielles

5.1 Formes différentielles de degré 1

5.2 Définitions et premières propriétés

Définition 5.2.1. [Forme différentielle de degré 1] Une 1-forme différentielle ou forme
différentielle de degré 1 sur une variété M est une application ω : m → ωm définie de M dans
T∗M telle que pour tout m de M on a ωm ∈ T∗mM.

Remarques :

1. La différentielle d’une fonction f définie par

d f : x→ dx f ,

est une 1-forme différentielle.

2. Si α et β sont deux 1-formes différentielles. La somme α + β définie par

α+β : m→ αm + βm

est une 1-forme différentielle.

3. Si f est une fonction et ω est une 1-forme différentielle le produit

f .ω : m→ f (m)ωm,

est également une 1-forme différentielle.

4. Si ω est une forme différentielle et (x1, . . . , xn) des coordonnées au voisinage U d’un
point m. Il existe des fonctions uniques ωi définies sur U telles que

ω =
n

i=1

ωi.dxi.

23
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Cette dernière remarque nous permet de donner un sens à la notion de 1-forme différen-
tiable.

Définition 5.2.2. [Forme différentielle lisse] Nous dirons qu’une 1-forme différentielle ω est
de classe Ck au voisinage du point m, s’il existe des coordonnées (x1, . . . xn) telles qu’au voisinage
de m nous ayons

ω =
n

i=1

fidxi, (5.1)

pour des fonctions fi de classe Ck au voisinage de m. Nous dirons qu’un 1-forme différentielle est de
classe Ck si elle est de classe Ck au voisinage de tout les points de la variété M.

Comme précédemment nous remarquons

Remarques :

1. La somme de deux 1-formes différentielles de classe Ck au voisinage d’un point est
de classe Ck au voisinage d’un point.

2. Le produit d’une fonction et d’une forme de classe Ck au voisinage d’un point est de
classe Ck au voisinage de ce point.

3. Si ω est de classe Ck au voisinage de m alors pour toutes coordonnées (x1, . . . , xn) au
voisinage d’un point, nous avons

ω =
n

i=1

fidxi, (5.2)

pour des fonctions fi de classe Ck au voisinage de ce point.

Définition 5.2.3. Nous notons Ω1(M) l’espace des formes différentielles de classe C∞ sur M.
L’espaceΩ1(M) est un espace vectoriel. La multiplication par les fonctions C∞ lui donne la structure
d’un module sur l’anneau C∞(M) des fonctions de classe C∞ sur M.

Les différentielles de fonctions jouent un rôle particulier et nous dirons

Définition 5.2.4. [Formes exactes] Nous dirons qu’une 1-forme différentielle est exacte si elle
est la différentielle d’un fonction.

5.2.1 Intégration des formes différentielles

Définition 5.2.5. [Intégration sur un chemin] Soit c : [a, b]→ M un chemin de classe C1 par
morceaux sur M et ω une 1-forme différentielle définie sur M. L’intégrale de ω sur c est le nombre
réel 

c
ω :=

 b

a
ωc(t)(ċ(t))dt.
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Nous vérifions que si f est une fonction alors


c
d f = f (c(b)) − f (c(a)).

En particulier, si c est un lacet, c’est-à-dire si c(a) = c(b), alors pour toute forme exacte ω
nous avons 

c
ω = 0.

Exercice :

1. si φ est un difféomorphisme croissant de [a, b] on a


c
ω =



c◦φ
ω.

2. Soit ω = xdy définie sur R2. Montrez en utilisant des carrés que ω n’est pas exacte.

3. Soit dθ = x
x2+y2 dy − y

x2+y2 dy définie sur R2 \ {(0, 0)}. Calculer l’intégrale de dθ sur le
chemin c : [0,θ]→ R2 définie par

s→ (cos(s), sin(s)).

Montrez que dθ n’est pas exacte. La notation "dθ" est standard mais est un abus de
langage : il n’existe pas de fonction θ bien définie sur R2 \ {(0, 0)} dont dθ serait la
différentielle.

5.2.2 Formes exactes et différentielle des formes

Quand une forme différentielle est-elle exacte ? Dans des coordonnées une condition
nécessaire est donnée par le lemme de Schwarz : si ω est une 1-forme différentielle exacte,
alors pour tout système de coordonnées (x1, . . . , xn) nous avons

∂ωi

∂x j
=
∂ω j

∂xi
,

oùles fonctions ωi sont définies par

ω =
n

i=1

ωidxi.

Autrement dit une condition nécessaire d’exactitude s’obtient en différenciant les com-
posantes de ω.

A ce stade, nous pouvons faire un certain nombre de remarque qui justifient les con-
structions que nous allons faire par la suite

Remarques :
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1. Un bref calcul montre que cette condition nécessaire est indépendante du choix des
coordonnées. Ceci suggère fortement qu’il doit y avoir une manière élégante – c’est-
à-dire sans choix de coordonnées – d’énoncer cette condition nécessaire.

2. Cette condition nécessaire est suffisante pour M = R2 : si ω est une 1-forme sur R2

telle que ∂ωx
∂y =

∂ωy

∂x , alors la fonction f définie par

f (x, y) =
 x

0
ωx(t, 0)dt +

 y

0
ωy(x, s)ds,

vérifie d f = ω.

3. Cette condition n’est pas suffisante surR2 privé d’un point : la forme dθ définie dans
l’exercice précédent vérifie cette condition nécessaire. Pourtant elle n’est pas exacte.
Nous verrons que la présence du "trou" est responsable de cette situation.



Chapter 6

Formes différentielles et
différentielle extérieure

6.1 Rappels d’algèbre linéaire

6.1.1 Formes multilinéaires alternées

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Une forme multilinéaire alternée de degré p –
ou p-forme extérieure –est une application multilinéaire ω : Ep → Rn telle que pour toute
permutation σ de l’ensemble {1, . . . , p} on ait

ω(uσ(1), . . . ,uσ(p)) = (σ)ω(u1, . . . ,up).

L’ensemble des forme extérieures de degré p est un espace vectoriel que l’on note
p(E∗). Cet

espace est de dimension n!
p!(n−p)! . Notons en effet I(p) l’ensemble des multi-indices ordonnés

d’ordre p, c’est-à-dire de p-uplets I = (i1, . . . , ip) avec 1  i1 < . . . < ip  n. Alors, si (e1, . . . , en)
est une base de E, une base de

p(E∗) est donnée par les formes eI pour I dans I(p) définies
par

eI(ei1 , . . . , eip ) = 1,

et
eI(e j1 , . . . , e jp ) = 0,

si {i1, . . . , ip}  { j1, . . . , jp}.
On remarque en particulier que dim

p(E∗) = 0 si p > n et que dim
p(E∗) = dim

n−p(E∗)

6.1.2 Produit intérieur

Définition 6.1.1. Si v est un vecteur de E et ω une p-forme extérieure, le produit intérieur de ω
par v noté ιvω est la (p − 1)-forme définie par

ιvω(u1, . . . ,up−1) = ω(v,u1, . . . ,up−1).

Pour calculer le produit intérieur efficacement, il suffit de remarquer que si I = (e1, . . . , en)
est une base de E et (e1, . . . , en) la base duale, alors

ιe1 eI = eI\{1} .

27
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6.1.3 Produit extérieur

Nous définissons le produit extérieur de deux formes de degré 1 α et β comme la 2-forme
α ∧ β définie par

α ∧ β(u, v) = α(u)β(v) − α(v)β(u).

Nous admettrons que ce produit extérieur s’étend de manière unique en une application
bilinéaire (α, β) → α∧β de

p(E∗)×k(E∗) dans
p+k(E∗) qui vérifie les propriétés suivantes

(α ∧ β) ∧ γ = α ∧ (β ∧ γ) (6.1)

α ∧ β = (−1)deg(α).deg(β)β ∧ α. (6.2)

On a besoin aussi de normaliser et on demande que si I = (i1, . . . , ip) alors

ei1 ∧ . . . ∧ eip = eI .

Explicitement le produit extérieur est donné par si (u1, . . . ,up) sont p-vecteurs et p = m + n
où m = deg(α) et n deg(β)

(α ∧ β)(u1, . . . ,up) ≔


σ∈Sp

α(uσ(1), . . . ,uσ(m))β(uσ(m+1), . . . ,uσ(p))

Vérifier que le produit ainsi défini est associatif demande plus de temps.

6.1.4 Induction

Si A est une application linéaire de E dans F, elle défini une application linéaire dite induite
et noté A∗ de

p(F∗) dans
p(E∗) définie par

(A∗ω)(u1, . . . ,up) = ω(A(u1), . . .A(up)).

On vérifie alors que

A∗(α ∧ β) = A∗α ∧ A∗β, (6.3)
A∗ ◦ B∗ = (B ◦ A)∗, (6.4)

A∗(ιA(u)(ω)) = ιu(A∗ω). (6.5)

6.2 Formes différentielles

Nous allons procéder pour les p-formes comme pour les 1-formes. Soit
p(T∗M) =

m∈M
p(T∗mM).

Définition 6.2.1. Une p-forme différentielle est une application ω : m → ωm défini de M à
valeurs dans

p(T∗M) telle que pour tout m, on a ωm ∈
p(T∗mM).

Remarques :

• si α et β sont deux formes différentielles, on définit leur produit extérieur α ∧ β par

α ∧ β : m → αm ∧ βm.

Si elles ont le même degré, on définit leur somme par

α + β : m → αm + βm.
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• Si X = (x1, xn) sont des coordonnées sur une ouvert U, et ω une p-forme, il existe des
fonctions uniques ωI appelées composantes définies sur U, oùI appartient à l’ensemble
I de multi-indices d’ordre p telles que

ω =


I∈I(p)

ωIdxI.

• Par convention, une fonction est une forme de degré 0.

De manière analogue à la situation en degré 1, nous avons

Définition 6.2.2. [Formes différentielle lisse] Nous dirons qu’une p-forme différentielle ω est
de classe Ck au voisinage du point m, s’il existe des coordonnées (x1, . . . xn) telles qu’au voisinage
de m, les composantes de ω sont de classe Ck au voisinage du point m. Nous dirons qu’un 1-forme
différentielle est de classe Ck si elle est de classe Ck au voisinage de tout les points de la variété M.

Comme précédemment nous remarquons

Remarques :

1. La somme de deux p-formes différentielles de classe Ck au voisinage d’un point est
de classe Ck au voisinage d’un point.

2. Le produit extérieur de deux formes différentielles de classe Ck au voisinage d’un
point est de classe Ck au voisinage de ce point.

3. Si ω est de classe Ck au voisinage de m alors pour toutes coordonnées (x1, . . . , xn) au
voisinage d’un point, les composantes deω sont de classe Ck au voisinage de ce point.

Définition 6.2.3. Nous notons Ωp(M) l’espace des p-formes différentielles de classe C∞ sur M.
L’espace Ωp(M) est un espace vectoriel. L’espace vectoriel

Ω∗(M) :=
p=n

p=0

Ωp(M),

est une algèbre pour le produit extérieur.

6.2.1 Un exemple de forme de degré 2

Nous allons donner sous forme de remarque un exemple important de forme de degré 2.
Soit ω une 1-forme. Soit X = (x1, . . .Xn) des coordonnées au voisinage de m. Notons dωX la
forme de degré 2 définies au voisinage de m par

dωX =


i< j


∂ω j

∂xi
− ∂ωi

∂x j


dxi ∧ dx j.

Un calcul laborieux – que nous ferons plus tard de manière intelligente – montre alors que
si Y est une autre système de coordonnées au voisinage de m nous avons

dωX = dωY. (6.6)
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Nous pouvons alors définir de manière non équivoque la différentielle dω de ω comme la
2-forme définie au voisinage de tout point m par

dω = dωX,

pour un système X de coordonnées au voisinage de m. Le lemme de Schwarz se traduit
alors par l’équation

d(d f ) = 0.

Nous avons mené à bien un de nos projets : trouver une condition nécessaire pour qu’une
forme soit exacte.

Bien sÃ»r une nouvelle question se pose : sous quelle condition une 2-forme est-elle
de la forme dβ ? Dans le prochain paragraphe nous allons généraliser la construction que
nous venons de donner.

6.3 Différentielle extérieure

Définition 6.3.1. Nous dirons qu’une application linéaire d définie de Ω∗(M) dans lui-même,
envoyant Ωp(M) dans Ωp+1(M), est une différentielle extérieure si elle étend la différentielle des
fonctions et si

• pour toute forme α nulle au voisinage d’un point, dα est nulle au voisinage de ce point

• pour toute forme α de degré p − 1, pour toute fonction f nous avons

d( f .dα) = d f ∧ dα. (6.7)

Nous allons démontrer le théorème suivant

Théorème 12. Il existe une unique différentielle extérieure sur toute variété M

Nous montrons l’unicité puis l’existence de la différentielle extérieure.

6.3.1 Unicité de la différentielle extérieure

Dans cette section, soit d une différentielle extérieure Nous nous proposons de démontrer
les propriétés suivantes

Proposition 6.3.2. (i) Pour toute famille de fonctions f1, . . . , fk avec k  p, on a

d f1 ∧ . . .d fk = d


f1d f2 ∧ . . . ∧ d fk

.

(ii) Si x1, . . . , xn sont des coordonnées définies au voisinage de m et si

ω =


I∈I(p)

ωI.dxI,

alors au voisinage de m
dω =



I∈I(p)

dωI ∧ dxI.



CHAPTER 6. FORMES DIFFÉRENTIELLES ET DIFFÉRENTIELLE EXTÉRIEURE 31

Le premier point suit d’une récurrence sur k. Le deuxième est une conséquence immé-
diate du premier.

Comme corollaire immédiat de la dernière propriété, nous obtenons l’unicité puisque la
différentielle extérieure est donnée par une formule explicite dans des coordonnées locales:

Corollaire 6.3.3. Il existe au plus une différentielle extérieure sur une variété M.

Démontrons la proposition

Démonstration : Montrons tout d’abord que si f1, . . . , fk, avec k  p+ 1, sont des fonctions,
alors

d f1 ∧ . . . ∧ d fk = d


f1d f2 ∧ . . . ∧ d fk)


Montrons ceci par récurrence sur k. Cette propriété est évidemment vrai pour k = 1. Par
ailleurs, si la propriété est vraie au rang k − 1, on a

d f2 ∧ . . . ∧ d fk = dα,

où
α = f2d f3 ∧ . . . ∧ d fk.

En appliquant (6.7), on a bien

d


f1d f2 ∧ . . . ∧ d fk

= d( f1 ∧ dα) = d f1 ∧ dα = d f1 ∧ . . . ∧ d fk.

Il ne reste plus qu’à montrer la dernière propriété. Soit donc (x1, . . . , xn) des coordonnées
au voisinage d’un point m et ω qui s’écrit

ω =


I

ωIdxI, (6.8)

au voisinage de m. En multipliant par une fonction plateau on construit des fonctions –
également notées xi et ωI définies sur M tout entier qui coïncident avec les précédentes au
voisinage de m, et qui vérifie l’égalité (6.8) au voisinage de m.

Nous savons alors d’après la première propriété et la linéarité de d que

d





I∈I(p)

ωIdxI


 =



I∈I(p)

dωI ∧ d

xi1 (dxi2 ∧ . . . ∧ dxik )


(6.9)

=


I∈I(p)

dωI ∧ dxI. (6.10)

Enfin, comme


I∈I(p) ωIdxI et ω coïncide au voisinage de m, leur image par d coïncident
également au voisinage de m. □

6.3.2 Existence de la différentielle extérieure

Commençons par montrer le résultat suivant

Lemme 6.3.4. Soit (U, (x1, . . . , xn)) une carte au voisinage d’un point, alors l’application linéaire
dX définie pour tout k par

dX





I∈I(k)

ωIdxI


 =


I∈I(k)

dωI ∧ dxI,

est une différentielle extérieure sur U
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Démonstration : Soit
ω =



I∈I(k)

ωIdxI.

Alors

dX( f dω) = dX





I∈I(k)

f dωI ∧ dxI


 (6.11)

= dX





i,I

f
∂ωI

∂xi
dxi ∧ dxI


 (6.12)

=


i,I

d


f
∂ωI

∂xi


∧ dxi ∧ dxI (6.13)

=


i,I

∂ωI

∂xi
d f ∧ dxi ∧ dxI +



i,I

f

d
∂ωI

∂xi


∧ dxi ∧ dxI (6.14)

= d f ∧


i,I

∂ωI

∂xi
dxi ∧ dxI + f



i, j,I

∂2ωI

∂xi∂x j
dx j ∧ dxi ∧ dxI (6.15)

= d f ∧ dω +


i< j,I


∂2ωI

∂xi∂x j
− ∂

2ωI

∂x j∂xi


dx j ∧ dxi ∧ dxI (6.16)

= d f ∧ dXω. (6.17)

Nous avons bien montré que dX est une différentielle extérieure □

Nous en déduisons alors

Proposition 6.3.5. Soit (U,X) et (V,Y) des ouverts de cartes. Nous avons dX = dY au voisinage
de tout point de U ∩ V.

Démonstration : Ceci suit de la deuxième partie de la proposition 6.3.2 appliqué à la
variété U ∩ V. □

Nous pouvons construire alors la différentielle extérieure en posant dω = dXω, au
voisinage d’un point m, pour des coordonnées définies au voisinage de m.

6.4 Formes différentielles induites

Définition 6.4.1. Soit M et N deux variétés et F une application C∞ de M dans N. Si ω est une
p-forme sur N, la forme induite par F est la forme

F∗ω : m→ (TmF)∗ωF(m).

En particulier, on a

(F∗ω)m(u1, . . . ,up) = ωF(m)(TmF(u1), . . . ,TmF(up)).
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Remarques :

1. On remarque que si α est une forme C∞ qui s’écrit

α = f1d f2 ∧ . . . ∧ d fp.

Alors
F∗α = ( f1 ◦ F)d( f2 ◦ F) ∧ . . . ∧ d( fp ◦ F),

et en particulier F∗α est C∞. Comme toute forme C∞ est combinaison linéaire locale-
ment de fonction sous la forme f1d f2 ∧ . . .d fp, ceci nous garantit que la forme induite
d’un forme C∞ est bien C∞.

2. Si F est une application de Rn dans lui-même

F∗(dx1 ∧ . . . ∧ dxn) = J(F)dx1 ∧ . . . ∧ dxn,

oùJ(F) : x→ det(DxF) est le jacobien de F.

6.5 Un premier formulaire

Le théorème suivant réunit les propriétés importantes de la différentielle extérieure

Théorème 13.

d(dα) = 0, (6.18)
d(F∗α) = F∗dα, (6.19)

d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)deg(α)α ∧ dβ. (6.20)

Démonstration : Soit α forme de degré k avec k < p − 2, soit ψ la fonction qui vaut
constamment 1. Alors

d(dα)) = d(ψdα) = dψ ∧ dα = 0.

Remarquons que si f est une fonction, F∗d f = d( f ◦ F).
Ensuite, par linéarité, il suffit de la vérifier la deuxième propriété, pour une forme α qui

s’écrit
α = f1d f2 ∧ . . . ∧ d fp,

puisque toute forme localement est sous de forme qui admettent cette écriture. Alors

F∗α = ( f1 ◦ F)d( f2 ◦ F) ∧ . . . ∧ d( fp ◦ F).

En particulier

d(F∗α) = d f1 ◦ F ∧ d f2 ◦ F ∧ . . . ∧ d fp ◦ F = F∗

d f1 ∧ d f2 ∧ . . .d fp


= F∗dα.

Démontrons la dernière propriété. A nouveau, il suffit de le vérifier par récurrence pour

α = f dα0 β = gdβ0
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On a alors puisque par récurrence dα0 ∧ dβ0 est exacte:

d(α ∧ β) = d


f g dα0 ∧ dβ0


(6.21)
= gd fα0 ∧ dβ0 + f dgα0 ∧ dβ0 (6.22)

= (d fα0) ∧ (gdβ0) + (−1)deg(α)( f dα0) ∧ (dg ∧ dβ0) (6.23)

= dα ∧ β + (−1)deg(α)α ∧ β. (6.24)

□

6.6 Champ de vecteur et produit intérieur

6.6.1 Champ de vecteurs

Nous commençons par reproduire un schéma connu.

Définition 6.6.1. (i) L’espace tangent à M est

TM =


m∈M

TmM.

(ii) Un champ de vecteur est un application ξ : m → ξm de M dans TM telle que pour tout m,
ξm appartienne à TmM.

(iii) Un champ de vecteur ξ est de classe C∞ sur M au voisinage de m s’il s’écrit

ξ =
i=n

i=1

ξi
∂
∂xi
,

pour un système de coordonnées (x1, . . . xn) au voisinage de m et des fonctions ξi de classe C∞

(iv) L’espace vectoriel de champs de vecteurs de classe C∞ sur M est noté χ∞(M).

6.6.2 Produit intérieur

Nous pouvons maintenant définir le produit intérieur

Définition 6.6.2. Le produit intérieur de la p-forme ω et du champ de vecteur ξ est la p− 1-forme
ιξω définie par

(ιξω)m = ιξmωm.

On vérifie en utilisant de coordonnées locales que si ξ et ω sont C∞ alors ιξω est aussi
C∞.

6.6.3 Dérivation en un point

Nous allons introduire un nouveau point de vue sur les champs de vecteurs.

Définition 6.6.3. Une dérivation en un point m d’une variété M est une application linéaire ∂ de
C∞(M) à valeurs dans R telle que
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(i) ∂ f = 0 si f s’annule au voisinage de m,

(ii) ∂( f g) = f (m)∂g + g(m)∂ f .

Nous avons alors

Proposition 6.6.4. Un vecteur tangent X en m0 définit une dérivation ∂X par ∂X := f → d fm0 (X).
Réciproquement toute dérivation provient d’un vecteur tangent en m0.

Démonstration : Soit ∂ une dérivation en m0. Soit (x1, . . . , xn) des coordonnées au voisinage
de m0 telles que xi(m0) = 0. Si f est une fonction C∞ on peut écrire au voisinage de m0

f =


i

∂ f
∂xi

(m0)xi +


i

hixi,

oùles fonctions hi s’annulent en m0. Nous en déduisons que

∂ f =
i=n

i=1

∂ f
∂xi

(m0)(∂xi).

Soit donc X le vecteur tangent en m défini par

X =
i=n

i=1

(∂xi)
∂
∂xi
.

Alors, pour toute fonction f ,

d f (X) =
i=n

i=1

(∂xi)
∂ f
∂xi
= ∂ f .

Nous venons de montrer que toute dérivation provient d’un vecteur tangent. □



Chapter 7

Lemme de Poincaré et
cohomologie

7.1 Présentation

Définition 7.1.1. Nous dirons qu’une forme différentielle est fermée si sa différentielle extérieure
est nulle, et nous dirons qu’elle est exacte si elle est la différentielle d’une forme. Nous dirons enfin
que deux formes sont cohomologues si leur différence est exacte.

Toute forme exacte est fermée car d ◦ d = 0. La réciproque dépend de la forme de
l’espace comme nous l’avons vu dans le cas de R2 et R2 \ {(0, 0)}.

7.1.1 Espace contractile et homotopie

En anticipant sur une définition plus générale, nous dirons qu’une application – ou un objet
comme une forme différentielle – est C∞ sur [0, 1] ×M, si il est la restriction d’un objet C∞

défini sur [−, 1 + ] ×M.

Définition 7.1.2. Nous dirons que deux applications F et G de classe C∞ de M dans N sont
homotopes s’il existe une application H – appelée homotopie – de classe C∞ de M× [0, 1] dans N
telle que H(m, 0) = F(m) et H(m, 1) = F(m).

Définition 7.1.3. Nous dirons qu’une variété M est contractile si l’identité est homotope à une
application constante.

Remarques :

1. L’espace Rn est contractile de même que tout ouvert étoilé de Rn. La contraction H
est donnée par H(s,m) = sm.

2. Nous verrons plus tard qu’une variété compacte n’est jamais contractile.

36



CHAPTER 7. LEMME DE POINCARÉ ET COHOMOLOGIE 37

7.1.2 Lemme de Poincaré et formule d’homotopie

Notre but est de montrer le lemme de Poincaré

Lemme 7.1.4. [Poincaré] Si M est contractile, alors toute forme fermé de degré non nulle est
exacte.

Ce lemme est une conséquence de la

Lemme 7.1.5. [Formule d’homotopie] Soit F et G deux applications homotopes de M dans N.
Soit ω une forme fermée sur N. Alors F∗ω et G∗ω sont cohomologues.

Montrons que la formule d’homotopie entraîne le lemme de Poincaré. Soit P une
application constante. Soit ω une forme fermée. Alors Id∗ ω− P∗ω est exacte. Or P∗ω = 0 et
Id∗ ω = ω. Le lemme de Poincaré suit.

Avant de démontrer la formule d’homotopie nous avons besoin de décrire les formes
différentielles sur M × [0, 1]

7.2 Démonstration de la formule d’homotopie

Introduisons quelques notations :

7.2.1 Formes différentielles sur M × [0, 1]

• Pour tout m de M, notons cm la courbe tracée sur M donnée par u → (m,u). Nous
noterons ∂t le champ de vecteur sur M × [0, 1] défini par

∂t(m, s) = ċm(s),

• Nous noterons également t la projection de M × [0, 1] sur le deuxième facteur et dt sa
différentielle. On a dt(∂t) = 1

• Pour tout t, nous noterons enfin jt l’injection de M dans M×[0, 1] donné par m → (m, t)

Précisons les notations dans le lemme suivant. Si β est une forme M × [0, 1], j∗tβ devient
une famille de formes sur M, dépendant d’un paramètre, sur M. On pose alors

d
ds


s=t

j∗sα : m→ d
ds


s=t

( j∗sα)m.

Lemme 7.2.1. [un cas particulier de la formule de Lie-Cartan] Soit α une forme sur
M × [0, 1] alors

d
du


u=s

j∗uα = j∗sι∂t dα + j∗sd(ι∂tα). (7.1)

Démonstration : Soit (U, (x1, . . . , xn)) une carte sur M. Nous allons raisonner dans U×[0, 1].
Pour éviter les confusions, nous noterons x̂i, la fonction xi vu comme fonction sur

M × [0, 1], de telle sorte que pour tout s,

j∗sdx̂i = dxi, ι∂t dx̂i = 0.
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Supposons α de degré p. Nous pouvons écrire

α = dt ∧





I∈I(p)

αI
0(X, s)dx̂I





α0

+


J∈I(p−1)

αJ
1(X, s)dx̂J


α1

.

Nous observons que ι∂tα = α0 et que

j∗sα = j∗sα1 =


J∈I(p−1)

αI
1(X, s)dxJ.

Nous obtenons donc

d( j∗sι∂tα) = d( j∗sα0), (7.2)

=


I∈I(p),i

∂αI
0

∂xi
(X, s)dxi ∧ dxI. (7.3)

Par ailleurs,

dα =


I∈I(p),i

∂αI
0

∂xi
(X, s)dx̂i ∧ dt ∧ dx̂I (7.4)

+


J∈I(p−1)



i

∂αI
0

∂xi
(X, s)dx̂i ∧ dx̂J +



J∈I(p−1)

∂αJ
1

∂t
(X, s)dt ∧ dx̂J. (7.5)

Ainsi

ι∂t dα =


J∈I(p−1)

∂αI
1

∂t
(X, s)dx̂J −



I∈I(p),i

∂αI
0

∂xi
(X, s)dx̂i ∧ dx̂I, (7.6)

et

j∗sι∂t dα =


J∈I(p−1)

∂αI
1

∂t
(X, s)dxJ −



I∈I(p),i

∂αI
0

∂xi
(X, s)dxi ∧ dxI. (7.7)

En conclusion

j∗sd(ι∂tα) + j∗sι∂t dα =


J∈I(p−1),i

∂αI
1

∂t
(X, s)dxJ, (7.8)

=
d
du


u=s

j∗uα. (7.9)

La démonstration de notre formule est terminée. □

Nous généraliserons plus tard la formule de Lie–Cartan dans le lemme 10.3.2. Nous
utiliserons alors le cas particulier démontré ci-dessus. En exercice, nous proposerons une
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démonstration indépendante utilisant une récurrence sur le degré de la forme ; cet exercice
peut se faire dès maintenant.

Exercice : Nous proposons en exercice une approche plus conceptuelle de la formule de
Lie-Cartan. La démonstration se fait par récurrence sur le degré de la forme α

1. Montrez la formule pour k = 0.

2. Supposez vraie la formule pour toute les formes de degré k, montrez la formule de
Lie-Cartan pour les formes de degré k + 1 qui s’écrivent f dα avec f une fonction et
α de degré k. On utilisera la propriété fondamentale de la différentielle extérieure :
d( f dα) = d f ∧ dα.

3. Conclure.

7.2.2 Un cas particulier de la formule d’homotopie

Nous allons démontrer un cas particulier mais plus précis de la formule d’homotopie qui
entraînera la cas général. Nous montrons

Lemme 7.2.2. Soit H défini de Ωk+1(M × [0, 1]) dans Ωk(M) par

H(β) =
 1

0
j∗sι∂tβds.

Alors pour toute forme α définie sur M × [0, 1] nous avons

j∗1α − j∗0α = d(Hα) +Hd(α).

Démonstration : En effet

j∗1α − j∗0α =

 1

0

d
du


u=s

j∗uαds, (7.10)

=

 1

0
j∗sι∂t dα + d( j∗sι∂tα)ds, (7.11)

=

 1

0
j∗sι∂t dαds + d

 1

0
j∗sι∂tαds


, (7.12)

= Hd(α) + d(H(α). (7.13)

□

7.2.3 Preuve de la formule d’homotopie

Nous considérons une homotopie F entre F0 et F1. Autrement dit,

F0 = F ◦ j0,
F1 = F ◦ j1.

Nous en déduisons que

F∗1α − F∗0α = d(H ◦ F∗(α)) −H ◦ F∗dα.

Le lemme suit de cette observation.
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7.3 Cohomologie de Rham

Définition 7.3.1. Le k-ème groupe de cohomologie de Rham de la variété M – noté Hk(M) –
est le quotient des formes fermées de degré k par les formes exactes :

Hk(M) = {ω ∈ Ωk(M) | dω = 0}/{dα | α ∈ Ωk−1(M)}.

Siω est une forme fermée, nous noterons [ω] sa classe de cohomologie, c’est-à-dire sa projection
dans Hk(M)

Le k-ème nombre de Betti de la variété M – noté bk(M) – est la dimension de son k-ème groupe
de cohomologie de Rham.

Remarques :

1. Le nombre de composantes connexes de M est b0(M).

2. Le lemme de Poincaré nous dit que pour une variété contractile M, bk(M) = 0 pour
k > 0.

3. Un théorème de Rham affirme que les nombres de Betti d’une variété compacte sont
finis.

4. Par définition deux formes sont cohomologues si leur classes de cohomologie sont
égales.

Introduisons de nouvelles notions relatives à l’homotopie

Définition 7.3.2. Une application F de classe C∞ d’une variété M vers une variété N est une
équivalence d’homotopie s’il existe une application C∞ de N dans N telle que G ◦ F est homotope
à l’identité dans M et F ◦G est homotope à l’identité de N. Une sous-variété N de M est un retract
par déformation de M si il existe une application R de M × [0, 1] dans M telle que

(i) Pour tout m de M, R(m, 0) = m.

(ii) Pour tout n de N et tout t, R(n, t) = n.

(iii) Pour tout m de M, R(m, 1) appartient à N.

Remarques :

1. L’injection d’un retract par déformation est une équivalence d’homotopie.

2. L’injection d’un point dans une variété contractile est une équivalence d’homotopie.

3. L’application m → (m, 0) est une équivalence d’homotopie de M dans M×] − 1, 1[.

4. Un difféomorphisme est une équivalence d’homotopie.

5. La composée de deux équivalences d’homotopie est une équivalence d’homotopie.

La proposition-définition suivante est une conséquence de l’égalité d ◦ F∗ = F∗ ◦ d et sa
démonstration est laissée en exercice
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Proposition 7.3.3. Soit F une application C∞ d’une variété M dans une variété N. Il existe alors
une unique application notée [F∗] et dite induite en cohomologie par F – ou F∗ lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguïté – définie de Hk(N) dans Hk(M) par

[F∗]([ω]) = [F∗(ω)].

Nous avons alors

Théorème 14. Si F et G sont deux applications C∞ homotopes d’une variété M dans une variété
N, alors

[F∗] = [G∗].

Nous en déduisons immédiatement

Corollaire 7.3.4. Nous avons

(i) Une équivalence d’homotopie induit un isomorphisme entre les groupes de cohomologie.

(ii) Deux variétés difféomorphes ont les mêmes nombres de Betti.

(iii) Si N est un retract par déformation de M, M et N ont des cohomologies isomorphes.

Démonstration : La démonstration du théorème est une conséquence immédiate de la
formule d’homotopie. □

7.4 Calculs de cohomologie

7.4.1 La cohomologie du cercle

Soit S1 le cercle unité de C.
Nous montrons

Théorème 15. Nous avons

b0(S1) = 1 (7.14)
b1(S1) = 1 (7.15)

(7.16)

Démonstration : On écrit S1 = U∪V, oùU = S1 \{u} et V\{u} sont deux ouverts contractiles
telle que U ∩ V = A ⊔ B, oùA et B sont deux ouverts connexes disjoints.

Soit ω une 1-forme sur S1. Il existe f définie sur U telle que d f = ω et g définie sur V
telle que dg = ω. En particulier f − g est localement constante sur U ∩V. Dès lors f − g = a
sur A et f − g = b sur B, oùa et b sont deux constantes réelles.

L’application ω → a − b ne dépend pas du choix de f et g, elle ne dépend que de la
classe de cohomologie de ω. Nous venons de construire une application J de H1(S1) dans
R. On vérifie que si J(ω) = 0 alors on peut choisir les primitives f et g de façon à ce qu’elles
coïncident sur U ∩ V et en particulier ω est exacte.

L’application J est donc injective et puisque H1(S1) est non trivial, J est un isomorphisme.
Nous venons de montrer que b1(S1) = 1. Par ailleurs S1 étant connexe, b0(S1) = 0. □
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Nous notons c l’application définie de [0, 1] dans S1 par c(t) = e2iπt. Remarquons que


c
d f = 0.

En particulier l’application [c] : H1(S1)→ R qui à [ω] associe


c ω est bien définie.

Proposition 7.4.1. L’application [c] est un isomorphisme

Démonstration : Nous savons que [c] est surjective car


c dθ est non nulle. Elle est donc
injective car b1(S1) = 1. □

7.4.2 La cohomologie des sphères

Théorème 16. Nous avons

b0(Sn) = 1 (7.17)
bn(Sn) = 1 (7.18)
bk(Sn) = 0 si 0 < k < n. (7.19)

On montre tout d’abord H1(Sn) = 0 si n > 1. On construit ensuite un isomorphisme
entre Hk(Sn) et Hk−1(Sn−1) si k > 2. Détaillons cette construction.

On considère deux points u et v de Sn. On pose U = Sn \ {u} et V = Sn \ {u}. On remarque
alors que U ∪ V = Sn et que U et V sont contractiles.

La proposition cruciale est la suivante

Proposition 7.4.2. Il existe une unique application J linéaire définie de Hk(Sn) dans Hk−1(U ∩ V)
caractérisée par

J([ω]) = [β − α].

• Pour toute forme α ∈ Ωk−1(U) telle tel que dα = ω sur U.

• Pour toute forme β ∈ Ωk−1(V) telle que dβ = ω sur V

Démonstration : Avec les notations de la proposition, on remarque que β− α est effective-
ment fermée. Pour conclure la démonstration, il suffit de montrer que [β − α] de dépend
que de la classe de cohomologie de ω. C’est une vérification que nous laissons en exercice.
La linéarité suit de l’unicité. □

Nous avons alors

Proposition 7.4.3. L’application J décrite par la proposition est une bijection si k > 1.

Démonstration : On utilise la fonction ψ qui vaut 1 au voisinage de u et 0 au voisinage
de v. On remarque que si ξ est une forme définie sur U ∩ V alors ψξ est définie sur U et
(1 − ψ)ξ est définie sur V.

Montrons l’injectivité de J. Supposons β − α = dγ. Alors β̂ = β + d((1 − ψ)γ) est définie
sur U et α̂ = α − d(ψγ) est définie sur V. Par ailleurs dβ̂ = ω sur U et dα̂ = ω sur V. Enfin
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par construction β̂ = α̂ sur U ∩ V. Nous obtenons une primitive de ω en posant ω̂ = β̂ sur
V et ω̂ = α̂ sur U. Autrement dit si J[ω] = 0, alors ω est exacte et donc [ω] = 0.

Montrons la surjectivité de ω. Soit γ une k − 1 forme fermée définie sur U ∩ V. Posons
ω = dψ ∧ γ qui est bien définie sur Sn car dψ s’annule au voisinage de u et v. La forme ω
est fermée et on vérifie alors que J[ω] = [γ]. □

Comme U∩V est équivalent en homotopie à Sn−1 on en déduite que Hk(Sn) est isomorphe
à Hk−1(Sn−1). Pour achever la démonstration du théorème 16 par récurrence et se ramener
à la proposition 15 , il suffit de montrer

Proposition 7.4.4. Nous avons b1(Sn) = 0 si n > 1.

Démonstration : On raisonne de manière analogue. Si ω est une forme de degré 1. Elle
possède des primitives f et g sur U et V respectivement. Comme U ∩ V est connexe, f − g
de différentielle nulle est une constante k. Une primitive de ω est alors définie par φ = f + k
sur U et φ = g sur V. □

7.4.3 Cohomologie de R2 privé d’un nombre fini de points

La proposition suivante nous permet de compter le nombre d’éléments d’une sous-ensemble
du plan de manière certes compliquée mais en étudiant seulement le complémentaire de
cet ensemble.

Proposition 7.4.5. Nous avons

b1(R2 \ {x1, . . . , xp}) = p. (7.20)

Démonstration : On supposera pour simplifier que xi = (i, 0). Nous pouvons écrire

M = R2 \ {x1, . . . , xp}) = U ∩ V, (7.21)

oùU et V sont deux ouverts contractiles et où

U ∩ V =
i=n

i=0

Ai,

pour des ouverts Ai connexes. Soit ω une forme fermée sur M et f et g deux primitives de
ω sur U et V respectivement. On remarque que f − g est localement constante et vaut une
constante ki sur Ai. On montre ensuite que l’application

J : [ω] → (k1 − k0, . . . , kp − k0),

est bien définie de H1(M) dans Rp. On remarque alors que J est injective. On montre que J
est surjective soit en utilisant des partitions de l’unité, soit en considérant la forme

ωi = T∗i dθ,

oùTi = x→ x − xi est définie de M dans R2 et en calculant J(ωi). □
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Orientation et variétés à bord

8.1 Formes volumes et orientation

Définition 8.1.1. [Forme volume] Soit M une variété. Une forme volume sur M est une forme
de degré maximale qui ne s’annule jamais. Deux formes volumes α et β définissent la même
orientation si α = f .β où f est une fonction strictement positive. La classe d’orientation d’une
forme volume est l’ensemble des formes volumes définissant la même orientation.

Remarques :

1. La forme Voln = dx1 ∧ . . . ∧ dxn est une forme volume sur Rn.

2. Si α et β sont deux formes volumes sur une variété connexe, alors soit α à la même
orientation que β, soit α à la même orientation que −β.

3. Définir la même orientation est une relation d’équivalence sur les formes volumes.

Définition 8.1.2. [Orientation] Une variété est orientable si elle possède une forme volume. Le
choix d’une classe d’orientation définit une orientation sur M. L’orientation définie par une forme
volume est celle donnée par sa classe d’orientation. L’orientation opposée de celle définie par ω
est l’orientation définie par −ω.

Remarques :

1. Une variété connexe orientable à exactement deux orientations.

2. L’orientation canonique de Rn est celle donnée par Voln.

Définition 8.1.3. [Orientation et difféomorphisme] Soit M et N sont deux variétés orientées
par les formes volumes ωM et ωN. Un difféomorphisme φ de M sur N préserve l’orientation si
φ∗ωN définit la même orientation que ωM, il renverse l’orientation si φ∗ωN définit l’orientation
opposée à ωM.

Remarques :

44
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1. Siφ est un difféomorphisme d’une variété M connexe alors soitφ conserve l’orientation,
soit φ renverse l’orientation et ceci quelle que soit l’orientation de M.

2. Rappelons que si φ est un difféomorphisme de Rn, son jacobien est défini par

J(φ)x = det(Dxφ).

Alors φ conserve l’orientation si son jacobien est positif, il renverse l’orientation si
son jacobien est négatif.

La proposition suivante nous donne un critère d’orientabilité

Proposition 8.1.4. Une variété M est orientable si et seulement si il existe un atlas {(Ui,Xi)}i∈I
dont les changements de cartes X j ◦ X−1

i conservent l’orientation.

L’orientation associée à un tel atlas est alors celle pour laquelle les coordonnées conser-
vent l’orientation.

8.2 Variétés à bord

8.2.1 Le demi-espace

Définition 8.2.1. [Demi-espace]

(i) Le demi-espace est
Hn := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x1 < 0}.

(ii) Le bord du demi espace est

∂Hn := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x1 = 0}

(iii) Si U est un ouvert deHn, le bord de U est

∂U := U ∩ ∂Hn.

(iv) L’intérieur d’un ouvert U est l’ouvert de Rn défini par ( U) := U \ ∂U.

(v) Une fonction – ou une application – continue f définie sur un ouvert U de Hn est de classe
C∞ si elle est la restriction d’une fonction – ou d’une application – C∞ définie sur un ouvert
de Rn.

(vi) Un homéomorphisme de U sur V est un difféomorphisme s’i’l est C∞ ainsi que son inverse.

Signalons les propriétés intéressantes suivanyes

Proposition 8.2.2. (i) Si φ est un difféomorphisme alors φ(∂U) = ∂(φ(U).

(ii) L’application F est C∞, si elle est C∞ sur int(U) et si ses dérivées partielles s’étendent con-
tinÃ»ment à U.
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8.2.2 Variétés à bord

Nous pouvons maintenant mot pour mot étendre la définition des variétés aux variétés à
bord à en parlant de cartes à bord qui sont des cartes à valeurs dans le demi espace. Il nous
reste à introduire une définition

Définition 8.2.3.

Le bord ∂M d’une variété à bord est l’ensemble de points m de M qui possède une carte (U,X) telle
que X(m) appartienne au bord de X(U).

Remarques :

1. Si m est un point du bord, d’après la proposition 8.2.2, pour toute carte (V,Y), Y(m)
appartient au bord de V(Y).

2. Si f est une fonction d’une variété M à valeurs dans R et si y est un nombre tel que
f est une submersion le long de f−1(y) alors f−1[y,+∞[ est une variété à bord dont le
bord est f−1(y)

3. On peut montrer – c’est le théorème du collier – que toute variété à bord est obtenu
par la procédure précédente.

On définit alors comme pour les variétés les fonctions, applications, formes différen-
tielles et champ de vecteurs C∞ sur les variétés à bord. Nous identifierons enfin l’espace
tangent au bord de M en un sous-espace vectoriel de l’espace tangent à M en m. Cet
hyperplan vectoriel Tm∂M sépare l’espace vectoriel TmM en deux composantes que nous
pouvons distinguer

Définition 8.2.4. Soit m un point du bord de M et X un vecteur tangent en m.

(i) Le vecteur X est normal si X n’est pas tangent à ∂M, c’est-à-dire s’il n’appartient pas à Tm∂M.

(ii) Le vecteur X est normal extérieur si il est normal et s’il existe une courbe c : [0, 1]→M telle
que ċ(1) = X.

On montre alors en utilisant des partitions de l’unité

Proposition 8.2.5. Toute variété à bord admet un champ de vecteur normal extérieur le long de son
bord.

8.2.3 Orientation du bord d’une variété à bord

Définition 8.2.6. Soit M une variété à bord, orientée par une forme volume Ω. L’orientation
canonique du bord ∂M est celle définie par ιXω oùX est un champ de vecteur normal extérieur.

On vérifie alors que l’orientation du bord de Hn donnée par cette convention est celle
donnée par dx2 ∧ . . . ∧ dxn.



Chapter 9

Intégration des formes
différentielles

9.1 Intégration sur Rn

Nous noterons λ la mesure de Lebesgue sur Rn. Nous introduisons alors la définition
suivante

Définition 9.1.1. Soit ω = f Voln une forme de degré maximale à support compacte sur Rn.
L’intégrale de la forme ω sur Rn est le nombre réel défini par



Rn
ω :=



Rn
f dλ.

L’intérêt de cette définition est que la formule de changement de variables s’écrit très
simplement

Proposition 9.1.2. [Changementdevariables] Soitφun difféomorphisme préservant l’orientation
de U sur un ouvert φ(U). Soit ω une forme de degré maximal définie sur U et à support compact.
Alors 

U
φ∗ω =



φ(U)
ω.

Démonstration : Ceci suite de la formule de changement de variables pour les fonctions :


U
( f ◦ φ)|J(φ)|dλ =



φ(U)
f dλ.

□

9.2 Intégration sur une variété

Soit M une variété orientée – éventuellement à bord – de dimension n. SoitΩn
c (M) l’espace

vectoriel des formes différentielles de degré n à support compact.
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Théorème 17. Il existe une unique forme linéaire de Ωn
c (M) à valeurs réelles

ω→


M
ω,

telle que si (U,X) est une carte préservant l’orientation et si ω est à support compact dans U alors


M
ω =



X(U)
(X−1)∗ω.

Ceci nous conduit à la définition suivante

Définition 9.2.1. Le nombre


M ω est l’intégrale de ω sur M.

Démonstration : Le premier point à démontrer est l’unicité. Soit donc {(Vi,Yi)}i∈I un atlas
préservant l’orientation et soitφi une partition de l’unité subordonnée à Vi. Soitω ∈ Ωn

c (M);
nous pouvons donc écrire

ω =


i

φiω,

oùles φi.ω sont des formes à support dans Vi. Soit ω →


M ω vérifiant les propriétés du
théorème. Nous avons donc



M
ω =



i∈I



M
φiω

=


i∈I



Yi(Vi)
(Y−1

i )∗φiω. (9.1)

Or l’équation (9.1) définit de manière univoque


M ω. Ceci démontre bien l’unicité.
Pour démontrer l’existence, nous allons utiliser l’équation (9.1) pour définir l’intégrale.

Soit doncA = {(Vi,Yi,φi)}i∈I comme dans le début de la démonstration et posons
 A

M
ω :=



i∈I



Yi(Vi)
(Y−1

i )∗φiω. (9.2)

Pour conclure, il nous suffit donc de montrer que si (U,X) est une carte et ω à support dans
U alors



X(U)
(X−1)∗ω =

 A

M
ω. (9.3)

Comme (Y−1
i )∗φiω est à support dans Yi(U ∩ Vi), on a par la formule de changement de

variables


Yi(Vi)
(Y−1

i )∗φiω =



Yi(Vi∩U)
(Y−1

i )∗φiω =



X(Vi∩U)
(X−1)∗φiω. (9.4)

Ainsi,
 A

M
ω =



i∈I



X(Vi∩U)
(X−1)∗φiω
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=


i∈I



X(U)
(X−1)∗φiω

=



X(U)
(X−1)∗ω. (9.5)

La démonstration du théorème est finie. □

9.3 La formule de Stokes

Notre but est d’énoncer la formule de Stokes et de donner quelques applications dans la
section suivante.

Théorème 18. [Formule de Stokes] Soit ω une forme à support compact sur la variété M. Alors


M
dω =



∂M
ω. (9.6)

Remarques :

1. Cette formule est une généralisation de la formule

 b

a
d f = f (b) − f (a),

qui est la formule de Stokes en degré 1.

2. Formellement en considérant


M ω comme un appariement entre M et ω, la différen-
tielle extérieure apparaît comme la duale de l’opération "prendre le bord".

3. Si le bord de M est vide, la formule de Stokes se lit


M
dω = 0,

Démonstration : En utilisant une partition de l’unité et la linéarité de l’intégrale, nous
pouvons supposer queω est à support dans un ouvert de carte. En utilisant les coordonnées
et la formule de changement de variables, nous sommes ramenés à démontrer la formule
de Stokes pour une forme à support compact dans le demi espace.

Nous noterons
dxi = ι ∂

∂xi
dx1 ∧ . . . ∧ dxn.

Ainsi,

d(dxi) = 0,

dxi ∧dxi = Voln,

dx j ∧dxi = 0 si i  j.
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Par convention, le bord du demi-espace est orienté pardx1 = dx2 ∧ . . . ∧ dxn.
Soit donc ω une (n − 1)-forme différentielle à support compact dansHn. Nous avons

ω =
i=n

i=1

fidxi.

Intégrons tout d’abordω sur le bord du demi-espace. Les formesdxi s’annulant sur l’espace
tangent au demi-espace pour i strictement plus grand que 1, nous en déduisons que



∂Hn
ω =



∂Hn
f1dx1 =



∂Hn
f1dx2 ∧ . . .dxn. (9.7)

Par ailleurs

dω =

i=n

i=1

d fi ∧dxi

=

i=n

i=1

∂ fi
∂xi

dxi ∧dxi

=




i=n

i=1

∂ fi
∂xi


Voln . (9.8)

Nous nous intéressons au terme de droite de l’équation ci-dessus. En utilisant le théorème
de Fubini et en intégrant sur les droites parallèles aux axes, nous avons donc pour i > 1



Hn

∂ fi
∂xi

dx1 . . .dxn =

 
. . .

  ∞

−∞

∂ fi
∂xi

dxi


dxi = 0. (9.9)

La dernière égalité vient de ce que fi est à support compact. Pour i = 1 nous obtenons,
toujours en utilisant que f1 est à support compact, la formule suivante



Hn

∂ f1
∂x1

dx1 . . .dxn =

 
. . .

  0

−∞

∂ f1
∂x1

dx1


dxi =



∂Hn
f1dx1. (9.10)

En combinant les équations (9.7), (9.8) (9.9) et (9.10), nous obtenons la formule de Stokes.
□

9.4 Applications de la formule de Stokes

Nous allons trois donner trois applications différentes de la formule de Stokes, tout d’abord
la formule de Green-Ostrogradski, puis le théorème du point fixe de Brouwer et enfin nous
calculerons la cohomologie en degré maximal.

9.4.1 Divergence et formule de Green-Ostrogradski

Nous noterons 〈, 〉 le produit scalaire de Rn. Soit ξ =
i=n

i=1 ξi
∂
∂xi

un champ de vecteurs sur
Rn. Par définition, la divergence du champ de vecteur ξ est la fonction

div(ξ) :=
i=n

i=1

∂ξi

∂xi
.
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Le lien entre la divergence et la différentielle extérieure est donnée par la formule

d(ιξ Voln) = div(ξ) Voln,

dont nous laissons la démonstration au lecteur.
Si Ω est un ouvert borné de Rn qui est une variété à bord, la mesure d’aire est la mesure

donnée par la forme volume
Aire∂O = iN Voln,

oùN est le champ de vecteur normé orthogonal à l’espace tangent au bord de O et dirigé
vers l’extérieur de O.

La formule d’Ostrograski est une nouvelle formulation de la formule de Stokes

Théorème 19. [Formule de Green-Ostrogradski] Soit ξ un champ de vecteurs défini sur un
ouvert à bord O, alors 

O
div(ξ) Voln =



∂O
〈ξ,N〉Aire∂O .

Démonstration : Cette formule suit de la formule de Stokes et de l’observation suivante :
en tant que formes restreintes à ∂O nous avons

iξ Voln = 〈ξ,N〉Aire∂O .

Cette formule est en fait équivalente à la formule de Stokes pour les ouverts à bord de Rn.
□

9.4.2 Le théorème du point fixe de Brouwer

Soit Bn := {u ∈ Rn | u  1} la boule de Rn.

Théorème 20. [Brouwer] Toute application continue de la boule dans elle même possède un point
fixe. Autrement dit pour toute application F continue de Bn dans elle -même, il existe x tel que
F(x) = x.

La démonstration se fait en trois étapes.

Rétraction

Nous dirons qu’une application G de Bn dans Sn−1 = ∂Bn est une rétraction si G|Sn−1 est
l’identité. Nous montrons

Théorème 21. Il n’existe pas de rétraction C∞ de Bn dans Sn−1.

Démonstration : Soit F une telle restriction. Soit ω une forme volume sur Sn−1. Alors


Sn−1
ω  0. (9.11)

Par ailleurs 

Sn−1
ω =



Sn−1
F∗ω =



Bn

d(F∗ω).

Mais d(F∗ω) = F∗(dω) = 0 car ω est de degré maximal sur Sn−1 donc fermée. Nous obtenons
la contradiction en comparant avec l’équation (9.11). Il n’existe donc pas de rétraction de
Bn sur son bord. □
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Le cas lisse du théorème de Brouwer

Nous montrons

Théorème 22. Toute application C∞ de la boule dans elle-même possède un point fixe.

Démonstration : Nous raisonnons par l’absurde et soit G est une application sans point
fixe de la boule dans elle-même, nous construisons une rétraction F de Bn dans son bord,
en posant

F(x) = y,
oùy est le l’intersection – du côté de x – de la droite passant par x et G(x) avec le bord de
Sn−1. Ceci nous fournit une contradiction.

Approximation et conclusion

Pour conclure, il nous suffit de montrer que s’il existe une application continue G sans point
fixe, alors il existe une application C∞ sans point fixe F de la bourle dans elle même. Soit
donc G un application continue sans point fixe de la boule dans elle-même. Il existe donc
un réel  > 0 tel que pour tout x de Bn, on a

x − G(x) > 4.

Soit donc λ = 1 − . Alors Gλ : x→ λG(x) vérifie

x − Gλ(x)  x − G(x) − G(x) > 3.

On sait – par exemple en utilisant une convolution – qu’il existe une application F de classe
C∞ et -proche de Gλ, c’est-à-dire que pour tout x de Bn,

F(x) − Gλ(x)  .
Alors F envoie la boule dans elle-même :

F(x)  Gλ(x) +   λ +  = 1.

De plus, F n’a pas de point fixe

F(x) − x  G(x) − x − x − F(x)  2 −  = .
Nous pouvons donc déduire le théorème du résultat du paragraphe précédent. □

9.4.3 Cohomologie en degré maximal

Nous allons montrer le résultat suivant.

Théorème 23. Soit M une variété connexe orientée. Soit ω un forme à support compact de degré
maximal défini sur M. Alors, il existe une forme α à support compact définie sur M telle que dα = ω
si et seulement si 

M
ω = 0.

Nous en déduisons le corollaire suivant

Corollaire 9.4.1. Si M est une variété compacte, connexe et orientable de dimension n alors
bn(M) = 1. En particulier, une variété compacte orientable n’est jamais contractile.

La démonstration se fait en plusieurs étapes
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Le cas des sphères

Nous avons vu que bn(Sn) = 1. L’application ω→


Sn ω est une application bien définie de
Hn(Sn) dansR. Sn admettant une forme volume – qui est donc d’intégrale non nulle – cette
application est une bijection. Le résultat suit.

Le cas de Rn

On considère le difféomorphisme I de Rn avec Sn \ {in f ty}. Nous remarquons que ω est
à support compact dans Rn si et seulement si il existe une forme différentielle ω̂ nulle au
voisinage de∞ telle que ω = I∗ω̂.

Soit donc ω et support compact sur Rn et d’intégrale nulle. Il existe alors ω̂ nulle au
voisinage de∞ telle que ω = I∗ω̂. En particulier



Sn
ω̂ =



Rn
ω = 0.

Nous déduisons du paragrphe précédent que ω = dβ. A priori, β n’est pas nulle au
voisinage de ∞. Par contre dβ = 0 au voisinage de l’infini. Il existe donc γ définie au
voisinage de∞ telle que dγ = β. En choisissant φ constante égale à 1 au voisinage de∞ de
support inclus dans le domaine de définition de γ, on pose

α = β − d(φβ).

Alors α = 0 au voisinage de∞ et
dα = dβ = ω̂.

En particulier, I∗α est à support compact et d(I∗α) = ω.

Le cas général

Soit ω à support compact. Nous laissons en exercice le soin au lecteur de démontrer le
résultat suivant.

Il existe une famille finie d’ouverts {Ui}i∈{1,...,k} difféoméorphes à Rn, telle que Ui ∩ Ui+1  ∅ et
K ⊂ i Ui.

Nous allons montrer par récurrence sur p qu’il existe une forme à support compact βp,
tel que dans ω − dβp est à support compact dans Vp = Up ∪ . . . ∪Uk.

Supposons que cela soit vrai au rang p, posons alors ωp−1 = ω − dβp1 . Nous pouvons
écrire en utilisant une partition de l’unité

ωp−1 = γp + αp,

oùγp est à support compact dans Up et αp est à support compact dans Vp. Quelque soit
l’ouvert non vide O, il existe une forme à support compact dans O et d’intégrale 1. En
particulier, il existe une forme ηp à support dans Up ∩ Vp telle que



Up

ηp =



Up

γp.

D’après le paragraphe précédent et puisque Up est difféomorphe àRn, il existe χp à support
compact dans Up telle que

γp = ηp + dχp.
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En particulier
ω = αp + ηp

ωp

+d (βp−1 + χp)


βp

,

oùβp est à support compact et ωp est à supportc compact dans Vp. Nous avons terminé
notre démonstration par récurrence. En particulier , il existe β à support compact telle que
ω̂ = ω − dβ est à support compact dans Uk. Maintenant



Uk

(ω̂) = 0.

D’après le paragraphe précédent, il existe α à support dans Uk telle que

ω̂ = dα.

Ceci entraîne le théorème.
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Champ de vecteurs

Notons χ∞(M) l’espace vectoriel des champs de vecteurs C∞ sur la variété M. Sur Rn,
un champ de vecteur décrit géométriquement une équation différentielle indépendante
du temps. Le théorème d’existence et d’unicité des solutions d’équations différentielles
ordinaires se traduit en termes du flot du champ de vecteur associé.

10.1 Flot d’un champ de vecteurs

10.1.1 Flot d’un champ de vecteurs sur Rn

Un champ de vecteurs défini sur un ouvert U deRn est la donnée d’un famille X de fonctions
définie sur U.

X = (X1, . . . ,Xn).

L’équation différentielle associée est alors


d
dt x1 = X1(x1, . . . , xn),

. . .
d
dt xn = Xn( f1, . . . , xn).

Une solution de cette équation – ou orbite du champ de vecteur – est donc une courbe c =
(x1, . . . , cn) telle que ċ = X(c).

φ : (x, t)→ φ(x, t) = φt(x),

La notion de flot est utile pour décrire les solutions.

Définition 10.1.1. [Flot] Un flot du champ de vecteurs X défini sur un ouvert U, est une
application C∞ φ : (x, t) → φ(x, t) = φt(x), définie sur un ouvert O de U × R, vérifiant pour tout
x, ({x} ×R) ∩U est un intervalle contenant 0 telle que

• pour tout x, φ0(x) = x,

• pour tout x, ∂∂tφt(x)

t=s = X(φs(x)).

Les notions suivantes précisent le domaine de définition du flot.
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Définition 10.1.2. [Flot maximal, complet] Le flot φ est maximal si pour tout flot φ′ est un
flot défini sur O′, alors O′ ⊂ O et φ′ = φ


O.

Le flot est complet si O = U ×R

Les théorèmes fondamentaux d’existence et d’unicité des solutions d’une équation dif-
férentielle et de leur dépendance C∞ par rapport aux conditions initiales se réécrivent alors
ainsi

Théorème 24. Tout champ de vecteur admet un unique flot maximal.
De plus, si X est à support compact dans U, alors le flot de X est complet.

L’unicité entraîne que, pourvu que les termes de l’équation soient définis, nous avons

φt+s(x) = φt(φs)(x).

En particulier si le flot est complet, pour tout t, l’application φt est un difféomorphisme.
Ainsi, l’application t→ φt est un morphisme de groupe de R dans le groupe de difféomor-
phisme de R.

10.1.2 Flot d’un champ de vecteurs sur une variété

Les notions d’orbites et de flot d’un champ de vecteur se généralisent aux variétés. Soit
donc X un champ de vecteur défini sur une variété M.

Définition 10.1.3. Une orbite du champ de vecteur est une courbe c telle que ċ = X(c).
Un flot du champ de vecteurs X, est une application C∞ φ : (x, t)→ φ(x, t) = φt(x), définie sur

un ouvert O de M ×R contenant M × {0} telle que

• pour tout x, φ0(x) = x,

• pour tout x, ∂∂tφt(x)

t=s = X(φs(x)).

Le flot est maximal si pour tout flot φ′ défini sur O′, alors O′ ⊂ O et φ′ = φ

O′ .

Le flot est complet si O = U ×R

La démonstration du théorème 25 étant locale, elle se généralise immédiatement au cas
des variétés.

Théorème 25. Tout champ de vecteur admet un unique flot maximal.
De plus, si le champ de vecteur est à support compact, alors son flot X est complet.

10.1.3 Flot d’un champ de vecteur dépendant du temps

Un champ de vecteurs dépendant du temps est une famille {Xt}t∈R de champs de vecteurs
Xt pour t variant dans R. Cette famille est C∞, si dans une carte (U, (x1, . . . , xn) on peut
écrire

Xt(m) =
i=n

i=1

fi(m, t)
∂
∂xi
,

oùles fonctions fi définies sur U ×R sont C∞.
Un tel champ est à support compact s’il est nul en dehors de K ×R oùK est un compact

de M
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Définition 10.1.4. Le flot d’un champ de vecteur dépendant du temps est une application de O
dans M oùO est un ouvert de M ×R ×R contenant M × {(s, s) | s ∈ R}

(m, t, s)→ φs
t(m),

telle que

• pour tout x, φs
s(x) = x

• pour tout x, ∂∂tφ
u
t (x)

t=s = X(φu

s (x)).

On définit de la même manière les flots maximaux et complets (tels que O =M ×R).
Le théorème d’existence et d’unicité du flot est également vrai dans ce contexte.

Théorème 26. Tout champ de vecteur admet un unique flot maximal.
De plus, si le champ de vecteur est à support compact, alors son flot X est complet.

Le démonstration , laissée en exercice, consiste à regarder le champ de vecteurs dépen-
dant du temps Xt comme un champ de vecteurs sur M ×R. Puis à contruire le flot φ̂ de ce
champ de vecteurs sur M ×R, et à remarquer que φ̂t(m, s) = (Kt(m, s), s + t). L’application

(m, t, s)→ Kt−s(m, s),

est alors le flot de Xt.

Remarques :

1. Par unicité, le flot d’un champ de vecteurs dépendant du temps vérifie

φu
v ◦ φs

u = φ
s
v.

2. En particulier, si le flot est complet alors pour tout s et t, φs
t est un difféomorphisme

de M, d’inverse φt
s.

10.2 Crochet de Lie de deux champs de vecteurs

10.2.1 Dérivations

Nous avons vu que un vecteur tangent peut-être défini comme un dérivation en un point.
De manière analogue, une champ de vecteur peut-être défini comme une dérivation.

Définition 10.2.1. Une dérivation sur une variété M est un endomorphisme linéaire ∂ de C∞(M)

(i) ∂ f = 0 s’annule au voisinage d’un point m, si f s’annule au voisinage de m,

(ii) ∂( f g) = f∂g + g∂ f .

Nous avons alors

Proposition 10.2.2. Un champ de vecteur X en m0 définit une dérivation ∂X par ∂X := f → d f (X).
Réciproquement toute dérivation provient d’un champ de vecteurs.

De nombreuses notations – dépendantes du contexte – sont utiliées pour noter la fonction
d f (X) pour un champ de vecteur X et une fonction f : LX f , X. f ou ∂X f .
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10.2.2 Crochet de Lie

Nous déduisons de la caractérisation des champs de vecteurs comme des dérivation,
l’importante définition suivante qui suit du fait élémentaire que si ∂1 et ∂2 sont des dériva-
tions alors

[∂1, ∂2] : f → ∂1(∂2( f )) − ∂2(∂1( f )),

est également une dérivation.

Définition 10.2.3. Le crochet de Lie des deux champs de vecteurs X et Y, est le champ de vecteur
[X,Y] défini par

L[X,Y] = [LX,LY].

De la définition, nous déduisons aisément les propriétés formelles suivantes

Proposition 10.2.4. Nous avons

[ f X,Y] = f .[X,Y] − LY( f ).X,
[X,Y] = −[Y,X],

0 = [[X,Y],Z] + [[Y,Z],X] + [[Z,X],Y].

De la première formule, nous déduisons l’expression du crochet de Lie en coordonnées.
Si X =


i fi ∂∂xi

et X =


i gi
∂
∂xi

, alors

[X,Y] =


i, j


f j
∂gi

∂x j
− g j
∂ fi
∂x j


∂
∂xi
.

Les deux dernières donnent à l’espace vectoriel des champs de vecteurs une structure
d’algèbre de Lie.

10.2.3 Champ de vecteur et difféomorphismes

Nous verrons plus tard que si deux champ de vecteurs X et Y ont pour flot {φt}t∈R et {ψs}s∈R,
alors [X,Y] = 0 si et seulement si ψs et φt commutent pour tout t.

Définition 10.2.5. Soit X un champ de vecteur sur M et φ un difféomorphisme de M sur N. Le
transporté de X par φ est le champ de vecteur défini sur N par

ψ∗(X)(n) = Tψ−1(n)ψ(X(ψ−1(n))).

On note aussi
ψ∗ = (ψ−1)∗.

Remarques : On vérifient aisément les propriétés suivantes

1. (φ ◦ ψ)∗(X) = φ∗(ψ∗(X)).

2. si c est une orbite de X alors ψ ◦ c est une orbite de ψ∗(X)

3. Si {φt}t∈R est le flot de X, le flot de ψ∗(X) est {ψ ◦ φt ◦ ψ−1}t∈R.

Le crochet des champs de vecteurs s’interprètent à l’aide du transport.
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Proposition 10.2.6. Soit X un champ de vecteur de flot {φt}t∈R, alors

d
ds

(φs)∗(Y)

s=0
= [X,Y]

De plus, si {ψt}t∈R est le flot de Y, alors [X,Y] = 0 si et seulement si φs et ψt commutent pour tout
s et t

Démonstration : Soit Z = d
ds (φs)∗(Y)


s=0

. Soit f une fonction, calculons LZ f .
Par définition

LZ f (m) = d fm


d
ds

(φ∗s(Y)(m)

s=0


(10.1)

= d fm


d
ds

(Tφs(m)φ−s(Y(φs(m)))

s=0


(10.2)

=
d
ds


d fm

Tφs(m)φ−s(Y(φs(m)))


s=0

(10.3)

=
d
ds

dφs(m)( f ◦ φ−s)(Y(φs(m)))

s=0
. (10.4)

On considère la fonction gs(m) = dm( f ◦ φ−s)(Y(m)). Nous venons de montrer que

LZ f (m) =
d
ds

gs(φs(m))

s=0
.

Or

∂
∂s

gt(φs(m))

s=0

= LX gt(m),

∂
∂s

gs(φt(m))

s=0

= −dφt (m)LX f (Y(φt(m)).

Nous en déduisons donc que

LZ( f ) = LX g0 − d(LX f )(Y) = (LXLY − LYLX) f = [X,Y] f

Nous venons de démontrer la première partie de la proposition.
Supposons maintenant que φs et φt commutent pour tout s et t. Comme le flot de

(φs)∗(Y) est {φs ◦ψt ◦φ−s}t∈R = {ψt}t∈R, nous en déduisons que (φs)∗(Y) = Y. Donc d’après la
première partie de la proposition [X,Y] = 0.

Supposons maintenant que [X,Y] = 0. Alors comme φt+s = φt ◦ φs,

d
ds
φ∗s(Y)


s=t
= φt

d
ds
φ∗s(Y)


s=0
= 0.

Nous en déduisons que pour tout t, les deux champs de vecteurs φ∗t(Y) et Y sont égaux,
leurs flots coïncident donc. Autrement dit

{φs ◦ ψt ◦ φ−s}t∈R = {ψt}t∈R.

Ainsi φs et φt commutent pour tout s et t. □
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10.3 Calcul de Lie-Cartan

Nous avons vu agir les champ de vecteurs sur les fonctions par la formule

LX f =
d
ds

f ◦ φs


s=0
,

lorsque φs est le flot de X. Nous généralisons cette action aux formes par la définition.

Définition 10.3.1. [Dérivée de Lie d’une forme] Soit X un champ de vecteur de flot {φt}t∈R et
ω une forme différentielle, alors la dérivée de Lie de ω par rapport au champ de vecteur X est la
forme différentielle

LXω =
d
ds
φ∗s(ω)


s=0
.

10.3.1 La formule de Lie-Cartan

La formule suivante est fondamentale, elle généralise le lemme 7.2.1

Lemme 10.3.2. [Formule de Lie-Cartan] Soit ω une forme différentielle et X un champ de
vecteur. Alors

LXω = dιXω + ιXdω.

Démonstration : Lorsque la variété M est de la forme M = N ×R, et X = ∂t, la formule de
Lie-Cartan est exactement la formule du lemme 7.2.1.

Supposons maintenant que X est un champ de vecteur quelconque sur une variété M
de flot {φt}t∈R. Considérons l’application φ de M × R dans M donnée par φ(t, x) = φt(x).
Cette application est une submersion.

Nous remarquons que T(m,t)φ(∂t) = X(φt(m)). Nous en déduisons que, si ω une forme
différentielle, a lors

φ∗(ιXω) = ι∂tφ
∗(ω).

Notons enfin js(m) = (m, s). Alors, comme φs = φ ◦ js, nous en déduisons en appliquant la
formule de Lie Cartan en appliquant le lemme 7.2.1 appliqué à φ∗(ω). □

Exercice : Nous proposons en exercice une approche plus conceptuelle de la formule de
Lie-Cartan qui n’utilise pas le cas particulier du cylindre M × [0, 1]. La démonstration se
fait par récurrence sur le degré de la forme α

1. Montrez la formule pour k = 0.

2. Supposez vraie la formule pour toute les formes de degré k, montrez la formule de
Lie-Cartan pour les formes de degré k + 1 qui s’écrivent f dα avec f une fonction et
α de degré k. On utilisera la propriété fondamentale de la différentielle extérieure :
d( f dα) = d f ∧ dα.

3. Conclure.
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10.3.2 Un formulaire

La proposition suivante suit des définitions.

Proposition 10.3.3. Nous avons

LX(α ∧ β) = (LXα) ∧ β + α ∧ LXβ, (10.5)
L[X,Y]β = LX(LYβ) − LY(LXβ). (10.6)

Si ω est une forme de degré 1

dω(X,Y) = (LXω)(Y) − (LYω)(X) − ω[X,Y]. (10.7)

Si {φt}t∈R est une famille C∞ à un paramètre de difféomorphismes et si X(m) = d
dtφt(m)


t=0

, alors
pour toute forme différentielle ω

d
dt
φ∗tω


t=0
= LXω.

Ces propriétés sont laissées en exercice. Pour la dernière, on la démontrera d’abord
pour les fonctions puis on utilisera le produit extérieur pour la généraliser.

10.4 Applications : construction de difféomorphismes

Dans les deux applications qui suivent, nous allons utiliser les champs de vecteurs pour
construire des difféomorphismes.

10.4.1 Transitivité du groupe des difféomorphismes

Nous allons démontrer le théorème suivant

Théorème 27. Soit M une variété connexe et x et y deux points de M, il existe alors un difféomor-
phisme φ tel que φ(x) = y.

Démonstration : Supposons tout d’abord que x et y sont dans le domaine d’un carte (U,φ)
telle que φ(U) est une boule, soit x0 = φ(x) et y0 = φ(y). Nous pouvons alors construire un
champ de vecteur X̂ sur φ(U) défini par

X̂(z) = χ(z).(y0 − x0),

oùχ est une fonction à support dans φ(U) qui vaut 1 au voisinage du segment [x0, y0]. La
courbe c : t→ ty0+ (1− t)x0 alors une orbite de ce champ de vecteur. En particulier si {ψ̂t}t∈R
est le flot de X̂, alors ψ̂1(x0) = y0.

Comme X̂ est à support compact dans φ(U), il existe une champ de vecteur X, de flot
{ψ̂t}t∈R à support dans U tel que φ∗(X) = X̂. En particulier, φ1(x) = y. Le difféomorphisme
φ1 envoie donc x sur y.

Fixons x un point de M et soit Ox l’ensemble des points y de M tel qu’il existe un
difféomorphisme envoyant x sur y.

Le paragraphe précédent entraîne que Ox est ouvert. En effet, si y ∈ Ox et φ0(x) = y il
existe un voisinage U de y, tel que pour tout z de U, il existe un difféomorphisme φ tel que
φ(y) = z, dès lors φ ◦ φ0(x) = z. Ainsi U ⊂ Ox et Ox est ouvert.
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De même, Ox est fermé. Soit y un point de l’adhérence de Ox et U le voisinage de y tel
que pour tout z de U, il existe un difféomorphisme φ tel que φ(y) = z. Soit alors z ∈ Ox ∩U.
Il existe donc φ0 tel que φ0(x) = z. En particulier, φ−1 ◦ φ0(x) = y. Ainsi y ∈ Ox et Ox est
fermé. Par connexité, il existe Ox =M. □

On peut montrer de la même manière que pour tout n si (x1, . . . , xn) et (y1, . . . , yn) sont
deux n-uplets de points distincts de M, il existe un difféomorphisme φ tel que pour tout i,
φ(xi) = yi.

10.4.2 Le lemme de Moser

Le lemme de Moser montre que le groupe des difféomorphismes est transitif sur les formes
volumes de même volume.

Lemme 10.4.1. Soit M une variété connexe, compacte orientée. Soit α0 et α1 deux formes volumes
telles que 

M
α0 =



M
α1.

Alors, il existe un difféomorphisme φ tel que

φ∗(α1) = α0.

Démonstration : Nous déduisons des hypothèses que la forme α0 − α1 est exacte. Soit
donc ω telle que dω = α0 − α1. Considérons par ailleurs la forme αt = tα1 + (1 − t)α0. Soit
Xt le champ de vecteurs dépendant du temps et défini par ω = ιXtαt. Par la formule de
Lie-Cartan

LXtαt = α0 − α1.

Soit {φs
t}s,t∈R le flot de Xt. Nous savons que

φu
t ◦ φs

u = φ
s
t ,

rappelons également que
d
dt

(φs
t)(m)


t=s
= Xs(m),

nous obtenons donc

d
dt

(φ0
t )∗αt


t=s

= (φ0
s )∗

d
dt

(φs
t)
∗αt


t=s

(10.8)

= (φ0
s )∗(LXsωs + α1 − α0) (10.9)

= 0. (10.10)

Nous en déduisons que (φ0
t )∗αt est indépendant du temps et en particulier

(φ0
1)∗α1 = α0.

□
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