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Chapitre 1

Sous-variétés

1.1 Difféomorphismes, immersions et submersions

Soit f une application de classe C'' d’un espace affine dans un autre. On notera par D, f sa
différentielle au point zx.

1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1 Soit U et V deuz ouverts d’espaces affines E et F' de dimension finie et f une
application de classe C" définie de U a valeurs dans V', pour r > 1.

(i) L’application f est un C"-difféomorphisme de U sur V', si f est une bijection de classe C”
ainsi que Sa TECIProque.

(i) L’application f : U — F de classe C" est une immersion en x € U si sa différentielle en x
est injective (i.e. si sa matrice jacobienne est de rang n).

(#ii) L’application f est une submersion en x € U si sa différentielle en x est surjective (i.e. si
sa matrice jacobienne est de rang p). [ est une submersion au dessus de y € F si f est une
submersion en tout point de f~1(y).

Il faut penser a un difféomorphisme d’un ouvert d’un espace affine a valeurs dans R” comme le
choix de nouvelles coordonnées sur I’espace affine.
Nous utiliserons donc la définition suivante.

Définition 1.1.2 Soit m un point d’un espace affine £. Une carte au voisinage de m est un couple
(U, X) ou U est un ouvert de € contenant m et X = (x1,...x,) est un difféomorphisme de U sur
un ouvert X (U) de R™. les fonctions (x1,...,x,) sont les coordonnées de la carte.

Si un C'-difféomorphisme f est de classe C”, alors f~! est de classe C". On rappelle enfin le
théoreme d’inversion locale

1.1.2 Les théorémes

Théoréme 1 [INVERSION LOCALE] Soit U et V' deux ouverts d’espaces affines E et F' de dimen-
sion finie et f une application de classe C" définie de U a valeurs dans V. Soit m un point de U
telle que D, f est inversible. Alors f est un difféomorphisme au voisinage de m.

Le théoreme d’inversion locale permet d’affiner notre compréhension des immersions et des
submersions.

Théoréme 2 [DES IMMERSIONS ET DES SUBMERSIONS] Soit f une application C d’un ouvert U
d’un espace affine € de dimension p a valeurs dans un espace affine F de dimension n. Alors
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(i) On suppose que f est une immersion en m. Alors, il existe un voisinage U de m, une carte
(V,9) au voisinage de f(m), tel que f(U) C V, tels que ¢ o f définie de de U dans R™ est
une application affine injective.

(i) On suppose que f est une submersion en m. Alors, il existe une carte (U, @) au voisinage x,
tels que f o ¢~ ! est une application affine surjective de ¢p(U) dans F.

Autrement dit, en choisissant de nouvelles coordonnées, une immersion devient une application
linéaire injective et une submersion une application linéaire surjective.

DEMONSTRATION : Traitons tout d’abord le premier cas. Nous choisissons des coordonnées linéaires

sur E et F de fagon ace que m = 0, f(m) = 0et D, f(u1,ug, ... up) = (u1,...,up,0,...,0). Notons
f=1(f1,---, fn)- Nous considérons alors I'application F' définie de R™ dans R™ par

F(z1,...,xn) = (fi(z1, -y xp)s o fp(@r, oo 2p)s fpr1 (@, o ) F@paa, - oy S (T2, -, Tp)+20).

Par construction, la différentielle de F' en m est I'identité. Par le théoréme d’inversion locale, F’
est donc un difféomorphisme d’un voisinage U de z sur un voisinage V de f(m). Posons ¢ = F~1,
alors ¢o f(x1,...,2p) = (T1,...,%p,0...,0) est une application affine injective.

Traitons de maniere analogue le deuxieme cas. Nous avons ici p > n. Choisissons des coordonnées
sur E et F' de fagon & ce que x = 0, f(z) = 0 et D f(ur,uz,...up) = (u1,...,up). Notons
f=1(f1,..., fn). Nous considérons alors l’application ¢ définie de RP dans RP, par

o1, xp) = (fi(zr, oo xp)s oo (@1, @), Tpt, - oo Tp)-

Par construction D, ¢ est I'identité. D’apres le théoreme d’inversion locale ¢ est un difféomorphisme
local. Alors par construction, fo¢~!(x1,...,2,) = (z1,...,2,) est une application linéaire surjec-
tive. O

Ce dernier théoreme se généralise

Théoréme 3 [THEOREME DU RANG CONSTANT]| Soit f une application de classe C" tel que le
rang de Df est constant au voisinage de m. Alors il existe des coordonnées X au voisinage de m
et Y au voisinage de f(m) de classe C" telles que Y o f o X est linéaire de méme rang que Dy, f.

1.2 Sous-variétés

Définition 1.2.1 Soit M un sous-ensemble d’un espace affine £. M est une sous-variété de di-
mension d si pour tout point m € M il existe une carte (U, X) au voisinage de m tel que X (UNM)
est un sous-espace vectoriel de dimension d.

EXEMPLES ET REMARQUES :
1. Un ouvert d’une sous-espace affine est une sous-variété.
2. La réunion de deux droites paralleles est une sous variété.

3. Une sous-variété est localement connexe par arcs, et semi-localement simplement connexe.

Théoréme 4 Soit U un ouvert de R™. Soit f : U — RP de classe C".

(i) Si f est une immersion en x € U, alors il existe un ouvert x € U' C U tel que f(U’) est une
sous-variété de classe C" et de dimension n de RP.

(ii) Si f est une submersion au dessus de y € RP, alors f~1(y) est ou bien vide, ou bien une
sous-variété de classe C" et de dimension n —p de R™.
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(tii) Le graphe T'y de f défini par
Iy ={(z,F(y)) |z € U} CR" xR?,

est une sous-variété de dimension p.

EXEMPLES ET REMARQUES :

1. L’application v : R — R? définie par ¢ + (sin(2t),sin(3t)) est une immersion en tout point
mais son image n’est pas une sous-variété de R2.

e

"1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

2. L’application 7 :] — m/10, 7[— R? définie par ¢ — (sin(2t), sin(3t)) est une immersion en tout
point, elle est injective, mais son image n’est pas une sous-variété de R2.

g )

1 08 08 04 02 0 0z 04 08 08 1

3. Lafonction f : R™ — R définie par f(z1,...,%,) = 27+ - -+22 est une submersion au-dessus
de tout réel non nul. Les spheres de rayon non nul sont donc des sous-variétés de dimension
n —1 (i.e. de codimension 1).

EXERCICE :

1. Vérifier que la projection stéréographique est une immersion du plan dans R3.
2. Montrer de deux manieres différentes que la sphere

S™ = {(wo, .. xn) | Y a7 =1},
1=0

est une sous-variété. Tout d’abord en montrant que S™ est localement un graphe. D’une autre
maniere, en montrant que la sphere est la preimage d’une point par une submersion.

1.2.1 Espace tangent

On rappelle qu’'une courbe lisse v a valeurs dans un espace affine £ est une application de classe
C"' d’un intervalle & valeurs dans £. Le vecteur tangent & v en tg est le vecteur de ’espace tangent
a & défini par

. () = y(to)
tp) = lim —————=.
Y(to) B —
Une courbe lisse est tracée sur une sous-variété X, si elle est a valeurs dans X.



CHAPITRE 1. SOUS-VARIETES 7

Définition 1.2.2 Soit X une sous-variété de dimension d de R™, et x € X. L’ espace tangent a
X en x, noté T, X, est ’ensemble des vecteurs tangents en x aux courbes contenues dans X et
passant par x.

Théoréeme 5 Soit X une sous-variété de dimension d de R™. L’espace tangent a X en x est un
espace vectoriel de dimension d. De plus

(i) Si X = f(U) est limage d’une immersion f, alors Ty X = Im (D f).
(ii) Si X = f=1(y) est une fibre d’une submersion f, alors T, X = ker (D, f).

1i) St X C EXF estle graphe d’une application f, alors T, +xX est le graphe de lapplication
(z,f (@)
linéaire D, f.

En effet, si ¢ : U — V est un difféomorphisme qui redresse X sur R? au voisinage de z, alors
T.X = (Dy¢) 7 (RY).

Corollaire 1.2.3 Un sous-ensemble de R™ est une sous-variété de dimension d si et seulement si
au voisinage de tout point x € X, X s’écrit comme le graphe d’une application f de T, X dans
(T.X)* telle que f(0) =0 et dgf = 0. En particulier, si y € X est voisin de x € X, la distance
dey a T, X est un o(|ly — z|). De méme, siv € T, X est assez petit, la distance de x +v a X est
un o(|v]).

DEMONSTRATION : Notons 7 la projection orthogonale sur T,X. Soit g : R? — R” une immersion

qui parametre X au voisinage de 2. Alors 7 o g est une immersion de R? dans T, X en 0 donc un
difféomorphisme d’un voisinage de 0 sur un voisinage U de 0 dans T,X. Notons h : U — R? le
difféomorphisme réciproque. Alors f = 7+ oh: U — (T,X)* est différentiable, sa différentielle en
0 est nulle, et son graphe coincide avec X au voisinage de z. Siv € U, z+v+ f(v) € X donc z +v
est proche (en o(|v])) de X.

L’application y — y — f o w(y — x) est différentiable, sa différentielle en z est l'identité, c’est
un difféomorphisme local qui redresse X sur le plan affine x + T,X. Il déplace le point y d’une
distance en o(|y — z|), donc si y € X, y est proche du plan tangent. [J

1.2.2 Courbes complexes affines et des quadriques

Définition 1.2.4 Par définition une courbe complexe affine plane est une sous-variété X de C?
définie par

X ={(zw) € C* | P(z,w) = 0},
ou P est un polynome a deux variables tel que %—5 et 3—5 ne s’annule pas simultanément le long de
X.

Les courbes complexes affine sont des surfaces, c’est-a-dire des sous-variétés de dimension 2.

Proposition 1.2.5 Soit ¢ une forme quadratique non dégénérée en n+ 1 variables, de matrice S.
Soit Q la quadrique affine de R™ définie par ’équation affine q(x1,...,x,,1) = 0. Alors Q est une

sous-variété de classe C*°, et son hyperplan tangent en © = (x1,...,Tn, 1) est défini par I’équation
linéaire en v,
z T v n n
(1) S <O> = lzl Si,jmivj + z:l Sn+1,j'0j =0.
i,j= j=

T

DEMONSTRATION : Soit x € R™. On note p = <1

) le vecteur colonne de composantes (z1, . .., Zn, 1).

.
L’équation de Q est f(z) = q(p) = p" Sp = 0. Alors, pour v € R, d, f(v) = (8) Sp+p'S (8) =
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'S (8) Supposons que € . Notons Sp = <Z)> Alors f(z) = wz + z = 0. Comme
S est inversible et p non nul, Sp est non nul, donc w # 0 et z # 0. Alors la forme linéaire

def v 2p"S (8) = 2w v est surjective. Autrement dit, f est une submersion au dessus de 0.

En particulier, @ = f~1(0) est une sous-variété d’espace tangent ker(d,)f. O



Chapitre 2
Variétés

On voudrait traiter le cas des quadriques projectives. Pour cela, il faut définir la notion de
sous-variété de l'espace projectif.

2.1 Cartes et atlas

Définition 2.1.1 Soit M un espace topologique.

(i) Une carte sur M est une paire (U, X) ot U est un ouvert de U et X = (z1,...,%p,) est un
homéomorphisme de U sur un ouvert de RP. Les fonctions x; sont les coordonnées, [’ouvert
U est le domaine de la carte, l’entier p est la dimension de la carte..

(ii) Deux cartes (U, X) et (V,Y) sont C>°-compatibles si le changement de cartes Y o X! de
X({UNV)wversY(UNV) est un CT-difféomorphisme.

(713 n atlas est un ensemble de cartes f ' e méme dimension qui son compatibles
i) Un atl t ble d t Ui, X"} d d q t C° patibl
et telles que {U;} est un recouvrement de M.

(iv) Deux atlas sont équivalents si toutes leurs cartes sont compatibles, ou de maniére équivalente
st la réunion est encore un atlas.

(v) Une structure différentielle sur M est une classe d’atlas compatibles.

Ceci nous amene a la définition suivante

Définition 2.1.2 [VARIETES DIFFERENTIELLES] Un espace topologique séparé, réunion dénom-
brable de compacts et muni d’une structure différentielle est une variété différentielle. Une carte
est compatible avec la structure de variété si elle est compatible avec un atlas définissant la structure
de variété.

Par abus de langage, on dira que les fonctions (x1,...,2z,) définies au voisinage de m sont des
coordonnées au voisinage d’un point m d’une variété M si il existe un ouvert U contenant m tel
que (u, (z1,...,2p)) est une carte compatible avec la structure de variété. Autrement dit, on sera
souvent amené a parler de coordonnées sans préciser le domaine de la carte correspondante.

On remarque que, par définition, I’ensemble des cartes compatibles avec une structure de variété
forme un atlas appelé atlas mazimal.

2.1.1 Premiers exemples
EXEMPLE :

1. Un ouvert d’un espace affine est muni d’une structure de variété. plus généralement tout
ouvert d’une variété a une structure de variété.
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2. Sur R considérons les deux atlas & une carte (U =R, ¢ : x + z) et (W =R, : z — 23).
Ces deux atlas ne sont pas compatibles.
En effet,  — 23 n’est pas un difféomorphisme. I1 y a donc plein de structures différentielles
différentes sur R. On verra cependant qu’elle sont toutes équivalentes.

3. Sur R/Z considérons latlas & deux cartes U; =|0,1[ mod 1, ¢1(x mod 1) = z et Uy =
] —1/2,1/2], ¢pa(x mod 1) = x. Cela définit une structure différentielle sur R/Z.
En effet, Uy NUs =]0,1/2[U]1/2,1[ mod 1, ¢, (UyNUs) =]0,1/2[U]1/2, 1], ¢o(U1NT) =]0,1/2]
et pour y € ¢1(U; NUs), deux cas,
— sy €)0,1/2], 2067 (y) = y;
—siy €)1/2,1[ d2ody (y) =y~ L.
Dans les deux moitiés, ¢2 o gzbfl est un C*°-difféomorphisme.

4. Une sous-variété de R™ est muni d’une structure de variété.

2.1.2 Structure différentielle sur la droite projective

Une droite vectorielle D non verticale de R? est représentée par une pente m = ¢, (D), c’est
le réel tel que (1,m) € D. Si D n’est pas horizontale, elle posséde une antipente a = ¢o(D), c’est
le réel a tel que (a,1) € D. Les deux applications pente et antipente constituent des cartes, et le
changement de carte ¢z 0 7' : m > a = 1/m est un C>-difféomorphisme de R\ {0} sur R\ {0}.
Cet atlas définit une structure différentielle sur la droite projective.

m

2.1.3 Structure différentielle sur ’espace projectif

Définition 2.1.3 On appelle ouvert affine U; de P*(R) l’ensemble des points dont la i-éme coor-
donnée homogéne est non nulle. On appelle carte affine application réciproque de I’homéomor-
phisme¢;1 R =S Uy, (21, @) 2 [T rmimy L iy o @)

Alors ¢;(U;NU;) ={x € R" |xj #0}, 004 =jsij<i,j =j—1sij>i Comme

- T 1 x
¢j0¢i1($1,--~7l”n)—< ! iy — ey Lo 1)

{L'j/ ’ ,’L‘j/ mj/

est un C'*°-difféomorphisme, on obtient ainsi une structure différentielle sur P"(R).
Définition 2.1.4 De la méme facon, on définit une structure différentielle de dimension 2n sur

P"(R).

2.2 Objets différentiables

2.2.1 Fonctions différentiables

Définition 2.2.1 (i) Soit f une fonction définie sur un ouvert V. d’un espace topologique M.
On dit que f est C" par rapport & la carte (U, X) si fo X! est de classe C".
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1) Soit f une fonction définie sur un espace topologique M. On dit que f es par rapport a
i) Soit tion défini topologique M. On dit tC" ¥
un atlas, si f est de classe CP dans toutes les cartes de l'atlas.

(iii) Soit f une fonction sur une variété, alors elle est de classe C", si elle est de classe C" pour
lun des atlas définissant la structure différentielle.

Autrement dit une fonction f est de classe C™ au voisinage d’un point, s’il existe des coordonnées
(z1,...,2y) telles que f = F(x1,...,x,) avec F de classe C".

On a alors les propriétés immédiates suivantes qui utilise le fait que si une fonction est de classe
C" sur un ouvert d’un espace affine, alors f o ¢ est de classe C" pour tout difféomorphisme ¢.

Proposition 2.2.2 Pour qu’une fonction soit de classe C" au voisinage d’un point, il suffit de
trouver une carte compatible avec la structure de variété telle que f est de classe C™ pour cette
carte. En particulier, les coordonnées d’une carte sont des fonctions de classe C°.

En particulier pour qu'une fonction F' définit au voisinage de m soit C" au voisinage de m, il
suffit de trouver des coordonnées X = (x1,...,x,) définies au voisinage de m, telle que la fonction
f vérifiant F = f(x1,...,2,) soit de classe C".

Par exemple, la restriction de toute fonction C'°° a une sous-variété de R™ est a nouveau une
fonction C*°.

2.2.2 Applications différentiables

Les fonctions de classe C°*° vont nous permettre la notion d’application différentiable. Alterna-
tivement, nous verrons que tout peut se définir en fonction de cartes.

Définition 2.2.3 Une application continue ¢ : M — N entre variétés est de classe C" si pour
toute fonction ¢ de classe C" au voisinage de f(x), ¢ o [ est de classe C" au voisinage de x.

Nous venons de voir que l'injection d’une sous-variété dans R™ est une application C*°. Nous
déduisons immédiatement de cette définition que la composée d’applications de classe C" est de
classe C".

Alternativement, la caractérisation suivante est plus efficace.

Proposition 2.2.4 Une application ¢ entre deux variétés est de classe C" au voisinage de m, s’il
existe des coordonnées X au voisinage de m, des coordonnées Y au voisinage de f(m), telles que

XogoY ™1 est de classe C".

Par exemple, les coordonnées sont des exemples d’applications C°.

2.2.3 Difféormorphismes, immersions et submersions

Définition 2.2.5 (i) Une application f : M — N entre variélés est un difféomorphisme de
classe C" si c’est une bijection de classe C” dont Uinverse est aussi de classe C” si elle est
de classe C".

(i) Une application f : M — N entre variétés est un difféomorphisme au voisinage de m, s’il
existe un ouvert U contenant m telle que f soit un difféomorphisme de U sur f(U).

(ii) Une application f: M — N est une immersion au voisinage de m, si il existe des cordonnées
X au voisinage de m et Y au voisinage de f(m) tel que Y o f o X1 est une immersion au
voisinage de X (m).

(iv) Une application f : M — N est une submersion au voisinage de m, si il existe des cordonnées
X au voisinage de m et Y au voisinage de f(m) tel que Y o f o X1 est une submersion au
voisinage de X (m).

Comme premier exemple, remarquons que les coordonnées sont des difféomorphismes locaux.
Terminologie. Dans la suite, différentiable signifie de classe C", ol r est déterminé par le contexte.
Nous avons alors
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Proposition 2.2.6 Si f est une immersion — respectivement submersion — au voisinage de m,
alors pour toutes coordonnées cordonnées X au voisinage de m et'Y au voisinage de f(m), Yo fo
X1 est une immersion — respectivement submersion — au voisinage de X (m).

En particulier, si f est une immersion — respectivement submersion, difféomorphisme — il existe
des cartes cordonnées X au voisinage de m et Y au voisinage de f(m), telles que Y o fo X! est
une application linéaire injective — respectivement surjective, bijective.

Retour sur le cas des espaces projectifs

A titre d’exemple, nous allons interpréter les applications dont le but ou la source sont des
espaces projectifs.

Lemme 2.2.7 (i) Soit M une variété de classe C". Soit f : M — R™1\ {0} une application
de classe C". Alors Uapplication induite f : M — P™(R) est de classe C.

(ii) Soit Y une variété de classe C. Soit f : R"T1\ {0} — Y wune application de classe C"
telle que pour tout v € R" 1\ {0} et tout A # 0, f(\v) = f(v). Alors Uapplication induite

f:P*"(R) =Y est de classe C".

DEMONSTRATION : 1. Eerivons f = (f1,..., fas1). Soit 29 € X, w = f(x0). Pour simplifier les

notations, supposons que wy1+1 = fnt1(zo) # 0. Alors, au voisinage de P(w), on peut utiliser la
carte affine ¢, 1, et

Pnr10f(x) = Gpuilfi(@): fal) it fogr(2)]
(e ey
fnJrl(x)7 , fn+1(3;‘)
C’est bien une application de classe O™ d’un ouvert de X dans R™, donc f est de classe C.

2. Soit v € R""1, v # 0. Pour simplifier les notations, supposons que v,y; # 0. Alors, au
voisinage de P(v), on peut utiliser la carte affine ¢, 1, et

foaﬁfl(xh...,xn) = flliay:... 2,
= f(Lz,...,2zp).

C’est bien une application de classe C" d’un ouvert de R™ dans Y, donc f est de classe C". [

EXEMPLE : Une application projective est de classe C*° la ou elle est définie.

En effet, on applique successivement les énoncés 1 et 2 du lemme.

2.2.4 Sous-variétés

Définition 2.2.8 Un sous-ensemble N d’une variété M est une sous-variété si au voisinage de

tout point x de N il existe une carte (U, X) telle que X (U N N) soit une sous-variété.
Alternativement, un sous-ensemble N d’une variété M est une sous-variété si au voisinage de

tout point x de N il existe une carte (U, X) telle que X (U N N) soit un ouvert d’un sous-espace

affine.

EXEMPLE : Une sous-variété linéaire de P"(R) (resp. P™(C)) est une sous-variété.

En effet, dans toute carte affine, une sous-variété linéaire est envoyée sur un sous-espace affine.
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Cas des quadriques projectives

Proposition 2.2.9 Soit ¢ une forme quadratique non dégénérée en n + 1 variables, de matrice
S. Soit Q la quadrique projective de P™(R) définie par q. Alors Q est une sous-variété de classe
C®. Soit p € Q. Alors Ihyperplan polaire de p est tangent a Q en p. Cet énoncé reste vrai sans
changement si on remplace R par C.

DEMONSTRATION : On peut supposer que la derniére coordonnée homogeéne de p est non nulle.
On utilise la carte affine ¢, 41 : Upr1 — R™. Alors ¢pp1(Upa1 N Q) = @ est la quadrique affine
d’équation g(x1,...,2,,1) = 0, qui est une sous-variété. Cela prouve que Q est une sous-variété.
ns1(Uns1 NP(pt)) est un hyperplan affine, paralléle & 1’ensemble des vecteurs v € R™ tels que
p'S (8) =0, i.e. & 'hyperplan tangent & @ en ¢, 11(p). On conclut que H est tangent & Q en p.
U

EXERCICE : A quelle condition l'intersection de deux quadriques projectives non dégénérées est-elle
une sous-variété de 'espace projectif 7

2.2.5 Revétements et structures différentielles

Proposition 2.2.10 Soitp: E — X un revétement. Etant donnée une structure différentielle sur
X, il existe une unique structure différentielle sur E qui rend p différentiable. Inversement, si E
est une variété et si pour toute section locale s de p, s op est un difféeomorphisme, alors il existe
une unique structure différentielle sur X qui rend p différentiable

DEMONSTRATION : Si X est une variété, on recouvre X par des ouverts U; qui sont & la fois contenus

dans des ouverts de cartes ¢;y, : U; — R™ et trivialisant pour le revétement, i.e. p~Y(U;) =
Ujs;j(U;). Les cartes ¢ o pys;(u,) : 85(Ui) — R™ forment un atlas pour E.

Inversement, supposons que E est une variété. On recouvre E par des ouverts U; qui sont a
la fois contenus dans des ouverts de cartes ¢;y, : U; — R™ et tels que p(U;) soit trivialisant, i.e.
p~t(p(U:)) = U;s;(p(U;)). Les cartes ¢; o s; : s;(p(U;)) — R™ forment un atlas pour X. En effet,
deux choix j et j’ différents donnent un changement de carte ¢;o0s; 0 (¢p;05;) " = ¢08j 0po(p;) !
qui est un difféomorphisme. [

EXEMPLE : Soit G un groupe discret qui agit librement et proprement par difféomorphismes d’une
variété E. Alors l'espace quotient X = G\ E hérite d’une structure différentielle qui rend le
revétement p : E — X différentiable.

En effet, si s est une section locale de p, s o p est la restriction & un ouvert d’un élément de G,
donc s o p est un difféfomorphisme.



Chapitre 3

Partitions de I’unité

3.0.6 Motivation

Comment fabriquer des objets différentiables, ne serait-ce qu'une fonction non constante, sur
une variété ? En combinant des morceaux donnés dans des cartes.

3.0.7 Construction

Définition 3.0.11 Soit X un espace topologique. Soit u une fonction continue sur X. Le support
de u est le plus petit fermé en dehors duquel u est nulle.

Rappel 3.0.12 1[I eziste une fonction paire x sur R, de classe C*°, a support dans | — 1,1[, qui
vaut 1 sur une voisinage de 0.

Le lemme suivant utilise de maniere cruciale qu'une variété est séparée

Lemme 3.0.13 Soit X une variété de classe C”, soit K un compact de X, soit U un ouvert
contenant K. Il eriste un voisinage ouvert V. de K et une fonction x de classe C" sur X, a
support dans U, qui vaut 1 sur V.

DEMONSTRATION : On traite d’abord le cas ot K = {z}. La structure différentielle fournit au

voisinage de z une carte ¢ : W — V avec W C U, telle que ¢(z) = 0. On peut toujours supposer que
V contient une boule de rayon 1. Pour y € W, on pose x..(y) = x(¢(y)), olt x est la fonction modele
sur R, & support dans ] — 1, 1[. Alors le support de x, est un fermé inclus dans ¢~ (B(¢(z),1)) de
U, en particulier ce support est compact. Comme X est séparé, c’est un fermé de X. Tout point
z ¢ U posseéde un voisinage disjoint de K. On peut donc prolonger x, par 0 en dehors de U, elle
reste de classe C".

Passons au cas général, on choisit pour tout  de K une fonction x, qui vaut 1 sur un voisinage
V. relativement compact de x inclus dans U et a support dans U. On extrait du recouvrement
{Vz}zek un recouvrement fini indexé par une partie finie F' de K. On pose alors

P=> Xa-

zeF

Par construction, on a p =0 sur U et p > 1 sur K. On pose enfin
x=¢op,

ou ( est une fonction C*° de R dans [0, 1], qui vaut 0 pour > 0 et 1 pour z > 1. O

14
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Définition 3.0.14 Soit X un espace topologique. Soit W, des ouverts qui recouvrent X . On appelle
partition de 'unité subordonnée & (W,,) la donnée, pour chaque o, d’une fonction positive ou nulle
Xa Sur X, a support compact dans W, de sorte que

(i) Pour tout x € X, seuls un nombre fini parmi les nombres xo(x) sont non nuls.
(ii) >, x =1

On rappelle quun recouvrement localement fini de 1'espace X est un recouvrement par des
ouverts {U, };cr tels pour tout z de X il existe un voisinage V' de z tel que

Hiel|VNU; #0} < cc.

Le recouvrement {V;}ier est un sous-recouvrement de {W;};jes, si pour tout i € I, il existe j € J
tel que V; C Wj.

On peut extraire de tout recouvrement d’un espace localement compact et réunion dénombrable
de compacts un sous-recouvrement localement fini.

Théoréme 6 Soit X une variété de classe CT. Soit {Wy} un recouvrement localement fini de
X par des ouverts d’adhérence compacte. Alors X possede une partition de lunité de classe C"
subordonnée o {Wy}.

DEMONSTRATION : Le recouvrement W, étant localement fini, il est dénombrable. On construit

par récurrence un recouvrement par des ouverts U; tels que que U; C W; : supposons que nous
ayons construit par récurrence Uy, ..., U, tels que {Ux,...,U,, Wy41,...} recouvre X, on choisit
alors U, 41 inclus dans W, ;1 qui contient le compact K, 1 défini par

j=n
Kn—i—l = X\ U Uj U U Wj
J=1 j=>n+2

Pour construire U, 41, on pose

1.1
Un+1 :§ 1]§,+OO[

ou ¢ est une fonction qui vaut 1 au voisinage de K, ;1 et a support dans W, ;1. En utilisant le fait
que W, est localement fini on montre enfin que {U; };en est un revétement.
On construit une fonction x; qui vaut 1 sur U; et a support fermé (et donc compact dans W;).
La fonction n = ), x; est bien définie et C'*° car elle est égale a une somme finie de x; sur un
voisinage d’un point quelconque : en effet, soit O un voisinage de z tel que

471 ONW; £ 0} < oo.

Par construction,

77‘0 = Z Xi»

| ONW; #0D
et donc 7 est finie et C*°.
On peut poser puisque 7 est strictement positive
_Xi
n

¥

\

Par construction, c’est une fonction de classe C" a support dans W et ). 1; = 1. [
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3.0.8 Plongement

Théoreme 7 [ H. WHITNEY (1936)]. Toute variété compacte est difféomorphe a une sous-variété
de R™.

DEMONSTRATION : Soit X une variété compacte de dimension n. Soit (U;, ¢;)i=1,.. n un atlas

fini pour la structure différentielle de X. On construit comme dans la proposition précédente un
recouvrement par des ouverts V; d’adhérences contenues dans U;. On consideére ensuite une fonction
1; a support dans U; et égale a 1 sur V.

On définit une application différentiable f : X — R™™V+¥ par

f(l‘) = (wl(x)(bl (l‘), s 7'(/)n($)¢n(x)’ ¢1($)7 s ’wn(x))

L’application f est bien définie, car lorsque x ¢ U;, ¥;(2) = 0 donc on n’a pas besoin de connaitre
¢i().

Alors f est une immersion. En effet, au voisinage de x, I'une des fonctions ¢; vaut 1, donc la
différentielle en x de la i-éme composante ;¢; est de rang n. A fortiori, d, f est de rang n.

Enfin f est injective. En effet, si f(z) = f(y), il existe z telle que ¥;(x) = ¥;(y) > 0. Donc
x et y appartiennent & U;. Comme ¢;(z).1;(z) = ¢i(y)i(y), on a ¢;(x) = ¢;(z). Comme ¢; est
injective, on conclut que x = y.

L’application f est un homéomorphisme sur son image, par compacité.

Des lors, f(X) est une sous-variété. En effet, pour tout w € f(X), w = f(x), il existe un
voisinage U de z tel que f(U) soit une sous-variété. Comme f(U) est un voisinage de w dans
f(X), cela prouve que f(X) est une sous-variété.

Enfin f est un difféfomorphisme, car f est un difféomorphisme local bijectif. (]

REMARQUES : Le théoreme de H. Whitney contient davantage d’information.

1. Il s’applique aussi & des variétés non compactes (voir ci-dessous).

2. Il donne une meilleure borne sur la dimension de l'espace d’arrivée : Whitney plonge une
variété de dimension n dans R2"*1,
3. Whitney montre que pour certaines valeurs de n, cette borne ne peut pas étre améliorée.

4. L e théoreme de immersions de Ralph Cohen montre que toute variété de dimension n peut-
étre immergée dans R2"—(") ou a(n) est le nombre de 1 dans la décomposition dyadique de
n.

3.0.9 Cas de l’espace projectif

Dans le cas de I’espace projectif, il y a des plongements explicites.

EXERCICE : Soit f : P(V) — End(V') l'application qui & une droite p associe le projecteur ortho-
gonal sur p. Vérifier que f est un difféfomorphisme sur son image.

Solution. Soit p une droite, soit w un vecteur directeur de p. Le projecteur orthogonal sur p
est donné par la formule

L
wu 1 n
f(p)(u)_ ’IUJ‘U)w_ U}J‘U}ww U,

donc sa matrice est wwawl. C’est une fonction de classe C*° de w, donc f est de classe C'*°.
L’image de f est 'ensemble P des projecteurs orthogonaux de rang un. L’application réciproque
associe & un projecteur son image. Cela montre que f est un homéomorphisme de P*(R) sur P.
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Soit p € P"(R). Choisissons des coordonnées homogenes de sorte que p =[0: ---:0: 1]. On
peut utiliser la carte affine ¢,,4+1 au voisinage de p. Dans cette carte,

1 T 1 zxt ozt
_ -1 _ L _
g—fo¢n+1(x)_1+|x‘2 (1>({E 1)_1+|x|2(96 1>'
La différentielle de g en x = 0 est

vt + vt vt
V= s
v 0

qui est injective, puisque le troisieme bloc l'est. Cela prouve que f est une immersion en p.
Comme on 'a vu lors de la démonstration du théoreme de Whitney, une immersion qui est un
homéomorphisme sur son image est un difféomorphisme sur une sous-variété. [



Chapitre 4

Les espaces cotangent et tangent

4.1 L’espace cotangent et la différentielle d’une fonction
Nous commencons par définir ce qu’est une fonction de différentielle nulle

Définition 4.1.1 Soit f une fonction de classe C' définie au voisinage d’un point m d’une variété.
Nous dirons que f est de différentielle nulle en m si et seulement si elle vérifie l'une des propriétés
équivalentes suivantes

(i) Il existe des coordonnées X = (x1,...,x,) tel que f = F(x1,...,2,) au voisinage de m avec
dX(m)F =0.
(i) Pour toutes coordonnées X = (x1,...,x,) si F est définie par f = F(x1,...,x,) au voisinage

de m alors dx (m)F" = 0.

L’équivalence entre les deux propriétés est facile.

REMARQUES : Nous laissons en exercice le soin de montrer qu'une fonction f sur un espace affine
est de différentielle nulle en m si et seulement si il existe
— un entier k,
— des fonctions h; s’annulant en m, dérivable en m et définies au voisinage de m, et des fonctions
€; pour i € {1,...k} également définies au voisinage de m
telle que au voisinage de de m on ait

Nous pouvons donc alternativement définir une fonction comme étant de différentielle nulle en un
point d’une variété par la méme condition. Ceci nous évite de parler de coordonnées.

Nous avons alors la proposition immédiate

Proposition 4.1.2 L’espace E(m,U) des fonctions définies sur un voisinage U de m, nulle en m
et de différentielle nulle est un sous-espace vectoriel de l’espace G(m,U) des fonctions de classe C'*
s’annulant en m et définie sur U de m. De plus, si V est un voisinage de m inclus dans U, alors
la restriction donne un isomorphisme de G(m,U)/E(m,U) avec G(m,V)/E(m, V).

DEMONSTRATION : le point délicat est la surjectivité de la restriction : elle s’obtient en utilisant
une fonction cloche constante au voisinage de m et de support dans V. O

Ceci nous permet de proposer la définition suivante

18
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Définition 4.1.3 [ESPACE COTANGENT ET DIFFERENTIELLE] Avec les notations de la propo-
sition précédente, l'espace cotangent de la variété M en m, noté T M est l’espace vectoriel
G(m,U)/F(m,U). La différentielle d’'une fonction f de classe C' définie au voisinage de m -
notée d,, f — est alors la classe de f — f(m).

On remarque en particulier que la différentielle d’une constante est nulle et que d(fg) = fdg +
gdf.

Le théoreme suivant permet de comprendre ce qu’est ’espace cotangent et la différentielle d’une
fonction.
Théoréme 8 Soit X = (x1,...,x,) des coordonnées au voisinage d’un point m. Alors

(dmz1,y .. dmey)

est une base de T M. En particulier dim T}, M = dim M. De plus si f = F(z1,...,2y), alors

oF
dinf = Z o

dm X;).
(o L (@)

Définition 4.1.4 [DERIVEES PARTIELLES| Les dérivées partielles de la fonction f en m par rap-
port au coordonnées x; sont les composantes de df dans la base dx;. FElles sont notées % de
“Im

telle sorte que l'on a

)
dpf = Z 87{1- mdm(a:i).

D’apres la proposition précédente, si f = F(x1,...,x,) alors
of OF ( )
= T1yennyTn).
8% 8351 1, sy bn

Corollaire 4.1.5 Si une fonction f a un mazimum ou un minimum local en m alors d,, f = 0.

4.2 L’espace tangent et les courbes

Définition 4.2.1 L’espace tangent de la variété M en m, noté T,,M est l’espace vectoriel dual
de Uespace cotangent. Ces éléments sont les vecteurs tangent. On note d f,,(u) la valeur du vecteur
tangent u appliqué a la différentielle d,, f.

4.2.1 Exemples de vecteurs tangents

Soit X = (x1,...,x,) des coordonnées au voisinage d’un point m. On note alors (8%1, sy 72)

la base duale de (d,,x1,...,dmxy,), de telle sorte que
0 af
d = )

Définition 4.2.2 [VECTEUR TANGENT A UNE COURBE]| Soit ¢ une courbe C' d valeurs dans M
telle que c(tg) = m. Le vecteur tangent & la courbe ¢ en g, noté ¢(to), est le vecteur défini par

df o
dfm(Elto)) = J;t ¢ g

Nous avons alors
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Théoréme 9 [VECTEURS TANGENTS ET COORDONNEES LOCALES| Tous les vecteurs sont des
vecteurs tangents d une courbe. Soit X = (x1,...,x,) des coordonnées au voisinage de m. Soit ¢
une courbe telle que c(to) = m. Si on pose ¢; = x;(c) alors

(to) = Zéi(tO)ﬁii'

K2

Si f est une fonction, alors

af(ete) = Y éitto) 5

)

4.2.2 Espace tangent a une sous-variété

Si N est une sous-variété de M, on identifiera l’espace tangent & N en m a un sous-espace
vectoriel de 'espace tangent a M. Plus précisément, I’espace tangent a N est identifié a ’ensemble
des vecteurs tangents aux courbes tracées sur V.

4.3 Application tangente et cotangente

Soit ¢ une application de classe C'! définie au voisinage d’un point m d’une variété M & valeurs
dans une variété N.

Définition 4.3.1 Il existe une unique application linéaire, appelée application tangente a ¢ et
notée T,,¢ définie de T, M a valeurs dans Ty, N, vérifiant

dg(m)f © Tmd = dm(f 0 9).

De méme, il existe une unique application linéaire, appelée application cotangente a ¢ et notée
Tr ¢ définie de TZ(m)N a valeurs dans T}, M, vérifiant

Trd(dgm)@) = dim(f 0 ¢).
L’application cotangent est la transposée de la tangente.
La proposition suivante résume aussi les propriétés importantes de ’application tangente.

Proposition 4.3.2 Soit ¢ et ¥ des applications différentiables.

(i) Nous avons Ty, (¢ o) = Tyimyd o Tmib.
(ii) Si c est une courbe, alors T, p(¢(to)) = (¢ o ¢)(to).

(i11) Soit X = (x1,...,%,) des coordonnées au voisinage de m. Soit Y = (y1,...,Yyp) sont des
coordonnées au voisinage de ¢(m). Posons ¢; = y,;(¢p). Alors les coefficients de la matrice de
9(9;)

Tm¢ dans les bases associées aur coordonnées sont —5 1.
k2

Enfin I’analogue des théoréemes d’inversion locale et des submersions immersions se reproduit
dans le cadre des variétés.

Théoréme 10 Soit ¢ une application différentiable.

(i) On suppose que Uapplication tangente a ¢ en m est inversible, alors ¢ est une difféomorphisme
au voisinage de m

(i) Une application ¢ est une submersion en m si et seulement si T,,¢ est surjective.

(iii) Une application ¢ est une immersion en m si et seulement si T,,¢ est injective.



Chapitre 5

Formes différentielles

5.1 Formes différentielles de degré 1

5.2 Définitions et premieres propriétés

Définition 5.2.1 [FORME DIFFERENTIELLE DE DEGRE 1] Une I-forme différentielle ou forme
différentielle de degré 1 sur une variété M est une application w : m — w,, définie de M dans
T*M telle que pour tout m de M on a wy, € T; M.

REMARQUES :
1. La différentielle d’une fonction f définie par

df :z — d,f,

est une 1-forme différentielle.
2. Si « et B sont deux 1-formes différentielles. La somme o + 8 définie par

atf:im — am + Bm

est une 1-forme différentielle.
3. Si f est une fonction et w est une 1-forme différentielle le produit

fw:m—= f(m)wpn,

est également une 1-forme différentielle.

4. Si w est une forme différentielle et (z1,...,z,) des coordonnées au voisinage U d’un point
m. Il existe des fonctions uniques w; définies sur U telles que

n
w= g wj.dz;.
i=1

Cette derniére remarque nous permet de donner un sens a la notion de 1-forme différentiable.

Définition 5.2.2 [FORME DIFFERENTIELLE LISSE| Nous dirons qu’une 1-forme différentielle w est
de classe C* au voisinage du point m, s’il existe des coordonnées (1, ...x,) telles qu’au voisinage
de m nous ayons

W= zn:fidfﬁi, (5.1)
i=1

pour des fonctions f; de classe C* au voisinage de m. Nous dirons qu’un I1-forme différentielle est
de classe C* si elle est de classe C* au voisinage de tout les points de la variété M.

21
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Comme précédemment nous remarquons

REMARQUES :

1. La somme de deux 1-formes différentielles de classe C* au voisinage d’un point est de classe
C* au voisinage d’un point.

2. Le produit d’une fonction et d’une forme de classe C* au voisinage d’un point est de classe
C* au voisinage de ce point.

3. Siw est de classe C* au voisinage de m alors pour toutes coordonnées (1, . . ., x,) au voisinage
d’un point, nous avons

n
w= Zfz‘dl’i, (5.2)
i=1
pour des fonctions f; de classe C* au voisinage de ce point.

Définition 5.2.3 Nous notons QY(M) l'espace des formes différentielles de classe C*° sur M.
L’espace QY (M) est un espace vectoriel. La multiplication par les fonctions C* lui donne la struc-
ture d’un module sur l’anneau C*°(M) des fonctions de classe C* sur M.

Les différentielles de fonctions jouent un réle particulier et nous dirons

Définition 5.2.4 [FORMES EXACTES| Nous dirons qu’une 1-forme différentielle est exacte si elle
est la différentielle d’un fonction.

5.2.1 Intégration des formes différentielles

Définition 5.2.5 [INTEGRATION SUR UN CHEMIN| Soit ¢ : [a,b] — M un chemin de classe C*
par morceaur sur M et w une 1-forme différentielle définie sur M. L’intégrale de w sur c est le

nombre réel .
/w ::/ wc(t)(c'(t))dt

Nous vérifions que si f est une fonction alors

/ df = f(c(b)) — f(cla)).

En particulier, si ¢ est un lacet, c’est-a-dire si ¢(a) = ¢(b), alors pour toute forme exacte w nous

avons
/w =0.
C

1. si ¢ est un difféomorphisme croissant de [a, b] on a

fe= e
2. Soit w = xdy définie sur R?. Montrez en utilisant des carrés que w n’est pas exacte.

3. Soit df = z1>dy — -z zdy définie sur R2\ {(0,0)}. Calculer I'intégrale de d sur le chemin
c:[0,0) — R? définie par

EXERCICE :

s — (cos(s),sin(s)).

Montrez que df n’est pas exacte. La notation ”df” est standard mais est un abus de langage :
il n’existe pas de fonction 6 bien définie sur R? \ {(0,0)} dont df serait la différentielle.
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5.2.2 Formes exactes et différentielle des formes

Quand une forme différentielle est-elle exacte ? Dans des coordonnées une condition nécessaire
est donnée par le lemme de Schwarz : si w est une 1-forme différentielle exacte, alors pour tout
systéme de coordonnées (z1,...,Z,) nous avons

Ow;  Ow;
6a:j B 8.1‘1'7

ou les fonctions w; sont définies par
n
w = g w;dx;.
i=1

Autrement dit une condition nécessaire d’exactitude s’obtient en différenciant les composantes de
w.

A ce stade, nous pouvons faire un certain nombre de remarque qui justifient les constructions
que nous allons faire par la suite

REMARQUES :

1. Un bref calcul montre que cette condition nécessaire est indépendante du choix des coor-
données. Ceci suggere fortement qu’il doit y avoir une maniere élégante — c’est-a-dire sans
choix de coordonnées — d’énoncer cette condition nécessaire.

2. Cette condition nécessaire est suffisante pour M = R? : si w est une 1-forme sur R? telle que

dw, . s
86“?; = 5‘9’6 ¥ alors la fonction f définie par

T Y
Fay) = / oy (1, 0)dt + / oy (i, 5)ds,

vérifie df = w.

3. Cette condition n’est pas suffisante sur R? privé d’un point : la forme df définie dans I’exercice
précédent vérifie cette condition nécessaire. Pourtant elle n’est pas exacte. Nous verrons que
la présence du "trou” est responsable de cette situation.



Chapitre 6

Formes différentielles et
différentielle extérieure

6.1 Rappels d’algebre linéaire

6.1.1 Formes multilinéaires alternées

Soit E' un espace vectoriel de dimension n. Une forme multilinéaire alternée de degré p — ou
p-forme extérieure —est une application multilinéaire w : EP — R"™ telle que pour toute permutation
o de ensemble {1,...,p} on ait

W(Ug(1ys - Uo(p)) = €(0)w (U1, ..., up).

L’ensemble des forme extérieures de degré p est un espace vectoriel que I'on note AP(E*). Cet

espace est de dimension ﬁip)!. Notons en effet Z(p) ’ensemble des multi-indices ordonnés d’ordre

p, c’est-a-dire de p-uplets I = (iy,...,ip) avec 1 < iy < ... < i, < n. Alors, si (e!,...,e") est une
base de E, une base de A”(E*) est donnée par les formes e; pour I dans Z(p) définies par

6[(€i1, . .,eip) = 1,

et
6[(€j1, .. .,ejp) = 0,

Si {Zl,,Zp} 7é {j17~-- ,_]p}
On remarque en particulier que dim A”(E*) = 0 si p > n et que dim AP(E*) = dim \" " (E*)

6.1.2 Produit intérieur

Définition 6.1.1 Si v est un vecteur de E et w une p-forme extérieure, le produit intérieur de w
par v noté ,w est la (p — 1)-forme définie par

Low (UL, . .. ,Up—l) =w(v,u,... 7up—1)'
Pour calculer le produit intérieur efficacement, il suffit de remarquer que si (eq,...,e,) est une
base de E et (e!,...,e") la base duale, alors

ter€] N ... Nep=ex N...\eg.

24
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6.1.3 Produit extérieur

Nous définissons le produit extérieur de deux formes de degré 1 o et 8 comme la 2-forme a A 8
définie par
a A Bu,v) = a(u)B(v) — a(v)B(u).
Nous admettrons que ce produit extérieur s’étend de maniére unique en une application bilinéaire
(a, B) — a A B de NP(E*) x A¥(E*) dans A*™"(E*) qui vérifie les propriétés suivantes

(@AB)Ay = an(BA7) (6.1)
aAB = (—1)desl@)deeB)g A g,
On vérifie enfin que si I = (i1,...,%p), J = (j1,...,7q) avec

1< <.ty <J1...0¢g <1,

alors
efNej=eruJ-

En particulier
er = e;, /\.../\eip.

6.1.4 Induction

Si A est une application linéaire de E dans F', elle défini une application linéaire dite induite
et noté A* de A\P(F*) dans A\"(E*) définie par

(A*w)(u1, ... up) = w(A(ur), ... Aluy)).

On vérifie alors que

A(anNB) = A'aNA"B, (6.3)
A*oB* = (Bo A, (6.4)
A (taw) (W) = u(Aw). (6.5)

6.2 Formes différentielles
Nous allons procéder pour les p-formes comme pour les 1-formes. Soit A”(T*M) = | |,,,crs A" (T3, M).
Définition 6.2.1 Une p-forme différentielle est une application w : m — wy, défini de M a valeurs
dans \'(T*M) telle que pour tout m, on a w,, € A\’ (T, M).
REMARQUES :
— si a et B sont deux formes différentielles, on définit leur produit extérieur o A 3 par
alApB:m— o, A Bm.
Si elles ont le méme degré, on définit leur somme par
a+ B :m— apy + Bm.

- Si X = (x1,z,) sont des coordonnées sur une ouvert U, et w une p-forme, il existe des
fonctions uniques wy appelées composantes définies sur U, ou I appartient a I’ensemble Z de
multi-indices d’ordre p telles que
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— Par convention, une fonction est une forme de degré 0.

De maniere analogue a la situation en degré 1, nous avons

Définition 6.2.2 [FORMES DIFFERENTIELLE LISSE] Nous dirons qu’une p-forme différenticlle w
est de classe C* au voisinage du point m, s’il existe des coordonnées (x1,...x,) telles qu’au voi-
sinage de m, les composantes de w sont de classe C* au voisinage du point m. Nous dirons qu’un
1-forme différentielle est de classe C* si elle est de classe C* au voisinage de tout les points de la
variété M.

Comme précédemment nous remarquons

REMARQUES :

1. La somme de deux p-formes différentielles de classe C* au voisinage d’un point est de classe
C* au voisinage d’un point.

2. Le produit extérieur de deux formes différentielles de classe C* au voisinage d’un point est
de classe C* au voisinage de ce point.

3. Siw est de classe C* au voisinage de m alors pour toutes coordonnées (1, . . ., x,) au voisinage
d’un point, les composantes de w sont de classe C* au voisinage de ce point.

Définition 6.2.3 Nous notons QP (M) l'espace des p-formes différentielles de classe C*° sur M.
L’espace QP(M) est un espace vectoriel. L’espace vectoriel

p=n
(M) = P (M),
p=0
est une algebre pour le produit extérieur.

6.2.1 Un exemple de forme de degré 2

Nous allons donner sous forme de remarque un exemple important de forme de degré 2. Soit w
une 1-forme. Soit X = (z1,...X,,) des coordonnées au voisinage de m. Notons dw” la forme de
degré 2 définies au voisinage de m par

Ow;  Ow;
X _ j _ OWi , .
dw® = g (axi &Ej) dx; A dx;.

i<j

Un calcul laborieux — que nous ferons plus tard de maniere intelligente — montre alors que si Y est
une autre systeme de coordonnées au voisinage de m nous avons

dw® = dw?. (6.6)

Nous pouvons alors définir de maniere non équivoque la différentielle dw de w comme la 2-forme
définie au voisinage de tout point m par

dw = dw?,

pour un systeme X de coordonnées au voisinage de m. Le lemme de Schwarz se traduit alors par
I’équation

d(df) = 0.

Nous avons mené a bien un de nos projets : trouver une condition nécessaire pour qu'une forme
soit exacte.

Bien str une nouvelle question se pose : sous quelle condition une 2-forme est-elle de la forme
dS ? Dans le prochain paragraphe nous allons généraliser la construction que nous venons de donner.
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6.3 Différentielle extérieure

Définition 6.3.1 Nous dirons qu’une application linéaire d définie de Q*(M) dans lui-méme,
envoyant QP (M) dans QPTL(M), est une différentielle extérieure si elle étend la différenticlle des
fonctions et si

— pour toute forme a nulle au voisinage d’un point, da est nulle au voisinage de ce point

— pour toute forme a de degré p — 1, pour toute fonction f nous avons

d(f.da) =df Ada. (6.7)
Nous allons démontrer le théoréme suivant
Théoréme 11 I existe une unique différentielle extérieure sur toute variété M

Nous montrons 'unicité puis I’existence de la différentielle extérieure.

6.3.1 Unicité de la différentielle extérieure

Dans cette section, soit d une différentielle extérieure Nous nous proposons de démontrer les
propriétés suivantes

Proposition 6.3.2 (i) Pour toute famille de fonctions fi1,..., fr avec k <p, on a

Afi A...dfy =d(fdfa A ... Adfs).

(i) Sixy,...,x, sont des coordonnées définies au voisinage de m et si
w= g wr.dxy,
Ie€Z(p)

alors au voisinage de m

Le premier point suit d’une récurrence sur k. Le deuxiéme est une conséquence immédiate du
premier.

Comme corollaire immédiat de la derniere propriété, nous obtenons I'unicité puisque la différentielle
extérieure est donnée par une formule explicite dans des coordonnées locales :

Corollaire 6.3.3 Il existe au plus une différentielle extérieure sur une variété M.

Démontrons la proposition

DEMONSTRATION : Montrons tout d’abord que si fi,..., fx, avec k < p + 1, sont des fonctions,
alors

dfl/\.../\df]g:d(fldfg/\.../\dfk))

Montrons ceci par récurrence sur k. Cette propriété est évidemment vrai pour k = 1. Par ailleurs,
si la propriété est vraie au rang kK — 1, on a

dfa A .. Adfy = da,

oll
a= fodfs A... Adf.

En appliquant (6.7), on a bien

d(fidfa Ao . Adfx) =d(fi Ada) =dfi Ada=dfi AL Adf.
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I ne reste plus qu’a montrer la derniere propriété. Soit donc (z1,...,z,) des coordonnées au
voisinage d’un point m et w qui s’écrit

w= wadx[, (6.8)
I

au voisinage de m. En multipliant par une fonction plateau on construit des fonctions — également
notées x; et wy définies sur M tout entier qui coincident avec les précédentes au voisinage de m,
et qui vérifie I’égalité (6.8) au voisinage de m.

Nous savons alors d’apres la premiere propriété et la linéarité de d que

d Z wrdxy = Z dwr Ad (25, (dziy Ao Aday,)) (6.9)
I€Z(p) 1eZ(p)

= ) dwAdar. (6.10)
IeZ(p)

Enfin, comme ) 1ez(p) ¥ rdx; et w coincide au voisinage de m, leur image par d coincident également
au voisinage de m. [J

6.3.2 Existence de la différentielle extérieure
Commencgons par montrer le résultat suivant

Lemme 6.3.4 Soit (U, (z1,...,2,)) une carte au voisinage d’un point, alors l'application linéaire
dX définie pour tout k par

dX Z wrdzr | = Z dwr A day,

I€Z(k) I€Z(k)

est une différentielle extérieure sur U

DEMONSTRATION : Soit

w= Z wrdey.

IeZ(k)
Alors
d¥(fdw) = d¥ | Y fdwsAday (6.11)
I€Z(k)

= aX Z“” A dzg (6.12)
= Zd( >Adxmdx1 (6.13)
- aw]df/\dx Ada +Zf a2 A day A da (6.14)

- (9 i I Basl i I .
_ df/\zawldxlAdfoer o de Adxz; A dag (6.15)

82w[ 0 wr

= dfArd - dz; Adz; Ad 1

fA w+l; (8%89@ 83@3-8:5,») z; Adz; Adz; (6.16)

= df nd¥w. (6.17)
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Nous avons bien montré que d¥ est une différentielle extérieure O

Nous en déduisons alors
Proposition 6.3.5 Soit (U, X) et (V,Y) des ouverts de cartes. Nous avons dX = dY¥ au voisinage

de tout point de U NV.

DEMONSTRATION : Ceci suit de la deuxiéme partie de la proposition 6.3.2 appliqué & la variété
unv. O

Nous pouvons construire alors la différentielle extérieure en posant dw = d¥w, au voisinage
d’un point m, pour des coordonnées définies au voisinage de m.

6.4 Formes différentielles induites

Définition 6.4.1 Soit M et N deux variétés et F une application C° de M dans N. Si w est
une p-forme sur N, la forme induite par F' est la forme

F*w:m — (TmF)*wF(m)-
En particulier, on a

(F*w)m(u, - up) = Wpim) (TmF(u1), ..., Ty ' (uyp)).

REMARQUES :

1. On remarque que si « est une forme C> qui s’écrit

Oé:fldfg/\.../\dfp.

Alors
Fra=(fioF)d(fao F)A...ANd(fpo F),

et en particulier F*«a est C*°. Comme toute forme C'°° est combinaison linéaire localement
de fonction sous la forme fidfa A...dfp, ceci nous garantit que la forme induite d’'un forme
C est bien C*°.

2. Si F' est une application de R™ dans lui-méme
F*(dxy A ... Adxy) = J(F)dzy A ... Aday,

ou J(F) : x — det(D,F) est le jacobien de F.

6.5 Un premier formulaire

Le théoréme suivant réunit les propriétés importantes de la différentielle extérieure

Théoréme 12

d(da) = 0, (6.18)
d(F*a) = F*da, (6.19)
dlanB) = daAB+(—1)de@agng, (6.20)
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DEMONSTRATION : Soit o forme de degré k avec k < p—2, soit 4 la fonction qui vaut constamment
1. Alors
d(da)) = d(¢¥da) = dip Ada = 0.

Remarquons que si f est une fonction, F*df = d(f o F).
Ensuite, par linéarité, il suffit de la vérifier la deuxieme propriété, pour une forme « qui s’écrit

o= fidfa Ao AdSp,

puisque toute forme localement est sous de forme qui admettent cette écriture. Alors

Fra=(fioF)d(faoF)A...Ad(fpoF).
En particulier
d(F*a)=dfio FAdfao FA...ANdfpo F=F*(dfi Adfa A...df,) = F*da.
Démontrons la derniere propriété. A nouveau, il suffit de le vérifier par récurrence pour

a= fdag B =gdpo

On a alors puisque par récurrence dag A df3y est exacte :

dlanp) = d(fgdagAdpby)

gdfao AdBo + fdgao A dfo

(dfan) A (gdBo) + (—1)%&) (fdag) A (dg A dBo)
da A B+ (—1)de@q A B,

O

6.6 Champ de vecteur et produit intérieur

6.6.1 Champ de vecteurs

Nous commencons par reproduire un schéma connu.
Définition 6.6.1 (i) L’espace tangent ¢ M est
TM= | | TnM.
meM

(i1) Un champ de vecteur est un application £ : m — &,, de M dans TM telle que pour tout m,
&m appartienne a T,, M.

(i) Un champ de vecteur & est de classe C*° sur M au voisinage de m s’il s’écrit

=n 8
£= Zfi%’
i=1
pour un systeme de coordonnées (x1,...x,) au voisinage de m et des fonctions &; de classe
COO
(iv) L’espace vectoriel de champs de vecteurs de classe C*° sur M est noté x>°(M).

6.6.2 Produit intérieur

Nous pouvons maintenant définir le produit intérieur

Définition 6.6.2 Le produit intérieur de la p-forme w et du champ de vecteur & est la p—1-forme
Lew définie par
(tew)m = tg,,wWim-

On vérifie en utilisant de coordonnées locales que si £ et w sont C'°° alors tew est aussi C*°.
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6.6.3 Dérivation en un point

Nous allons introduire un nouveau point de vue sur les champs de vecteurs.

Définition 6.6.3 Une dérivation en un point m d’une variété M est une application linéaire O de
C>°(M) a valeurs dans R telle que

(i) Of =0 si f s’annule au voisinage de m,
(ii) O(fg) = f(m)dg + g(m)Of.
Nous avons alors
Proposition 6.6.4 Un vecteur tangent X en mg définit une dérivation dx par Ox = f —

dfm, (X). Réciproquement toute dérivation provient d’un vecteur tangent en my.

DEMONSTRATION : Soit  une dérivation en mg. Soit (z1,...,x,) des coordonnées au voisinage de
mo telles que x;(mg) = 0. Si f est une fonction C* on peut écrire au voisinage de my

f= Z %(mo)xi + Z hiz;,

ou les fonctions h; s’annulent en mg. Nous en déduisons que

of = Z; Sf, (mo)(9:).

K2

Soit donc X le vecteur tangent en m défini par

=n a
1=1
Alors, pour toute fonction f,
i=n o
aF(X) =Y (@) 2L = oy,

Nous venons de montrer que toute dérivation provient d’'un vecteur tangent. [



Chapitre 7

Lemme de Poincaré et
cohomologie

7.1 Présentation

Définition 7.1.1 Nous dirons qu’une forme différentielle est fermée si sa différentielle extérieure
est nulle, et nous dirons qu’elle est exacte si elle est la différentielle d’une forme. Nous dirons enfin
que deuz formes sont cohomologues si leur différence est exacte.

Toute forme exacte est fermée car d o d = 0. La réciproque dépend de la forme de I'espace comme
nous Pavons vu dans le cas de R? et R? \ {(0,0)}.

7.1.1 Espace contractile et homotopie

En anticipant sur une définition plus générale, nous dirons qu’une application — ou un objet
comme une forme différentielle — est C> sur [0, 1] x M, si il est la restriction d’un objet C'*° défini
sur [—e, 1+ €] x M.

Définition 7.1.2 Nous dirons que deux applications F et G de classe C*° de M dans N sont
homotopes sl existe une application H — appelée homotopie — de classe C* de M x [0,1] dans
N telle que H(m,0) = F(m) et H(m,1) = F(m).

Définition 7.1.3 Nous dirons qu’une variété M est contractile si l’identité est homotope a une
application constante.

REMARQUES :

1. L’espace R™ est contractile de méme que tout ouvert étoilé de R™. La contraction H est
donnée par H(s,m) = sm.

2. Nous verrons plus tard qu’'une variété compacte n’est jamais contractile.

7.1.2 Lemme de Poincaré et formule d’homotopie
Notre but est de montrer le lemme de Poincaré

Lemme 7.1.4 [POINCARE] Si M est contractile, alors toute forme fermé de degré non nulle est
exacte.

Ce lemme est une conséquence de la
Lemme 7.1.5 [FORMULE D’HOMOTOPIE] Soit F' et G deux applications homotopes de M dans

N. Soit w une forme fermée sur N. Alors F*w et G*w sont cohomologues.

32
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Montrons que la formule d’homotopie entraine le lemme de Poincaré. Soit P une application
constante. Soit w une forme fermée. Alors Id* w — P*w est exacte. Or P*w = 0 et Id* w = w. Le
lemme de Poincaré suit.

Avant de démontrer la formule d’homotopie nous avons besoin de décrire les formes différentielles
sur M x [0, 1]

7.2 Démonstration de la formule d’homotopie

Introduisons quelques notations :

7.2.1 Formes différentielles sur M x [0, 1]

— Pour tout m de M, notons ¢,, la courbe tracée sur M donnée par u — (m, ). Nous noterons
O¢ le champ de vecteur sur M x [0, 1] défini par

O (m, ) = ém(s),

— Nous noterons également ¢ la projection de M x [0,1] sur le deuxiéme facteur et dt sa
différentielle. On a dt(9;) =1
— Pour tout ¢, nous noterons enfin j; 'injection de M dans M x [0, 1] donné par m — (m,t)
Précisons les notations dans le lemme suivant. Si § est une forme M x [0,1], j; 3 devient une
famille de formes sur M, dépendant d’un parametre, sur M. On pose alors

| grasme 2 G
- ST - , U .
ds c]é dS et c]é m

s=t

Lemme 7.2.1 [UN CAS PARTICULIER DE LA FORMULE DE LIE-CARTAN| Soit a une forme sur
M x [0,1] alors

d " . .
5 jua:statda+]5d(Lata)' (71)
du|,_,

DEMONSTRATION : Soit (U, (1, ...,2,)) une carte sur M. Nous allons raisonner dans U x [0, 1].

Pour éviter les confusions, nous noterons #;, la fonction z; vu comme fonction sur M x [0, 1],
de telle sorte que pour tout s,
k1A .
JodZ; =dx;, 1,2 = 0.

Supposons «a de degré p. Nous pouvons écrire

a=dtA| > af(X,s)dis |+ Y of (X s)diy.
I€Z(p) JEI(p—1)

Nous observons que tp, = g et que

Jsa=jion = Z od (X, s)dxy.

JeZ(p—1)
Nous obtenons donc
d(Gsra,) = d(jSao), (7.2)
- ¥ gaé(X,s)dxi/\de. (7.3)

I€Z(p),i
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Par ailleurs,

do = Y aaé(X s)d#; A dt A di
- ) axl k) 3 I
I€Z(p),i
8@1 . . aa‘] ~
+ Z Z 81,‘(: (X,S)dl’z ANdZ;+ Z T;(X7S)dt ANdzZ .
JeI(p—1) =1 JET(p—1)
Ainsi
da = i % gai 004 X 9\di; A di
o, dac = Z ﬁ( ,s)dzy — Z Ii( ,8)dz; Adiy,
JEI(p—1) I€Z(p),i
et
- 80&{ 8046
Jrgda = Z W(X,s)dxy - Z - (X, s)dz; Adzy.
JeI(p—1) I€Z(p),i Li
En conclusion
. . dad
jsd(l’ata) +]s L@tda = Z aitl(X, S)d.’l?],
JEI(p—1),i
d N
- @ - Ju &

La démonstration de notre formule est terminée. O
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Nous généraliserons plus tard la formule de Lie-Cartan dans le lemme 10.3.2. Nous utilise-
rons alors le cas particulier démontré ci-dessus. En exercice, nous proposerons une démonstration
indépendante utilisant une récurrence sur le degré de la forme; cet exercice peut se faire des

maintenant.

EXERCICE : Nous proposons en exercice une approche plus conceptuelle de la formule de Lie-Cartan.

La démonstration se fait par récurrence sur le degré de la forme «

1. Montrez la formule pour k = 0.

2. Supposez vraie la formule pour toute les formes de degré k, montrez la formule de Lie-Cartan
pour les formes de degré k + 1 qui s’écrivent fda avec f une fonction et a de degré k. On

utilisera la propriété fondamentale de la différentielle extérieure : d(fda) = df A da.

3. Conclure.

7.2.2 Un cas particulier de la formule d’homotopie

Nous allons démontrer un cas particulier mais plus précis de la formule d’homotopie qui en-

trainera la cas général. Nous montrons

Lemme 7.2.2 Soit H défini de Q*+1(M x [0,1]) dans QF(M) par

1
H(B) = / Jaig, pds.
0
Alors pour toute forme o définie sur M x [0,1] nous avons

jia—jia=d(Ha)+ Hd(a).
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DEMONSTRATION : En effet

jla—jja = -/01 % . Jrads, (7.10)
= /1 Jatg,da 4+ d(jiee, a)ds, (7.11)
01 1
= / Jarg,dads +d </ j:@tads> , (7.12)
= h?d(a) + d(H(@). i (7.13)

O

7.2.3 Preuve de la formule d’homotopie

Nous considérons une homotopie F' entre Fy et Fi. Autrement dit,

FO = FojOa
Fy = Foj.
Nous en déduisons que
Fia—Fja=d(H o F*(a)) — H o F*da.

Le lemme suit de cette observation.

7.3 Cohomologie de Rham

Définition 7.3.1 Le k-éme groupe de cohomologie de Rham de la variété M — noté H*(M) — est
le quotient des formes fermées de degré k par les formes exactes :

HY(M) = {w e QM) | dw = 0} /{da | a € Q71 (M)}.

Siw est une forme fermée, nous noterons [w] sa classe de cohomologie, c¢’est-a-dire sa projection
dans H*(M)

Le k-éme nombre de Betti de la variété M — noté b*(M) — est la dimension de son k-éme
groupe de cohomologie de Rham.

REMARQUES :

1. Le nombre de composantes connexes de M est b°(M).

2. Le lemme de Poincaré nous dit que pour une variété contractile M, b*(M) = 0 pour k > 0.
3. Un théoreme de Rham affirme que les nombres de Betti d’une variété compacte sont finis.
4

. Par définition deux formes sont cohomologues si leur classes de cohomologie sont égales.

Introduisons de nouvelles notions relatives a I’homotopie

Définition 7.3.2 Une application F' de classe C*° d’une variété M wvers une variété N est une
équivalence d’homotopie sl eziste une application C*° de N dans N telle que G o F' est homotope
a Uidentité dans M et F o G est homotope a Uidentité de N. Une sous-variété N de M est un
retract par déformation de M si il existe une application R de M x [0,1] dans M telle que

(i) Pour tout m de M, R(m,0) = m.
(i) Pour tout n de N et tout t, R(n,t) = n.
(#ii) Pour tout m de M, R(m,1) appartient & N.
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REMARQUES :

1. L’injection d’un retract par déformation est une équivalence d’homotopie.
L’injection d’un point dans une variété contractile est une équivalence d’homotopie.
L’application m +— (m,0) est une équivalence d’homotopie de M dans M x] — 1, 1].

Un difféomorphisme est une équivalence d’homotopie.

St

La composée de deux équivalences d’homotopie est une équivalence d’homotopie.

La proposition-définition suivante est une conséquence de 1’égalité d o F* = F* od et sa
démonstration est laissée en exercice

Proposition 7.3.3 Soit F' une application C*° d’une variété M dans une variété N. Il existe
alors une unique application notée [F*| et dite induite en cohomologie par F' — ou F* lorsqu’il n’y

a pas d’ambiguité — définie de H*(N) dans H*(M) par

[F*]([w]) = [F*(w)].
Nous avons alors

Théoréme 13 Si F et G sont deux applications C>° homotopes d’une variété M dans une variété
N, alors
[F7] = [G7].

Nous en déduisons immédiatement

Corollaire 7.3.4 Nous avons
(i) Une équivalence d’homotopie induit un isomorphisme entre les groupes de cohomologie.
(i) Deux variétés difféomorphes ont les mémes nombres de Betti.

(iii) Si N est un retract par déformation de M, M et N ont des cohomologies isomorphes.

DEMONSTRATION : La démonstration du théoréme est une conséquence immédiate de la formule
d’homotopie. [J

7.4 Calculs de cohomologie

7.4.1 La cohomologie du cercle

Soit S! le cercle unité de C.
Nous montrons

Théoréme 14 Nous avons

V(s = 1 (7.14)
bi(sh = 1 (7.15)
(7.16)

DEMONSTRATION : On écrit S = UUV, on U = S\ {u} et V' \ {u} sont deux ouverts contractiles
telle que UNV = AU B, ou A et B sont deux ouverts connexes disjoints.

Soit w une 1-forme sur S*. Il existe f définie sur U telle que df = w et g définie sur V telle
que dg = w. En particulier f — g est localement constante sur U N'V. Des lors f — g = a sur A et
f—g=0bsur B, ou a et b sont deux constantes réelles.

L’application w — a — b ne dépend pas du choix de f et g, elle ne dépend que de la classe de
cohomologie de w. Nous venons de construire une application J de H(S!) dans R. On vérifie que
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si J(w) = 0 alors on peut choisir les primitives f et g de fagon & ce qu’elles coincident sur U NV
et en particulier w est exacte.

L’application J est donc injective et puisque H!(S') est non trivial, J est un isomorphisme.
Nous venons de montrer que b'(S?) = 1. Par ailleurs S! étant connexe, b°(S1) = 0. O

Nous notons ¢ I'application définie de [0, 1] dans S par c(t) = €2'™*. Remarquons que

/Cdfzo.

En particulier 'application [¢] : H'(S') — R qui & [w] associe [, w est bien définie.

Proposition 7.4.1 L’application [c] est un isomorphisme

DEMONSTRATION : Nous savons que [c] est surjective car fc d# est non nulle. Elle est donc injective
car b'(SY) =1. O

7.4.2 La cohomologie des spheres

Théoréme 15 Nous avons

(s = 1 (7.17)
sty = 1 (7.18)
V(S = 0si0<k<n. (7.19)

On montre tout d’abord H*(S™) = 0si n > 1. On construit ensuite un isomorphisme entre H*(S™)
et HE=1(S"~1) si k > 2. Détaillons cette construction.

On considére deux points u et v de S™. On pose U = S™ \ {u} et V = 5"\ {u}. On remarque
alors que U UV = S™ et que U et V sont contractiles.

La proposition cruciale est la suivante

Proposition 7.4.2 Il existe une unique application J linéaire définie de H*(S™) dans H*=1(U N
V) caractérisée par
J([w]) =B —al.
~ Pour toute forme a € QF~1(U) telle tel que da = w sur U.
~ Pour toute forme B € QF~1(V) telle que dB = w sur V

DEMONSTRATION : Avec les notations de la proposition, on remarque que 8 — « est effectivement
fermée. Pour conclure la démonstration, il suffit de montrer que [8 — a] de dépend que de la classe
de cohomologie de w. C’est une vérification que nous laissons en exercice. La linéarité suit de
Punicité. O

Nous avons alors

Proposition 7.4.3 L’application J décrite par la proposition est une bijection si k > 1.

DEMONSTRATION : On utilise la fonction 1) qui vaut 1 au voisinage de u et 0 au voisinage de v.
On remarque que si ¢ est une forme définie sur U NV alors ¢ est définie sur U et (1 — )¢ est
définie sur V.

Montrons linjectivité de .J. Supposons 3 — a = dv. Alors 8 = 8 + d((1 — ¢)7) est définie sur
U et & =a—d(yy) est définie sur V. Par ailleurs dB = w sur U et d& = w sur V. Enfin par
construction B = & sur U NV. Nous obtenons une primitive de w en posant @ = /3’ sur Vetw=ada
sur U. Autrement dit si J[w] = 0, alors w est exacte et donc [w] = 0.
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Montrons la surjectivité de w. Soit v une k—1 forme fermée définie sur UNV. Posons w = dy A~y
qui est bien définie sur S™ car dy s’annule au voisinage de u et v. La forme w est fermée et on
vérifie alors que J[w] = [y]. O

Comme U NV est équivalent en homotopie & S"~! on en déduite que H"*(S™) est isomorphe
a H*=1(S"~1). Pour achever la démonstration du théoréme 15 par récurrence et se ramener & la
proposition 14 , il suffit de montrer

Proposition 7.4.4 Nous avons b*(S™) =0 sin > 1.

DEMONSTRATION : On raisonne de maniére analogue. Si w est une forme de degré 1. Elle possede
des primitives f et g sur U et V respectivement. Comme U NV est connexe, f — g de différentielle
nulle est une constante k. Une primitive de w est alors définie par ¢ = f+ k sur U et ¢ = g sur V.

O

7.4.3 Cohomologie de R? privé d’un nombre fini de points

La proposition suivante nous permet de compter le nombre d’éléments d’une sous-ensemble du
plan de maniere certes compliquée mais en étudiant seulement le complémentaire de cet ensemble.

Proposition 7.4.5 Nous avons

V'(R2\ {z1,...,7,}) = b (7.20)

DEMONSTRATION : On supposera pour simplifier que z; = (i,0). Nous pouvons écrire
M =R*\{zy,...,z,}) = UNV, (7.21)

ou U et V sont deux ouverts contractiles et ou

i=n
unv = |_| A;,
1=0

pour des ouverts A; connexes. Soit w une forme fermée sur M et f et g deux primitives de w sur
U et V respectivement. On remarque que f — g est localement constante et vaut une constante k;
sur A;. On montre ensuite que ’application

JZ[W]'—)(kl—k07...,kp—k0),

est bien définie de H'(M) dans RP. On remarque alors que J est injective. On montre que J est
surjective soit en utilisant des partitions de I'unité, soit en considérant la forme

Ww; = T;‘d&,

ou T, =x — x — x; est définie de M dans R? et en calculant J(w;). O



Chapitre 8

Orientation et variétés a bord

8.1 Formes volumes et orientation

Définition 8.1.1 [FORME VOLUME] Soit M une variété. Une forme volume sur M est une forme
de degré maximale qui ne s’annule jamais. Deux formes volumes o et B définissent la méme
orientation si a = f.08 ou f est une fonction strictement positive. La classe d’orientation d’une
forme volume est l’ensemble des formes volumes définissant la méme orientation.

REMARQUES :
1. La forme Vol, = dz; A ... Adx,, est une forme volume sur R".

2. Si « et 8 sont deux formes volumes sur une variété connexe, alors soit o a la méme orientation
que (3, soit a & la méme orientation que —f.

3. Définir la méme orientation est une relation d’équivalence sur les formes volumes.

Définition 8.1.2 [ORIENTATION]| Une variété est orientable si elle posséde une forme volume. Le
choix d’une classe d’orientation définit une orientation sur M. L’orientation définie par une forme
volume est celle donnée par sa classe d’orientation. L’orientation opposée de celle définie par w
est lorientation définie par —w.

REMARQUES :
1. Une variété connexe orientable a exactement deux orientations.

2. L’orientation canonique de R™ est celle donnée par Vol,,.

Définition 8.1.3 [ORIENTATION ET DIFFEOMORPHISME] Soit M et N sont deux variétés orientées
par les formes volumes wy et wy. Un difféomorphisme ¢ de M sur N préserve l'orientation si
¢*wn définit la méme orientation que wyy, il renverse 'orientation si ¢*wy définit I’orientation
opposée a4 wyy -

REMARQUES :

1. Si ¢ est un difféomorphisme d’une variété M connexe alors soit ¢ conserve l’orientation, soit
¢ renverse 'orientation et ceci quelle que soit l'orientation de M.

2. Rappelons que si ¢ est un difféomorphisme de R", son jacobien est défini par

Alors ¢ conserve 'orientation si son jacobien est positif, il renverse ’orientation si son jacobien
est négatif.

39
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La proposition suivante nous donne un critere d’orientabilité

Proposition 8.1.4 Une variété M est orientable si et seulement si il existe un atlas {(U;, X;) }ier
dont les changements de cartes Xj o X; ' conservent l'orientation.

L’orientation associée a un tel atlas est alors celle pour laquelle les coordonnées conservent
lorientation.

8.2 Variétés a bord

8.2.1 Le demi-espace

Définition 8.2.1 [DEMI-ESPACE]
(i) Le demi-espace est
H" := {(x1,...,2,) € R" | 21 < 0}.

(ii) Le bord du demi espace est
OH" := {(z1,...,2,) € R" | 21 =0}
(iii) Si U est un ouvert de H", le bord de U est
oU :=U N oH".

(iv) L’intérieur d’un ouvert U est ouvert de R™ défini par (U) := U \ 0U.

(v) Une fonction — ou une application — continue f définie sur un ouvert U de H" est de classe

C™ si elle est la restriction d’une fonction — ou d’une application — C™ définie sur un ouvert
de R™.

(vi) Un homéomorphisme de U sur V est un difféomorphisme sl est C°° ainsi que son inverse.
Signalons les propriétés intéressantes suivanyes

Proposition 8.2.2 (i) Si ¢ est un difféomorphisme alors $(0U) = 0(¢p(U).

(i) L’application F est C™, si elle est C*° sur int(U) et si ses dérivées partielles s’étendent
continument a U.

8.2.2 Variétés a bord

Nous pouvons maintenant mot pour mot étendre la définition des variétés aux variétés a bord
a en parlant de cartes a bord qui sont des cartes a valeurs dans le demi espace. Il nous reste a
introduire une définition

Définition 8.2.3

Le bord OM d’une variété a bord est l'ensemble de points m de M qui posséde une carte (U, X)
telle que X (m) appartienne au bord de X (U).

REMARQUES :

1. Si m est un point du bord, d’aprés la proposition 8.2.2, pour toute carte (V,Y), Y (m)
appartient au bord de V(Y).

2. Si f est une fonction d'une variété M a valeurs dans R et si y est un nombre tel que f est
une submersion le long de f~1(y) alors f~![y, +oo[ est une variété & bord dont le bord est

)
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3. On peut montrer — c’est le théoreme du collier — que toute variété a bord est obtenu par la
procédure précédente.

On définit alors comme pour les variétés les fonctions, applications, formes différentielles et
champ de vecteurs C*° sur les variétés a bord. Nous identifierons enfin 1’espace tangent au bord
de M en un sous-espace vectoriel de I'espace tangent & M en m. Cet hyperplan vectoriel T,,0M
sépare ’espace vectoriel T,, M en deux composantes que nous pouvons distinguer

Définition 8.2.4 Soit m un point du bord de M et X un vecteur tangent en m.

(i) Le vecteur X est normal si X n’est pas tangent ¢ OM, c’est-a-dire s’il n’appartient pas

TmOM.
(#i) Le vecteur X est normal extérieur si il est normal et s’il existe une courbe ¢ : [0,1] — M telle
que ¢(1) = X.

On montre alors en utilisant des partitions de I'unité

Proposition 8.2.5 Toute variété a bord admet un champ de vecteur normal extérieur le long de
son bord.

8.2.3 Orientation du bord d’une variété a bord

Définition 8.2.6 Soit M une variété a bord, orientée par une forme volume §2. L’orientation
canonique du bord OM est celle définie par txw ot X est un champ de vecteur normal extérieur.

On vérifie alors que l'orientation du bord de H™ donnée par cette convention est celle donnée
par dxo A ... Adx,.



Chapitre 9

Intégration des formes
différentielles

9.1 Intégration sur R"

Nous noterons A la mesure de Lebesgue sur R™. Nous introduisons alors la définition suivante

Définition 9.1.1 Soit w = fVol,, une forme de degré mazimale a support compacte sur R™.
Lintégrale de la forme w sur R™ est le nombre réel défini par

/ W= fdA.
n Rn

L’intérét de cette définition est que la formule de changement de variables s’écrit tres simplement

Proposition 9.1.2 [CHANGEMENT DE VARIABLES] Soit ¢ un difféomorphisme préservant l’orien-
tation de U sur un ouvert ¢p(U). Soit w une forme de degré mazimal définie sur U et a support

compact. Alors
/¢*w:/ w.
U »(U)

DEMONSTRATION : Ceci suite de la formule de changement de variables pour les fonctions :

/(fo¢)\J(¢)|dA :/ fdA.
U B(U)
O

9.2 Intégration sur une variété

Soit M une variété orientée — éventuellement & bord — de dimension n. Soit Q7 (M) I’espace
vectoriel des formes différentielles de degré n a support compact.

Théoréme 16 I existe une unique forme linéaire de Q% (M) a valeurs réelles

w—>/w,
M

telle que si (U, X) est une carte préservant l’orientation et si w est a support compact dans U alors

/Mw N /X(U)(Xl)*w'

42
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Ceci nous conduit a la définition suivante
Définition 9.2.1 Le nombre fM w est lintégrale de w sur M.

DEMONSTRATION : Le premier point & démontrer est 'unicité. Soit donc {(V;,Y;)}ier un atlas
préservant 'orientation et soit ¢; une partition de I'unité subordonnée a V;. Soit w € Q7 (M) ; nous

pouvons donc écrire
w = E ¢’iw,
i

ol les ¢;.w sont des formes & support dans V;. Soit w — || o w vérifiant les propriétés du théoreme.

Nous avons donc
w P;w
L =2,

iel

> (V) biw. (9.1)

ier Y Yi(Vi)

Or Péquation (9.1) définit de maniere univoque [, w. Ceci démontre bien I'unicité.
Pour démontrer ’existence, nous allons utiliser ’équation (9.1) pour définir l'intégrale. Soit
donc A = {(V;,Y;, ¢:) }icr comme dans le début de la démonstration et posons

/Aw -3 /Y o (9.2)

M i€l

Pour conclure, il nous suffit donc de montrer que si (U, X) est une carte et w & support dans U

alors
A
/ (X YHYw = / w. (9.3)
X(U) M

Comme (Y;!)*¢;w est & support dans Y;(UNV;), on a par la formule de changement de variables

/ (Vi) i =/ (V) e = / (XY . (0.4)
Yi (Vi) Y (VinU) X(V;nU)

Ainsi,

/AW Z/X (X7 ¢

M ier /X (VinU)

Z/ (XD piw

ic1 Y XU)

/ (X H*w. (9.5)
X(U)

La démonstration du théoréme est finie. O

9.3 La formule de Stokes

Notre but est d’énoncer la formule de Stokes et de donner quelques applications dans la section
suivante.

Théoréme 17 [FORMULE DE STOKES| Soit w une forme a support compact sur la variété M.

Alors
/dw:/ w. (9.6)
M oM
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REMARQUES :

1. Cette formule est une généralisation de la formule

b
/ df = £(b) - f(a),

qui est la formule de Stokes en degré 1.

2. Formellement en considérant || W comme un appariement entre M et w, la différentielle
extérieure apparait comme la duale de 'opération ”prendre le bord”.

3. Si le bord de M est vide, la formule de Stokes se lit

/ dw =0,
M

DEMONSTRATION : En utilisant une partition de I'unité et la linéarité de 'intégrale, nous pouvons
supposer que w est a support dans un ouvert de carte. En utilisant les coordonnées et la formule de
changement de variables, nous sommes ramenés a démontrer la formule de Stokes pour une forme
a support compact dans le demi espace.
Nous noterons .
dz; :L%dml/\.../\dxn.

Ainsi,
dIi AN a;z = VOln,
dojAde, = 0sii#j.

Par convention, le bord du demi-espace est orienté par 2121 =dxy A ... Adx,.
Soit donc w une (n — 1)-forme différentielle & support compact dans H". Nous avons

i=n
i=1

Intégrons tout d’abord w sur le bord du demi-espace. Les formes (ﬁi s’annulant sur I’espace tangent
au demi-espace pour ¢ strictement plus grand que 1, nous en déduisons que

/ w = flcﬁl = fldiL’Q N... dxn. (97)
OH™ OH" OH™

Par ailleurs

dw = il dfl AN (/1;'7,

8 i A\ da:Z

(Z g;]: ) (9.8)

Nous nous intéressons au terme de droite de I’équation ci-dessus. En utilisant le théoréme de Fubini
et en intégrant sur les droites paralleles aux axes, nous avons donc pour ¢ > 1

ofi

o 0 / / / ( giz )55:2:0. (9.9)
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La derniere égalité vient de ce que f; est a support compact. Pour ¢ = 1 nous obtenons, toujours
en utilisant que f est a support compact, la formule suivante

/Hn gﬁdzl // /(/0 afld“) dai = [ hder. (9.10)

En combinant les équations (9.7), (9.8) (9.9) et (9.10), nous obtenons la formule de Stokes. O

9.4 Applications de la formule de Stokes
Nous allons trois donner trois applications différentes de la formule de Stokes, tout d’abord la

formule de Green-Ostrogradski, puis le théoreme du point fixe de Brouwer et enfin nous calculerons
la cohomologie en degré maximal.

9.4.1 Divergence et formule de Green-Ostrogradski

Nous noterons {, ) le produit scalaire de R™. Soit £ = 27 1 "e 2 5, Ul champ de vecteurs sur R”.
Par définition, la divergence du champ de vecteur & est la fonction

div(¢ Z gil

Le lien entre la divergence et la différentielle extérieure est donnée par la formule

d(ee Vol,,) = div(&) Vol,,

dont nous laissons la démonstration au lecteur.
Si © est un ouvert borné de R™ qui est une variété a bord, la mesure d’aire est la mesure donnée
par la forme volume
Aireao = iN VOL,“

ou N est le champ de vecteur normé orthogonal a ’espace tangent au bord de O et dirigé vers
Iextérieur de O.
La formule d’Ostrograski est une nouvelle formulation de la formule de Stokes

Théoréme 18 [FORMULE DE GREEN-OSTROGRADSKI| Soit £ un champ de vecteurs défini sur un
ouvert a bord O, alors

/Odiv(g)Voln:/ (&, N) Airego .

20

DEMONSTRATION : Cette formule suit de la formule de Stokes et de I’observation suivante : en tant
que formes restreintes & O nous avons

ig VOln = <€, N> Aireao .

Cette formule est en fait équivalente a la formule de Stokes pour les ouverts a bord de R™. O

9.4.2 Le théoreme du point fixe de Brouwer

Soit By, :={u € R™ | ||u|]| < 1} la boule de R™.

Théoréme 19 [BROUWER] Toute application continue de la boule dans elle méme posséde un
point fixe. Autrement dit pour toute application F continue de B, dans elle -méme, il existe x tel
que F(x) = x

La démonstration se fait en trois étapes.
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Rétraction

Nous dirons qu’une application G de B,, dans S"~! = 9B,, est une rétraction si G|g._. est
I’identité. Nous montrons

Théoréme 20 Il n'existe pas de rétraction C*> de B,, dans S™~!.

DEMONSTRATION : Soit F' une telle restriction. Soit w une forme volume sur S?~1. Alors

/ w # 0. (9.11)
S’nfl

/ wz/ F*w:/ d(F*w).
Sn—1 Sn—1 B,

Mais d(F*w) = F*(dw) = 0 car w est de degré maximal sur S"~! donc fermée. Nous obtenons la
contradiction en comparant avec I’équation (9.11). Il n’existe donc pas de rétraction de B, sur son
bord. [

Par ailleurs

Le cas lisse du théoréme de Brouwer
Nous montrons

Théoréme 21 Toute application C*> de la boule dans elle-méme posséde un point fize.

DEMONSTRATION : Nous raisonnons par ’absurde et soit G est une application sans point fixe de
la boule dans elle-méme, nous construisons une rétraction F' de B,, dans son bord, en posant

F(z) =y,
ol y est le l'intersection — du c6té de x — de la droite passant par z et G(z) avec le bord de S™~1.
Ceci nous fournit une contradiction.

Approximation et conclusion

Pour conclure, il nous suffit de montrer que s’il existe une application continue G sans point
fixe, alors il existe une application C'°° sans point fixe F' de la bourle dans elle méme. Soit donc G
un application continue sans point fixe de la boule dans elle-méme. Il existe donc un réel € > 0 tel
que pour tout x de B, on a

lz — G(2)|| > 4e.

Soit donc A =1 —¢. Alors G : ¢ — AG(z) vérifie
[ = Gr(@)]| = [l = G(2)]| = €| G(x)]| > 3e.

On sait — par exemple en utilisant une convolution — qu’il existe une application F' de classe C'*°
et e-proche de G, c’est-a-dire que pour tout z de B,

[1F(x) = Gx(2)]| < e
Alors F' envoie la boule dans elle-méme :
[F@)] < lGx(@)] +e<A+e=1.
De plus, F' n’a pas de point fixe
1F(z) — x| > |[G(z) — 2l = [l — F(z)]| > 2¢ —e = e

Nous pouvons donc déduire le théoréeme du résultat du paragraphe précédent. [J
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9.4.3 Cohomologie en degré maximal
Nous allons montrer le résultat suivant.
Théoréme 22 Soit M une variété connexe orientée. Soit w un forme a support compact de degré

mazximal défini sur M. Alors, il existe une forme a a support compact définie sur M telle que
da = w si et seulement si
/ w=0.
M

Corollaire 9.4.1 Si M est une variété compacte, connexe et orientable de dimension n alors
b"(M) = 1. En particulier, une variété compacte orientable n’est jamais contractile.

Nous en déduisons le corollaire suivant

La démonstration se fait en plusieurs étapes

Le cas des spheres

Nous avons vu que b"(S™) = 1. L’application w — f gn w est une application bien définie de
H™(S™) dans R. S™ admettant une forme volume — qui est donc d’intégrale non nulle — cette
application est une bijection. Le résultat suit.

Le cas de R”

On considere le difféomorphisme I de R™ avec S™ \ {infty}. Nous remarquons que w est &
support compact dans R"™ si et seulement si il existe une forme différentielle @ nulle au voisinage
de oo telle que w = I'*@.

Soit donc w et support compact sur R” et d’intégrale nulle. Il existe alors @ nulle au voisinage
de oo telle que w = I[*@w. En particulier

[a=[ w0

Nous déduisons du paragrphe précédent que w = dB. A priori, 8 n’est pas nulle au voisinage de
0o. Par contre d3 = 0 au voisinage de Uinfini. Il existe donc  définie au voisinage de oo telle que
dv = B. En choisissant ¢ constante égale a 1 au voisinage de co de support inclus dans le domaine
de définition de ~y, on pose

o= - d(h).

Alors a = 0 au voisinage de co et
da=dp =w.

En particulier, I*« est & support compact et d(I*a) = w.

Le cas général

Soit w a support compact. Nous laissons en exercice le soin au lecteur de démontrer le résultat
suivant.

11 existe une famille finie d’ouverts {U;}icq1,... .k} difféoméorphes a R™, telle que U; N U1 # U
et K C Ui U;.

Nous allons montrer par récurrence sur p qu’il existe une forme a support compact j3,, tel que
dans w — df, est a support compact dans V,, = U, U ... UUj.

Supposons que cela soit vrai au rang p, posons alors w,_; = w — dfp,. Nous pouvons écrire en
utilisant une partition de 'unité

Wp—1 = Yp + Qp,
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ol 7y, est a support compact dans U, et a,, est a support compact dans V. Quelque soit I'ouvert
non vide O, il existe une forme a support compact dans O et d’intégrale 1. En particulier, il existe
une forme 7, a support dans U, NV}, telle que

fm=
U, U,

D’apres le paragraphe précédent et puisque U, est difféomorphe & R", il existe x,, a support compact
dans U, telle que
Yp = Mp + dXp-
En particulier
w=ap+np+d(Bp—1+ Xp)s
Wp Bp

ou [, est a support compact et w, est & supportc compact dans Vj,. Nous avons terminé notre
démonstration par récurrence. En particulier , il existe 8 a support compact telle que @ = w — dg
est a support compact dans Uy. Maintenant

/Uk(a):o.

D’apres le paragraphe précédent, il existe o a support dans Uy, telle que
w = da.

Ceci entralne le théoreme.



Chapitre 10

Champ de vecteurs

Notons x*°(M) Despace vectoriel des champs de vecteurs C* sur la variété M. Sur R™, un
champ de vecteur décrit géométriquement une équation différentielle indépendante du temps. Le
théoreme d’existence et d’unicité des solutions d’équations différentielles ordinaires se traduit en
termes du flot du champ de vecteur associé.

10.1 Flot d’un champ de vecteurs

10.1.1 Flot d’un champ de vecteurs sur R"

Un champ de vecteurs défini sur un ouvert U de R™ est la donnée d’un famille X de fonctions
définie sur U.
X =(Xy,...,Xn).

L’équation différentielle associée est alors

%Il = Xl(IL'l,...,SCn),
4 _
EZ‘” = Xn(fl,...,xn).

Une solution de cette équation — ou orbite du champ de vecteur — est donc une courbe ¢ =
(21, ...,cn) telle que ¢ = X(c).

¢ (z,t) = ¢(x,1) = de(z),
La notion de flot est utile pour décrire les solutions.

Définition 10.1.1 [FroT] Un flot du champ de vecteurs X défini sur un ouvert U, est une ap-
plication C* ¢ : (x,t) = ¢(x,t) = ¢(x), définie sur un ouvert O de U x R, vérifiant pour tout x,
({z} x R)NU est un intervalle contenant 0 telle que

— pour tout x, ¢p(x) = x,

— pour tout x, %qﬁt(x)h:s = X(¢s(x)).

Les notions suivantes précisent le domaine de définition du flot.

Définition 10.1.2 [FLOT MAXIMAL, COMPLET] Le flot ¢ est maximal si pour tout flot ¢’ est un
flot défini sur O', alors O' C O et ¢/ = ¢|,.
Le flot est complet st O =U xR

Les théorémes fondamentaux d’existence et d’unicité des solutions d’une équation différentielle
et de leur dépendance C'*° par rapport aux conditions initiales se réécrivent alors ainsi

49
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Théoréme 23 Tout champ de vecteur admet un unique flot maximal.
De plus, si X est a support compact dans U, alors le flot de X est complet.

L’unicité entraine que, pourvu que les termes de ’équation soient définis, nous avons

Gt+s (.%') = ¢t(¢5) (x)

En particulier si le flot est complet, pour tout ¢, application ¢; est un difféomorphisme. Ainsi,
I’application ¢t — ¢; est un morphisme de groupe de R dans le groupe de difféomorphisme de R.

10.1.2 Flot d’un champ de vecteurs sur une variété

Les notions d’orbites et de flot d’'un champ de vecteur se généralisent aux variétés. Soit donc
X un champ de vecteur défini sur une variété M.

Définition 10.1.3 Une orbite du champ de vecteur est une courbe c telle que ¢ = X(c).

Un flot du champ de vecteurs X, est une application C* ¢ : (x,t) — ¢(x,t) = ¢(x), définie
sur un ouvert O de M x R contenant M x {0} telle que

— pour tout x, ¢p(x) = x,

~ pour tout z, Go(x)],_, = X(6u(x).
Le flot est maximal si pour tout flot ¢' défini sur O', alors O' C O et ¢ = ¢|,.

Le flot est complet si O =U x R

La démonstration du théoreme 24 étant locale, elle se généralise immédiatement au cas des variétés.

Théoréme 24 Tout champ de vecteur admet un unique flot maximal.
De plus, si le champ de vecteur est a support compact, alors son flot X est complet.

10.1.3 Flot d’un champ de vecteur dépendant du temps

Un champ de vecteurs dépendant du temps est une famille {X;};cg de champs de vecteurs X;

pour ¢ variant dans R. Cette famille est C*°, si dans une carte (U, (z1,...,z,) on peut écrire
i=n a
Xi(m) = i(m,t)=—
t( ) ; fz( ) )8951 ’

ou les fonctions f; définies sur U x R sont C'*°.

Un tel champ est a support compact s’il est nul en dehors de K x R ou K est un compact de
M

Définition 10.1.4 Le flot d’un champ de vecteur dépendant du temps est une application de O
dans M ou O est un ouvert de M X R x R contenant M x {(s,s) | s € R}

(m,t,5) = 7 (m),

telle que
— pour tout x, ¢(x) = x
- pour tout x, %(ﬁi‘(l‘ﬂt:s = X(¢3(v))-

On définit de la méme maniére les flots maximaux et complets (tels que O = M x R).
Le théoreme d’existence et d’unicité du flot est également vrai dans ce contexte.

Théoréme 25 Tout champ de vecteur admet un unique flot maximal.
De plus, si le champ de vecteur est a support compact, alors son flot X est complet.
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Le démonstration , laissée en exercice, consiste a regarder le champ de vecteurs dépendant du
temps X; comme un champ de vecteurs sur M x R. Puis a contruire le flot ¢ de ce champ de
vecteurs sur M x R, et & remarquer que ¢¢(m,s) = (K¢(m,s), s + t). L’application

(m,t,s) = Ki_s(m,s),
est alors le flot de X;.

REMARQUES :

1. Par unicité, le flot d’un champ de vecteurs dépendant du temps vérifie
by 0 Py = by

2. En particulier, si le flot est complet alors pour tout s et ¢, ¢§ est un difféomorphisme de M,
d’inverse ¢L.

10.2 Crochet de Lie de deux champs de vecteurs

10.2.1 Dérivations

Nous avons vu que un vecteur tangent peut-étre défini comme un dérivation en un point. De
maniere analogue, une champ de vecteur peut-étre défini comme une dérivation.

Définition 10.2.1 Une dérivation sur une variété M est un endomorphisme linéaire 0 de C*° (M)
(i) 0f =0 s’annule au voisinage d’un point m, si f s’annule au voisinage de m,
(1) O(fg) = fOg + gof.

Nous avons alors

Proposition 10.2.2 Un champ de vecteur X en mq définit une dérivation Ox par dx = f —
df(X). Réciproquement toute dérivation provient d’un champ de vecteurs.

De nombreuses notations — dépendantes du contexte — sont utiliées pour noter la fonction d f(X)
pour un champ de vecteur X et une fonction f : Lx f, X.f ou Ox f.

10.2.2 Crochet de Lie

Nous déduisons de la caractérisation des champs de vecteurs comme des dérivation, I'importante
définition suivante qui suit du fait élémentaire que si 9; et > sont des dérivations alors

[01,02] : f — 01(02(f)) — 0200 (f)),

est également une dérivation.

Définition 10.2.3 Le crochet de Lie des deux champs de vecteurs X etY, est le champ de vecteur
[X,Y] défini par
Lixy) = [Lx,Ly].

De la définition, nous déduisons aisément les propriétés formelles suivantes

Proposition 10.2.4 Nous avons

[FX, Y] = F[X,Y]-Ly(f).X,
[va] = 7[YaX]7
0 = [X,Y],Z]+[lY,2], X]+[[Z, X],Y].
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De la premiere formule, nous déduisons ’expression du crochet de Lie en coordonnées. Si X =
9 _ o)
> fiTm et X = ZigiaTiv alors

_ 9gi Ofi\ 0
[X7 Y] n Z (fj Gscj g] 8:1:]) 8:172 '

]

Les deux dernieres donnent a l’espace vectoriel des champs de vecteurs une structure d’algebre de
Lie.
10.2.3 Champ de vecteur et difféomorphismes

Nous verrons plus tard que si deux champ de vecteurs X et Y ont pour flot {¢; }ier et {¥s }ser,
alors [X,Y] = 0 si et seulement si ¢5 et ¢; commutent pour tout t.

Définition 10.2.5 Soit X un champ de vecteur sur M et ¢ un difféomorphisme de M sur N. Le
transporté de X par ¢ est le champ de vecteur défini sur N par

¥« (X)(n) = Ty-1(myy(X (™1 ().

On note aussi

REMARQUES : On vérifient aisément les propriétés suivantes

L (¢ 01)«(X) = ¢u(Pu(X)).
2. si ¢ est une orbite de X alors ¢ o ¢ est une orbite de 9. (X)
3. Si {¢}ier est le flot de X, le flot de 1.(X) est {1 0 ¢; 0 P~ }ier.

Le crochet des champs de vecteurs s’interpretent a ’aide du transport.
Proposition 10.2.6 Soit X un champ de vecteur de flot {¢i}ier, alors
Loym| =)
ds s=0
De plus, si {t:}ier est le flot de 'Y, alors [X,Y] = 0 si et seulement si ¢s et Py commutent pour

tout s ett

DEMONSTRATION : Soit Z = %((bs)*(Y)L:O. Soit f une fonction, calculons Lz f.
Par définition
> (10.1)
s=0

S_g) (10.2)

d

Lafm) = (@0

_ dfm(i(Tm(m)(Z’—s(Y@s(m)))

= é(dfm (To.m)@—s(Y(85(m))))) . (10.3)
- %%mﬂfo¢—s><Y<¢s<m>>> » (10.4)

On considere la fonction gs(m) = d,, (f 0 ¢—5)(Y(m)). Nous venons de montrer que

Lzf(m) (¢s(m))

= 7.0s
ds =0
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Or
0
Gooxm)| = Lxaim),
Seoalonm)| = (m) L Y (G1fm).

Nous en déduisons donc que
Lz(f) =Lxgo— d(Lxf)(Y) = (LxLy — LyLx)f = [X,Y]f

Nous venons de démontrer la premiere partie de la proposition.

Supposons maintenant que ¢s et ¢; commutent pour tout s et t. Comme le flot de (¢5)*(Y)
est {¢s 0 1t 0 p_g}trer = {¥t }rer, nous en déduisons que (¢5)*(Y) =Y. Donc d’apres la premiere
partie de la proposition [X,Y] = 0.

Supposons maintenant que [X,Y] = 0. Alors comme ¢4 5 = ¢ © s,

PN Y (PN
FHE0| = gem| =0

s= s=0

Nous en déduisons que pour tout ¢, les deux champs de vecteurs ¢;(Y) et Y sont égaux, leurs flots
coincident donc. Autrement dit

{¢s oo ¢—s}teR = {Z/Jt}teR

Ainsi ¢, et ¢y commutent pour tout s et t. [

10.3 Calcul de Lie-Cartan

Nous avons vu agir les champ de vecteurs sur les fonctions par la formule

)

d
Lxf= difo(bs
§ s=0

lorsque ¢4 est le flot de X. Nous généralisons cette action aux formes par la définition.

Définition 10.3.1 [DERIVEE DE LIE D’UNE FORME| Soit X un champ de vecteur de flot {¢:}ier
et w une forme différentielle, alors la dérivée de Lie de w par rapport au champ de vecteur X est
la forme différentielle

d
Lyw= £¢:(w)

s=0

10.3.1 La formule de Lie-Cartan

La formule suivante est fondamentale, elle généralise le lemme 7.2.1

Lemme 10.3.2 [FORMULE DE LIE-CARTAN] Soit w une forme différentielle et X un champ de
vecteur. Alors
Lxw=dixw+ txdw.

DEMONSTRATION : Lorsque la variété M est de la forme M = N x R, et X = 9;, la formule de
Lie-Cartan est exactement la formule du lemme 7.2.1.

Supposons maintenant que X est un champ de vecteur quelconque sur une variété M de flot
{®+}ter. Considérons 'application ¢ de M xR dans M donnée par ¢ (¢, x) = ¢.(x). Cette application
est une submersion.
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Nous remarquons que T, 1y¢(9;) = X (¢¢(m)). Nous en déduisons que, si w une forme différentielle,
a lors

P (Lxw) = 1y, d* (w).

Notons enfin js(m) = (m, s). Alors, comme ¢s = ¢ o j,, nous en déduisons en appliquant la formule
de Lie Cartan en appliquant le lemme 7.2.1 appliqué a ¢*(w). O

EXERCICE : Nous proposons en exercice une approche plus conceptuelle de la formule de Lie-Cartan
qui n’utilise pas le cas particulier du cylindre M x [0,1]. La démonstration se fait par récurrence
sur le degré de la forme «

1. Montrez la formule pour k = 0.

2. Supposez vraie la formule pour toute les formes de degré k, montrez la formule de Lie-Cartan
pour les formes de degré k + 1 qui s’écrivent fda avec f une fonction et a de degré k. On
utilisera la propriété fondamentale de la différentielle extérieure : d(fda) = df A da.

3. Conclure.

10.3.2 Un formulaire
La proposition suivante suit des définitions.
Proposition 10.3.3 Nous avons

Lx(anB) = (Lxa)AB+anLxp, (10.5)
Lixy)B = Lx(LyB)— Ly(Lxp). (10.6)

St w est une forme de degré 1

dw(X,Y) = (Lxw)(Y)- (Lyw)(X)—-w[X,Y]. (10.7)
Si {¢pi}ier est une famille C™ & un paramétre de difféomorphismes et si X(m) = %¢t(m)’t:07
alors pour toute forme différentielle w

d
—qbfw = LXw.
dt t=0

Ces propriétés sont laissées en exercice. Pour la derniére, on la démontrera d’abord pour les fonc-
tions puis on utilisera le produit extérieur pour la généraliser.

10.4 Applications : construction de difféomorphismes

Dans les deux applications qui suivent, nous allons utiliser les champs de vecteurs pour construire
des difféomorphismes.

10.4.1 Transitivité du groupe des difféomorphismes
Nous allons démontrer le théoréme suivant

Théoréme 26 Soit M une variété connexe et x ety deux points de M, il existe alors un difféomorphisme
¢ tel que ¢(x) = y.

DEMONSTRATION : Supposons tout d’abord que x et y sont dans le domaine d’un carte (U, ¢) telle
que ¢(U) est une boule, soit g = ¢(x) et yo = ¢(y). Nous pouvons alors construire un champ de

vecteur X sur ¢(U) défini par
X(2) = x(2)-(y0 — o),
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ol x est une fonction & support dans ¢(U) qui vaut 1 au voisinage du segment [z, yo]. La courbe
c:t— tyo+ (1 —t)xo alors une orbite de ce champ de vecteur. En particulier si {@t}teR est le flot
de X, alors 91 (z¢) = yo.

Comme X est & support compact dans #(U), il existe une champ de vecteur X, de flot {z/?t}teR
a support dans U tel que ¢, (X) = X. En particulier, ¢; (z) = y. Le difféomorphisme ¢; envoie
donc x sur y.

Fixons z un point de M et soit O, ’ensemble des points y de M tel qu’il existe un difféomorphisme
envoyant x sur y.

Le paragraphe précédent entraine que O, est ouvert. En effet, si y € O, et ¢g(x) = y il existe
un voisinage U de y, tel que pour tout z de U, il existe un difféomorphisme ¢ tel que ¢(y) = z,
des lors ¢ o ¢p(x) = 2. Ainsi U C O, et O, est ouvert.

De méme, O, est fermé. Soit y un point de I’adhérence de O, et U le voisinage de y tel que
pour tout z de U, il existe un difféomorphisme ¢ tel que ¢(y) = z. Soit alors z € O, NU. 1l existe
donc ¢ tel que ¢o(z) = 2. En particulier, =1 o ¢p(z) = y. Ainsi y € O, et O, est fermé. Par
connexité, il existe O, = M. O

On peut montrer de la méme manieére que pour tout n si (x1,...,2,) et (y1,...,y,) sont deux
n-uplets de points distincts de M, il existe un difféomorphisme ¢ tel que pour tout %, ¢(x;) = y;.

10.4.2 Le lemme de Moser

Le lemme de Moser montre que le groupe des difféomorphismes est transitif sur les formes
volumes de méme volume.

Lemme 10.4.1 Soit M une variété connexe, compacte orientée. Soit oy et oy deux formes volumes

telles que
/ 0[0:/ aq.
M M

Alors, il existe un difféomorphisme ¢ tel que

¢ (o) = .

DEMONSTRATION : Nous déduisons des hypotheses que la forme ag — 1 est exacte. Soit donc w
telle que dw = ap — a. Considérons par ailleurs la forme «; = ta; + (1 — t)ap. Soit Xy le champ
de vecteurs dépendant du temps et défini par w = ¢ x, ;. Par la formule de Lie-Cartan

Lx, 00 =y — 0.
Soit {¢7}s,ter le flot de X;. Nous savons que
¢ ° ¢ = &},
rappelons également que

= Xs (m)a
t=s

d S
S(@nm)

nous obtenons donc

d d
GO | = ) O | (10.8)
= (¢ (Lx,ws + a1 — ag) (10.9)

0. (10.10)

Nous en déduisons que (¢¥)*a; est indépendant du temps et en particulier

(6) on = ag.
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