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Chapter 1

Sous-variétés

1.1 Difféomorphismes, immersions et submersions

Soit f une application de classe C' d’un espace affine dans un autre. On notera par D, f sa
différentielle au point x.

1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1. Soit U et V deux ouverts d’espaces affines E et F de dimension finie et f une
application de classe C" définie de U a valeurs dans V, pour v > 1.

(i) L'application f est un C'-difféomorphisme de U sur V, si f est une bijection de classe C"
ainsi que sa réciproque.

(i) L'application f : U — F de classe C" est une immersion en x € U si sa différentielle en x est
injective (i.e. si sa matrice jacobienne est de rang n).

(iii) L’application f est une submersion en x de U si sa différentielle en x est surjective (i.e. si sa
matrice jacobienne est de rang p). f est une submersion au dessus de y € F si f est une
submersion en tout point de f~1(y).

II faut penser a un diffomorphisme d’un ouvert d’un espace affine a valeurs dans IR”
comme le choix de nouvelles coordonnées sur I'espace affine.
Nous utiliserons donc la définition suivante.

Définition 1.1.2. Soit m un point d’un espace affine &. Une carte au voisinage de m est un couple
(U, X) ol est un ouvert de & contenant m et X = (x1, ... x,) est un difféomorphisme de U sur un
ouvert X(U) de R". les fonctions (x1, ..., xy,) sont les coordonnées de la carte.

Si un C!-difféomorphisme f est de classe C’, alors f~! est de classe C". On rappelle enfin
le théoreme d’inversion locale

1.1.2 Les théorémes

Théoréme 1. [INVERSION LOCALE] Soit U et V deux ouverts d’espaces affines E et F de dimension
finie et f une application de classe C" définie de U a valeurs dans V. Soit m un point de U telle que
D, f est inversible. Alors f est un difféomorphisme au voisinage de m.

4



CHAPTER 1. SOUS-VARIETES 5

Le théoréme d’inversion locale permet d’affiner notre compréhension des immersions
et des submersions.

Théoréme 2. [DEs IMMERSIONS ET DES SUBMERSIONS] Soit f une application C" d’un ouvert U
d’un espace affine & de dimension p a valeurs dans un espace affine ¥ de dimension n. Alors

(i) On suppose que f est une immersion en m. Alors, il existe un voisinage U de m, une carte
(V, ¢) au voisinage de f(m), tel que f(U) C V, tels que ¢ o f définie de de U dans R" est une
application affine injective.

(ii) On suppose que f est une submersion en m. Alors, il existe une carte (U, ¢) au voisinage x,
tels que f o ¢! est une application affine surjective de p(U) dans F.

Autrement dit, en choisissant de nouvelles coordonnées, une immersion devient une
application linéaire injective et une submersion une application linéaire surjective.

DimonstraTION @ Traitons tout d’abord le premier cas. Nous choisissons des coordon-

nées linéaires sur E et F de facon a ce que m = 0, f(m) = 0 et Dy, f(uy, uz,...up) =
(u1,...,up,0,...,0). Notons f = (f1,..., fu). Nous considérons alors I’application F définie
de R" dans R" par

Fxy, oo xn) = (A, %), fo(n, oo %), forn (X1, oo, Xp) + Xpi1, ooy fu(X1, ., Xp) + X5).

Par construction, la différentielle de F en m est I'identité. Par le théoréme d’inversion locale,
F est donc un difféomorphisme d’'un voisinage U de x sur un voisinage V de f(im). Posons
¢ =F1alorspo f(xy,...,xp) = (x1,...,%,,0...,0) est une application affine injective.
Traitons de maniére analogue le deuxiéme cas. Nous avons ici p > n. Choisissons des
coordonnées sur E et F de fagon a ce que x = 0, f(x) = 0 et Dy f(u1,ua, ... up) = (U1, ..., uy).
Notons f = (f1, ..., f»)- Nous considérons alors l'application ¢ définie de IR” dans R?, par

O(x1, ..., xp) = (filxr, oo, Xp), ooy fp(X1, oo Xp), Xpids oo+, Xn).

Par construction D,,¢ est I'identité. D’apres le théoreme d’inversion locale ¢ est un difféo-

morphisme local. Alors par construction, fo$™'(xy,...,x,) = (x1,...,X,) est une application

linéaire surjective. o
Ce dernier théoréme se généralise

Théoréme 3. [THEOREME DU RANG CONSTANT] Soit f une application de classe C" tel que le rang
de df est constant au voisinage de m. Alors il existe des coordonnées X au voisinage de m et Y au
voisinage de f(m) de classe C" telles que Y o f o X1 est linéaire de méme rang que Dy, f.

1.2 Sous-variétés

Définition 1.2.1. Soit M un sous-ensemble d’un espace affine & M est une sous-variété de
dimension d si pour tout point m de M il existe une carte (U, X) au voisinage de m tel que
X(U N M) est un sous-espace vectoriel de dimension d.

EXEMPLES ET REMARQUES !

1. Un ouvert d'une sous-espace affine est une sous-variété.
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2. Laréunion de deux droites paralleles est une sous variété.

3. Une sous-variété est localement connexe par arcs, et semi-localement simplement
connexe.

Théoreme 4. Soit U un ouvert de R". Soit f : U — RP de classe C'.

(i) Si f est une immersion en x € U, alors il existe un ouvert x € U’ C U tel que f(U’) est une
sous-variété de classe C" et de dimension n de R.

(i) Si f est une submersion au dessus de y € RP, alors f~1(y) est ou bien vide, ou bien une
sous-variété de classe C" et de dimension n — p de R".

(iii) Le graphe 'y de f défini par
Ir={(x,Fy) lxe U} cR" xR,
est une sous-variété de dimension p.
Théoreme 5. Soit O un difféomorphisme d’un ouvert U d'un espave affine dans ®(U). Si M est
une sous-variété incluse dans U alors ®(M) est une sous-variété.
EXEMPLES ET REMARQUES :

1. L'application y : R — IR? définie par t - (sin(2t), sin(3)) est une immersion en tout
point mais son image n’est pas une sous-variété de IR*.

08 -06 04 -02 0 02 04 06 08

2. L'application 7 :] — /10, r[— R? définie par t > (sin(2t), sin(3t)) est une immersion
en tout point, elle est injective, mais son image n’est pas une sous-variété de RZ.
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3. Lafonction f : R” — R définie par f(x1,...,x,) = x% + -+ +x2 est une submersion au-
dessus de tout réel non nul. Les spheres de rayon non nul sont donc des sous-variétés
de dimension n — 1 (i.e. de codimension 1).

EXERCICE :
1. Vérifier que la projection stéréographique est une immersion du plan dans R>.

2. Montrer de deux manieres différentes que la sphere

S" = {(x0,.--,xn) | fo =1},
i=0

est une sous-variété. Tout d’abord en montrant que S" est localement un graphe.
D’une autre maniere, en montrant que la sphere est la preimage d’une point par une
submersion.

1.2.1 Espace tangent

On rappelle qu’une courbe lisse y & valeurs dans un espace affine & est une application de
classe C! d’un intervalle a valeurs dans &E. Le vecteur tangent a y en ty est le vecteur de
I'espace tangent a & défini par

y() = y(to)

y(to) = }1_{2 it

Une courbe lisse est tracée sur une sous-variété X, si elle est a valeurs dans X.

Définition 1.2.2. Soit X une sous-variété de dimension d de R", et x € X. L” espace tangent a X
en x, noté T, X, est I'ensemble des vecteurs tangents en x aux courbes contenues dans X et passant
par x.

Théoréme 6. Soit M une sous-variété de dimension d de R". L'espace tangent a X en x est un
espace vectoriel de dimension d. De plus

(i) si @ est un difféomorphisme d’un ouvert U d'un espace affine dans un autre alors si x est dans
UetMcU
TCD(x)CD(M) = qu)(Tx(M)) ’

(i) Si M = f(U) est I'image d’'une immersion f, alors T soyM = Im (Dx f).
(iii) Si M = f~'(y) est une fibre d'une submersion f, alors T,M = ker (D, f).

(iv) Si M C E X F est le graphe d'une application f, alors T r)X est le graphe de I'application
linéaire D, f.

En effet, si ¢ : U — V est un difféomorphisme qui redresse M sur R? au voisinage de x,
alors T, X = (D) {(RY).
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Corollaire 1.2.3. Un sous-ensemble de R" est une sous-variété de dimension d si et seulement si au
voisinage de tout point x € X, X s’écrit comme le graphe d’'une application f de T, X dans (T, X)*
telle que f(0) = 0 et dof = 0. En particulier, si y € X est voisin de x € X, la distance de y a T, X
est un o(ly — x[). De méme, si v € T, X est assez petit, la distance de x + v a X est un o(|v]).

DfmonsTrATION @ Notons 7t la projection orthogonale sur T,X. Soit ¢ : R — R" une

immersion qui parametre X au voisinage de x. Alors 7 o ¢ est une immersion de R? dans
T.X en 0 donc un difféomorphisme d'un voisinage de 0 sur un voisinage U de 0 dans T,X.
Notons h : U — R? le difféfomorphisme réciproque. Alors f = ntoh : U — (T, X)* est
différentiable, sa différentielle en 0 est nulle, et son graphe coincide avec X au voisinage de
x.Sivel,x+v+ f(v) € X donc x + v est proche (en o(|v])) de X.

L'application y = y — f o m(y — x) est différentiable, sa différentielle en x est l'identité,
c’est un difféfomorphisme local qui redresse X sur le plan affine x + T, X. Il déplace le point
y d’une distance en o(|y — x]), donc si y € X, y est proche du plan tangent. ]

1.2.2 Courbes complexes affines et des quadriques
Définition 1.2.4. Par définition une courbe complexe affine plane est une sous-variété X de C>
définie par
X = {(z,w) € C*| P(z,w) = 0},
P

0iLP est un polyndome a deux variables tel que 5 et % ne s’annule pas simultanément le long de X.

Les courbes complexes affine sont des surfaces, c’est-a-dire des sous-variétés de dimen-
sion 2.

Proposition 1.2.5. Soit q une forme quadratique non dégénérée en n + 1 variables, de matrice S.
Soit Q la quadrique affine de R" définie par I'équation affine q(x1, ..., x,,1) = 0. Alors Q est une
sous-variété de classe C*, et son hyperplan tangent en x = (x1,...,x,, 1) est défini par I'équation

linéaire en v,
. T v n n
(1) S (0) = Z Si,jxivj + Z Sn+1,jvj =0.
=1

i,j=1

. x
DimonsTrATION : Soit x € R". On note p = ( ) le vecteur colonne de composantes

1
(xl,T. .., Xy, 1). L'équation de Q est f(x) = q(p) = p"Sp = 0. Alors, pour v € R", d\f(v) =
(g) Sp+p'S (8) =2p'S (S) Supposons que x € Q. Notons Sp = (ZZU) Alors f(x) = wx+z = 0.
Comme S est inversible et p non nul, Sp est non nul, donc w # 0 et z # 0. Alors la forme
linéaire d,f : v+ 2p'S (g = 2w'v est surjective. Autrement dit, f est une submersion au

dessus de 0. En particulier, Q = f~(0) est une sous-variété d’espace tangent ker(d,)f. O



Chapter 2
Variétés

On voudrait traiter le cas des quadriques projectives. Pour cela, il faut définir la notion de
sous-variété de I'espace projectif.

2.1 Cartes et atlas

Définition 2.1.1. Soit M un espace topologique.

(i) Une carte sur M est une paire (U, X) ol est un ouvert de U et X = (x1,...,xp) est un
homéomorphisme de U sur un ouvert de R¥. Les fonctions x; sont les coordonnées, I’ouvert
U est le domaine de la carte, l'entier p est la dimension de la carte..

(ii) Deux cartes (U, X) et (V,Y) sont C*-compatibles si le changement de cartes Y o X! de
XU N V)vers Y(U N V) est un C"-difféomorphisme.

(iii) Un atlas est un ensemble de cartes {(U;, X*)} de méme dimension qui sont C* compatibles et
telles que {U,} est un recouvrement de M.

(iv) Deux atlas sont équivalents si toutes leurs cartes sont compatibles, ou de maniére équivalente
si la réunion est encore un atlas.

(v) Une structure différentielle sur M est une classe d’atlas compatibles.
Ceci nous amene a la définition suivante

Définition 2.1.2. [VARIETES DIFFERENTIELLES] Un espace topologique séparé, réunion dénom-
brable de compacts et muni d'une structure différentielle est une variété différentielle. Une carte
est compatible avec la structure de variété si elle est compatible avec un atlas définissant la
structure de variété.

Par abus de langage, on dira que les fonctions (x1,...,x,) définies au voisinage de m
sont des coordonnées au voisinage d'un point m d’une variété M si il existe un ouvert U
contenant m tel que (&, (x1,..., %)) est une carte compatible avec la structure de variété.
Autrement dit, on sera souvent amené a parler de coordonnées sans préciser le domaine
de la carte correspondante.

On remarque que, par définition, 'ensemble des cartes compatibles avec une structure
de variété forme un atlas appelé atlas maximal.

9



CHAPTER 2. VARIETES
2.1.1 Premiers exemples

EXEMPLE :

10

1. Un ouvert d'un espace affine est muni d’une structure de variété. plus généralement

tout ouvert d’une variété a une structure de variété.

2. Sur R considérons les deux atlas a une carte (U =R, ¢ : x > x) et (W =R, ¢ : x > x°).

Ces deux atlas ne sont pas compatibles.

En effet, x — x°

n’est pas un difffomorphisme. Il y a donc plein de structures

différentielles différentes sur R. On verra cependant qu’elle sont toutes équivalentes.

3. Sur R/Z considérons 1'atlas a deux cartes U; =]0,1[ mod 1, ¢1(x mod 1) = x et
U, =] —1/2,1/2[, ¢2(x mod 1) = x. Cela définit une structure différentielle sur R/Z.

En effet, Uy N U, =]0,1/2[U]1/2, 1[ mod 1, ¢ (U N Uy) =]0,1/2[U]1/2, 1[, o (Uy NUy) =

10,1/2[ et pour y € ¢1(U; N Uy), deux cas,

e siy€l0,1/2[, pao ' (y) = y;
e siyell/2,1[, o] (y) =y -1

Dans les deux moitiés, ¢ o ¢;' est un C*-difféomorphisme.

4. Une sous-variété de IR"” est muni d’une structure de variété.

2.1.2 Structure différentielle sur la droite projective

Une droite vectorielle D non verticale de IR? est représentée par une pente m = ¢1(D), c’est
le réel tel que (1,m) € D. Si D n’est pas horizontale, elle possede une antipente a = ¢,(D),
c’est le réel a tel que (2,1) € D. Les deux applications pente et antipente constituent des
cartes, et le changement de carte ¢ o ¢;' : m + a = 1/m est un C*-difféomorphisme de

R\ {0} sur R\ {0}. Cet atlas définit une structure différentielle sur la droite projective.

m

2.1.3 Structure différentielle sur 1’espace projectif

Définition 2.1.3. On appelle ouvert affine U; de I"(R) I'ensemble des points dont la i-éme
coordonnée homogene est non nulle. On appelle carte affine I'application réciproque de I'homéo-

morphisme (j)i‘l TR > U, (xq,...,x) > [x1 0. ix1 0L ixer .. xy]
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Alors ¢i(U;NUj) = {x € R"|x; #0},0uj = jsij<i,j=j—1sij>i Comme

X1 1 X1

(i)jO(P;l(xl,_”,xn): x]’/"”,x]’/,'”,l,'”,x]’/

est un C*-difféomorphisme, on obtient ainsi une structure différentielle sur I"(IR).

Définition 2.1.4. De la méme facon, on définit une structure différentielle de dimension 2n sur

(]Iﬂ (R)

2.2 Objets différentiables

2.2.1 Fonctions différentiables

Définition 2.2.1. (i) Soit f une fonction définie sur un ouvert V d'un espace topologique M. On
dit que f est C" par rapport a la carte (U, X) si f o X! est de classe C'.

(ii) Soit f une fonction définie sur un espace topologique M. On dit que f est C" par rapport a
un atlas, si f est de classe CP dans toutes les cartes de I'atlas.

(iii) Soit f une fonction sur une variété, alors elle est de classe C’, si elle est de classe C" pour I'un
des atlas définissant la structure différentielle.

Autrement dit une fonction f est de classe C" au voisinage d’un point, s’il existe des
coordonnées (x1,...,x,) telles que f = F(xy,...,x,) avec F de classe C".

On a alors les propriétés immédiates suivantes qui utilise le fait que si une fonction
est de classe C" sur un ouvert d'un espace affine, alors f o ¢ est de classe C" pour tout
difféomorphisme ¢.

Proposition 2.2.2. Pour qu’une fonction soit de classe C" au voisinage d'un point, il suffit de
trouver une carte compatible avec la structure de variété telle que f est de classe C™ pour cette carte.
En particulier, les coordonnées d’une carte sont des fonctions de classe C*.

En particulier pour qu'une fonction F définit au voisinage de m soit C" au voisinage de
m, il suffit de trouver des coordonnées X = (x1, ..., x,) définies au voisinage de m, telle que
la fonction f vérifiant F = f(xy, ..., x,) soit de classe C".

Par exemple, la restriction de toute fonction C* a une sous-variété de IR" est a nouveau
une fonction C*.

2.2.2 Applications différentiables

Les fonctions de classe C* vont nous permettre la notion d’application différentiable. Al-
ternativement, nous verrons que tout peut se définir en fonction de cartes.

Définition 2.2.3. Une application continue ¢ : M — N entre variétés est de classe C" si pour toute
fonction ¢ de classe C" au voisinage de f(x), ¢ o f est de classe C" au voisinage de x.

Nous venons de voir que l'injection d'une sous-variété dans R"” est une application
C*. Nous déduisons immédiatement de cette définition que la composée d’applications de
classe C" est de classe C'.

Alternativement, la caractérisation suivante est plus efficace.
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Proposition 2.2.4. Une application ¢ entre deux variétés est de classe C" au voisinage de m, s'il
existe des coordonnées X au voisinage de m, des coordonnées Y au voisinage de f(m), telles que
X oo Y estdeclasse C'.

Par exemple, les coordonnées sont des exemples d’applications C*.

2.2.3 Difféormorphismes, immersions et submersions

Définition 2.2.5. (i) Une application f : M — N entre variétés est un difféomorphisme de
classe C" si c’est une bijection de classe C" dont I'inverse est aussi de classe C" si elle est de
classe C'.

(ii) Une application f : M — N entre variétés est un difféomorphisme au voisinage de m, s’il
existe un ouvert U contenant m telle que f soit un difféomorphisme de U sur f(U).

(iii) Une application f : M — N est une immersion au voisinage de m, si il existe des cordonnées
X au voisinage de m et Y au voisinage de f(m) tel que Y o f o X~! est une immersion au voisinage
de X(m).

(iv) Une application f : M — N est une submersion au voisinage de m, si il existe des cordonnées
X au voisinage de m et Y au voisinage de f(m) tel que Y o f o X! est une submersion au
voisinage de X(m).

Comme premier exemple, remarquons que les coordonnées sont des difféomorphismes
locaux. Terminologie. Dans la suite, différentiable signifie de classe C", ouir est déterminé
par le contexte.

Nous avons alors

Proposition 2.2.6. Si f est une immersion — respectivement submersion — au voisinage de m, alors
pour toutes coordonnées cordonnées X au voisinage de m et Y au voisinage de f(m), Y o f o X! est
une immersion — respectivement submersion — au voisinage de X(m).

En particulier, si f est une immersion — respectivement submersion, difféomorphisme — il existe
des cartes cordonnées X au voisinage de m et Y au voisinage de f(m), telles que Y o f o X! est une
application linéaire injective — respectivement surjective, bijective.

Retour sur le cas des espaces projectifs

A titre d’exemple, nous allons interpréter les applications dont le but otila source sont des
espaces projectifs.

Lemme 2.2.7. (i) Soit M une variété de classe C". Soit f : M — R™' \ {0} une application de
classe C". Alors 'application induite f : M — {"(R) est de classe C".

(ii) Soit Y une variété de classe C". Soit f : R™1\ {0} = Y une application de classe C" telle
que pour tout v € R™1\ {0} et tout A # 0, f(Av) = f(v). Alors l'application induite
f:T(R) — Y est de classe C".

DEMONSTRATION : 1. Ecrivons f=,..., far1). Soitxg € X, w = f(xp). Pour simplifier les
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notations, supposons que wy4+1 = fur1(xo) # 0. Alors, au voisinage de T(w), on peut utiliser
la carte affine @11, et

Pus10 f(0) = Pun[fi(¥): fo(x) 1.t fura (V)]
A() fa(x)
farn (@) fua ()
C’est bien une application de classe C" d’un ouvert de X dans IR", donc f est de classe C'.

2. Soitv € R"™!, v # 0. Pour simplifier les notations, supposons que v,,+1 # 0. Alors, au
voisinage de {(v), on peut utiliser la carte affine ¢,,+1, et

fodi (xr, ..o, xn) = fllixg:...ix,]
f@,x1,...,x).

C’est bien une application de classe C" d’un ouvert de R" dans Y, donc f estde classe C". O

ExempLE : Une application projective est de classe C* 1a otielle est définie.

En effet, on applique successivement les énoncés 1 et 2 du lemme.

2.2.4 Sous-variétés

Définition 2.2.8. Un sous-ensemble N d’une variété M est une sous-variété si au voisinage de

tout point x de N il existe une carte (U, X) telle que X(U N N) soit une sous-variété.
Alternativement, un sous-ensemble N d’une variété M est une sous-variété si au voisinage de

tout point x de N il existe une carte (U, X) telle que X(U N N) soit un ouvert d'un sous-espace affine.

ExempLE : Une sous-variété linéaire de {"(IR) (resp. T"(C)) est une sous-variété.

En effet, dans toute carte affine, une sous-variété linéaire est envoyée sur un sous-espace
affine.

Cas des quadriques projectives

Proposition 2.2.9. Soit q une forme quadratique non dégénérée en n + 1 variables, de matrice S.
Soit Q la quadrique projective de " (IR) définie par q. Alors Q est une sous-variété de classe C*. Soit
p € Q. Alors I'hyperplan polaire de p est tangent a Q en p. Cet énoncé reste vrai sans changement
si on remplace R par C.

DiémonsTtraTION @ On peut supposer que la derniere coordonnée homogeéne de p est non

nulle. On utilise la carte affine ¢,41 : Uys1 — R Alors ¢pi1(Uys1 NQ) = Q est la quadrique
affine d’équation g(x1,...,x,, 1) = 0, qui est une sous-variété. Cela prouve que Q est une
sous-variété. ¢,41(Uy+1 NI(ph)) est un hyperplan affine, parallele a I’ensemble des vecteurs

veR" tels quep’S (8) =0, i.e. a 'hyperplan tangent a Q en ¢,4+1(p). On conclut que H est
tangent a Q en p. |

Exercick : A quelle condition I'intersection de deux quadriques projectives non dégénérées
est-elle une sous-variété de 1'espace projectif ?
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2.2.5 Revétements et structures différentielles

Proposition 2.2.10. Soit p : E — X un revétement. Etant donnée une structure différentielle sur
X, il existe une unique structure différentielle sur E qui rend p différentiable. Inversement, si E est
une variété et si pour toute section locale s de p, s o p est un difféomorphisme, alors il existe une
unique structure différentielle sur X qui rend p différentiable

DfmonsTRATION : Si X est une variété, on recouvre X par des ouverts U; qui sont a la fois
contenus dans des ouverts de cartes (Pi|ui : U; = R" et trivialisant pour le revétement, i.e.
pH(Uy) = Ujs;j(U;). Les cartes ¢ o pis;uy) = sj(U;) — R" forment un atlas pour E.
Inversement, supposons que E est une variété. On recouvre E par des ouverts U;
qui sont a la fois contenus dans des ouverts de cartes ¢;;; : Ui = R” et tels que p(U;)
soit trivialisant, i.e. p~}(p(U))) = U;si(p(U;)). Les cartes ¢; os; : sj(p(U;)) — R”" forment
un atlas pour X. En effet, deux choix j et js différents donnent un changement de carte
piosyo(pios;) ™ =¢iosyopo(¢p)! quiest un diffeomorphisme. O

ExemPLE : Soit G un groupe discret qui agit librement et proprement par difféomorphismes
d’une variété E. Alors I'espace quotient X = G + E hérite d’une structure différentielle qui
rend le revétement p : E — X différentiable.

En effet, si s est une section locale de p, s o p est la restriction a un ouvert d’un élément
de G, donc s o p est un difféomorphisme.
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Partitions de 'unité

3.0.1 Motivation

Comment fabriquer des objets différentiables, ne serait-ce qu'une fonction non constante,
sur une variété ? En combinant des morceaux donnés dans des cartes.

3.0.2 Construction

Définition 3.0.1. Soit X un espace topologique. Soit u une fonction continue sur X. Le support
de u est le plus petit fermé en dehors duquel u est nulle.

Rappel 3.0.2. Il existe une fonction paire x sur R, de classe C*°, a support dans | — 1, 1{, qui vaut
1 sur une voisinage de 0.

Le lemme suivant utilise de maniere cruciale qu'une variété est séparée

Lemme 3.0.3. Soit X une variété de classe C’, soit K un compact de X, soit U un ouvert contenant
K. Il existe un voisinage ouvert V de K et une fonction x de classe C" sur X, a support dans U, qui
vaut 1 sur V.

DimonsTrATION : On traite d’abord le cas ouK = {x}. La structure différentielle fournit au

voisinage de x une carte ¢ : W — V avec W C U, telle que ¢(x) = 0. On peut toujours
supposer que V contient une boule de rayon 1. Pour y € W, on pose x:(y) = x(¢(v)),
ol est la fonction modele sur R, a support dans | — 1,1[. Alors le support de x, est un
fermé inclus dans ¢! (B(¢)(x), 1)) de U, en particulier ce support est compact. Comme X est
séparé, c’est un fermé de X. Tout point z ¢ U possede un voisinage disjoint de K. On peut
donc prolonger x par 0 en dehors de U, elle reste de classe C".

Passons au cas général, on choisit pour tout x de K une fonction x, qui vaut 1 sur un
voisinage V relativement compact de x inclus dans U et a support dans U. On extrait du
recouvrement {Vy}yex un recouvrement fini indexé par une partie finie F de K. On pose

alors
p= Z Xx-

Par construction, ona p = 0 sur U et p > 1 sur K. On pose enfin
x=Cop,

15
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otlC est une fonction C* de R dans [0, 1], qui vaut 0 pour x > O et 1 pour x > 1. O

Définition 3.0.4. Soit X un espace topologique. Soit W, des ouverts qui recouvrent X. On appelle
partition de 'unité subordonnée a (W,) la donnée, pour chaque a, d’une fonction positive ou
nulle x, sur X, a support compact dans W,, de sorte que

(i) Pour tout x € X, seuls un nombre fini parmi les nombres x,(x) sont non nuls.

(i) Yo x =1
On rappelle qu'un recouvrement localement fini de 'espace X est un recouvrement par
des ouverts {U;} ¢ tels pour tout x de X il existe un voisinage V de x tel que

fiel|VNU; # 0} < oo.
Le recouvrement {V}ic; est un sous-recouvrement de {W;}je, si pour tout i € I, il existe j € |
tel que Vi C W,.
On peut extraire de tout recouvrement d’un espace localement compact et réunion dénom-
brable de compacts un sous-recouvrement localement fini.

Théoreme 7. Soit X une variété de classe C". Soit {W,} un recouvrement localement fini de X par
des ouverts d’adhérence compacte. Alors X posséde une partition de I'unité de classe C" subordonnée
a {W,}.

DEMONSTRATION : Le recouvrement W, étant localement fini, il est dénombrable. On con-

struit par récurrence un recouvrement par des ouverts U; tels que que U; C W; : supposons
que nous ayons construit par récurrence Uy, ..., U, tels que {U, ..., U,, Wy, .. .} recouvre
X, on choisit alors U,4; inclus dans W, qui contient le compact K11 défini par

j=n
K1 =X\ L-J LLWJ L‘J VVU .
=1

j=2n+2
Pour construire U,+1, on pose
1
-1
U1 =€ ]§,+°°[

o€ est une fonction qui vaut 1 au voisinage de K41 et a support dans W,,,1. En utilisant le
fait que W, est localement fini on montre enfin que {U;};en est un revétement.

On construit une fonction y; qui vaut 1 sur U; et a support fermé (et donc compact dans
Wi).

La fonction n = ) ; x; est bien définie et C* car elle est égale & une somme finie de y; sur
un voisinage d"un point quelconque : en effet, soit O un voisinage de x tel que

#j 1 ONW; # 0} < co.
Par construction,
’7|o - Z Xir
ONW;#0

et donc 7 est finie et C*.
On peut poser puisque 7 est strictement positive

y(
i 0

Par construction, c’est une fonction de classe C" a support dans W; et }; ¢; = 1. m|
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3.0.3 Plongement

Théoréme 8. [ H. WaiTNEY (1936)]. Toute variété compacte est difféomorphe a une sous-variété
de R™.

fini pour la structure différentielle de X. On construit comme dans la proposition précédente
un recouvrement par des ouverts V; d’adhérences contenues dans U;. On considére ensuite
une fonction ; a support dans U; et égale a 1 sur V.

On définit une application différentiable f: X — R™*N par

df () = (1 ()P1(x), - - -, Pu()Pu(x), P1(x), . .., P ().

L'application f est bien définie, car lorsque x ¢ U;, ¥;(x) = 0 donc on n’a pas besoin de
connaitre ¢;(x).

Alors f est une immersion. En effet, au voisinage de x, I'une des fonctions 1; vaut 1,
donc la différentielle en x de la i-eme composante 1;¢; est de rang n. A fortiori, d, f est de
rang n1.

Enfin f est injective. En effet, si f(x) = f(y), il existe z telle que 1;(x) = ¢;(y) > 0. Donc x
et y appartiennent a U;. Comme ¢;(x).yi(x) = ¢i(y)¢i(y), on a ¢i(x) = ¢p;(x). Comme ¢; est
injective, on conclut que x = y.

L’application f est un homéomorphisme sur son image, par compacité.

Des lors, f(X) est une sous-variété. En effet, pour tout w € f(X), w = f(x), il existe un
voisinage U de x tel que f(U) soit une sous-variété. Comme f(U) est un voisinage de w
dans f(X), cela prouve que f(X) est une sous-variété.

Enfin f est un diffomorphisme, car f est un difféomorphisme local bijectif. ]

ReEMARQUES : Le théoréme de H. Whitney contient davantage d’information.

1. Il s’applique aussi a des variétés non compactes (voir ci-dessous).

2. Il donne une meilleure borne sur la dimension de I’espace d’arrivée : Whitney plonge
une variété de dimension n dans R?"*1.

3. Whitney montre que pour certaines valeurs de n, cette borne ne peut pas étre
améliorée.

4. Le théoréeme de immersions de Ralph Cohen montre que toute variété de dimension
n peut-étre immergée dans R?*~*™ o1 a(n) est le nombre de 1 dans la décomposition
dyadique de n. C’est un théoreme difficile ! (et vraisemblablement inutile)

3.0.4 Cas del’espace projectif

Dans le cas de l'espace projectif, il y a des plongements explicites.

Exercice : Soit f : (V) — End(V) l'application qui a une droite p associe le projecteur
orthogonal sur p. Vérifier que f est un difffomorphisme sur son image.
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Solution. Soit p une droite, soit w un vecteur directeur de p. Le projecteur orthogonal
sur p est donné par la formule

whu
w =
wtw wtw

wwtu,

fp)(w) =

donc sa matrice est w} - ww*. C’est une fonction de classe C* de w, donc f est de classe C.

L'image de f est 'ensemble ¥ des projecteurs orthogonaux de rang un. L’application
réciproque associe a un projecteur son image. Cela montre que f est un homéomorphisme
de T(R) sur P.

Soit p € 1"(R). Choisissons des coordonnées homogenes de sorte quep =[0:---: 0: 1].
On peut utiliser la carte affine ¢, au voisinage de p. Dans cette carte,

~ 1 X\, 1 xxt  xt
ngoﬁbnil(x):m(l)(x 1)_1+|x|2(x 1)'

La différentielle de g en x = 0 est

o oxt +xot ot
v 0/

qui est injective, puisque le troisieme bloc I'est. Cela prouve que f est une immersion en
p. Comme on l'a vu lors de la démonstration du théoreme de Whitney, une immersion qui
est un homéomorphisme sur son image est un difffomorphisme sur une sous-variété. O
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Les espaces cotangent et tangent

4.1 L’espace cotangent et la différentielle d"une fonction

Nous commencons par définir ce qu’est une fonction de différentielle nulle

Définition 4.1.1. Soit f une fonction de classe C' définie au voisinage d'un point m d'une variété.
Nous dirons que f est de différentielle nulle en m si et seulement si elle vérifie I'une des propriétés
équivalentes suivantes

(i) Il existe des coordonnées X = (x1,...,x,) tel que f = F(x1,...,x,) au voisinage de m avec
dx(m)F =0.

(ii) Pour toutes coordonnées X = (x1,...,x,) si F est définie par f = F(x1,...,x,) au voisinage de
m alors dxmF = 0.

L’équivalence entre les deux propriétés est facile.

REMARQUES : Nous laissons en exercice le soin de montrer qu’une fonction f sur un espace
affine est de différentielle nulle en m si et seulement si il existe

e un entier k,

e des fonctions /; s’annulant en m, dérivable en m et définies au voisinage de m, et des
fonctions €; pour i € {1, ...k} également définies au voisinage de m

telle que au voisinage de de m on ait

=1

Nous pouvons donc alternativement définir une fonction comme étant de différentielle
nulle en un point d’une variété par la méme condition. Ceci nous évite de parler de
coordonnées.

Nous avons alors la proposition immédiate

19
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Proposition 4.1.2. L’espace E(m, U) des fonctions définies sur un voisinage U de m, nulle en m
et de différentielle nulle est un sous-espace vectoriel de I'espace G(m, U) des fonctions de classe C*
s’annulant en m et définie sur U de m. De plus, si V est un voisinage de m inclus dans U, alors la
restriction donne un isomorphisme de G(m, U)/E(m, U) avec G(m, V)/E(m, V).

DémonsTRATION : le point délicat est la surjectivité de la restriction : elle s’obtient en utilisant
une fonction cloche constante au voisinage de m et de support dans V. m|
Ceci nous permet de proposer la définition suivante

Définition 4.1.3. [ESPACE COTANGENT ET DIFFERENTIELLE] Avec les notations de la proposi-
tion précédente, I'espace cotangent de la variété M en m, noté T;,M est I'espace vectoriel
G(m, U)/F (m,U). La différentielle d’une fonction f de classe C! définie au voisinage de m
— notée d,,, f — est alors la classe de f — f(m).

On remarque en particulier que la différentielle d"une constante est nulle et que d(fg) =
fdg + gdf.

Le théoréeme suivant permet de comprendre ce qu’est I'espace cotangent et la différen-
tielle d"une fonction.

Théoréeme 9. Soit X = (x1,...,x,) des coordonnées au voisinage d'un point m. Alors
(dpxq, ..., dimxy)

est une base de T;,M. En particulier dim T, M = dim M. De plus si f = F(xy,...,x,), alors

duf = Z o, |x(m) d (x7)-

Définition 4.1.4. [DERIVEES PARTIELLES] Les dérivées partielles de la fonction f en m par rapport

au coordonnées x; sont les composantes de d f dans la base dx;. Elles sont notées %

d
anf =Y 2| auw.
D’apres la proposition précédente, si f = F(xy, ..., x,) alors

f  OF
&—xi = &—xi(xl,...,xn).

de telle sorte
que l'on a

Corollaire 4.1.5. Si une fonction f a un maximum ou un minimum local en m alors d,,,f = 0.

4.2 L’espace tangent et les courbes

Définition 4.2.1. L’espace tangent de la variété M en m, noté T,,M est 'espace vectoriel dual de
I'espace cotangent. Ces éléments sont les vecteurs tangent. On note d f,,(u) la valeur du vecteur
tangent u appliqué a la différentielle d,, f.
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4.2.1 Exemples de vecteurs tangents

Soit X = (x1,...,x,) des coordonnées au voisinage d"un point m. On note alors (%, eee, ai,,)
la base duale de (d,;x1, .. ., dmx,), de telle sorte que

o) 5

Définition 4.2.2. [VECTEUR TANGENT A UNE COURBE] Soit ¢ une courbe C' & valeurs dans M telle
que c(tp) = m. Le vecteur tangent a la courbe c en ty, noté ¢(to), est le vecteur défini par

dfOC|
dt

dfu(c(to)) =

Nous avons alors

Théoréme 10. [VECTEURS TANGENTS ET COORDONNEES LOCALES| Tous les vecteurs sont des
vecteurs tangents a une courbe. Soit X = (x1,...,x,) des coordonnées au voisinage de m. Soit c
une courbe telle que c(ty) = m. Si on pose c; = x;(c) alors

J
é(to) = Z C'i(fo)&—xi-

Si f est une fonction, alors
d
aftt = Y et oL

4.2.2 Espace tangent a une sous-variété

Si N est une sous-variété de M, on identifiera I'espace tangent a N en m a un sous-espace
vectoriel de 'espace tangent a M. Plus précisément, 1’'espace tangent a N est identifié a
I'ensemble des vecteurs tangents aux courbes tracées sur N.

4.3 Application tangente et cotangente

Soit ¢ une application de classe C! définie au voisinage d’un point m d’une variété M a
valeurs dans une variété N.

Définition 4.3.1. II existe une unique application linéaire, appelée application tangente i ¢ et
notée T,,¢ définie de T,,M a valeurs dans TN, vérifiant

dqb(m)f o Tm¢ = dm(f © ¢)

De méme, il existe une unique application linéaire, appelée application cotangente a ¢ et notée

T,,¢ définie de T:b(m)N a valeurs dans T, M, vérifiant

T (doem®) = dn(f o D).

L’application cotangent est la transposée de la tangente.
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La proposition suivante résume aussi les propriétés importantes de 1’application tan-
gente.
Proposition 4.3.2. Soit ¢ et | des applications différentiables.
(i) Nous avons Ty (¢ o ) = Tymyd o Tuih.
(ii) Si c est une courbe, alors Tee)P(¢(to)) = (¢ o ¢)(to).

(iii) Soit X = (x1,...,%,) des coordonnées au voisinage de m. Soit Y = (yi,...,Y,) sont des
coordonnées au voisinage de (p(m). Posons ¢; = y;(¢p). Alors les coefficients de la matrice de

9(9))
ox; °

T,u¢ dans les bases associées aux coordonnées sont

Enfin I'analogue des théoremes d’inversion locale et des submersions immersions se
reproduit dans le cadre des variétés.

Théoréme 11. Soit ¢ une application différentiable.

(i) On suppose que I'application tangente a ¢ en m est inversible, alors ¢ est une difféomorphisme
au voisinage de m

(ii) Une application ¢ est une submersion en m si et seulement si T,,¢ est surjective.

(iii) Une application ¢ est une immersion en m si et seulement si T, est injective.
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Formes différentielles

5.1 Formes différentielles de degré 1

5.2 Définitions et premieres propriétés

Définition 5.2.1. [FORME DIFFERENTIELLE DE DEGRE 1] Une I1-forme différentielle ou forme
différentielle de degré 1 sur une variété M est une application w : m — wy, définie de M dans
T*M telle que pour tout m de M on a w,, € T, M.

REMARQUES :

1. La différentielle d'une fonction f définie par
df :x — d.f,
est une 1-forme différentielle.
2. Si a et f sont deux 1-formes différentielles. La somme « +  définie par
afim— ay+ P
est une 1-forme différentielle.
3. Si f est une fonction et w est une 1-forme différentielle le produit
fw:m— fm)wy,
est également une 1-forme différentielle.

4. Si w est une forme différentielle et (xy,...,x,) des coordonnées au voisinage U d'un
point m. Il existe des fonctions uniques w; définies sur U telles que

n
w = Z a),‘.dx,'.
i=1

23
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Cette derniere remarque nous permet de donner un sens a la notion de 1-forme différen-
tiable.

Définition 5.2.2. [FORME DIFFERENTIELLE LISSE] Nous dirons qu’une 1-forme différentielle w est
de classe CF au voisinage du point m, s’il existe des coordonnées (x, . ..x,) telles qu’au voisinage
de m nous ayons

w=Y fdx, (.1)
i=1

pour des fonctions f; de classe C* au voisinage de m. Nous dirons qu’un 1-forme différentielle est de
classe C* si elle est de classe C* au voisinage de tout les points de la variété M.

Comme précédemment nous remarquons
REMARQUES :

1. La somme de deux 1-formes différentielles de classe C* au voisinage d"un point est
de classe C* au voisinage d"un point.

2. Le produit d"une fonction et d"une forme de classe C* au voisinage d’un point est de
classe C* au voisinage de ce point.

3. Si w est de classe CF au voisinage de m alors pour toutes coordonnées (xi, ..., x,) au
voisinage d"un point, nous avons

W= Z fidx;, (5.2)
i=1

pour des fonctions f; de classe CF au voisinage de ce point.

Définition 5.2.3. Nous notons Q'(M) I'espace des formes différentielles de classe C® sur M.
L'espace Q' (M) est un espace vectoriel. La multiplication par les fonctions C* lui donne la structure
d’un module sur I'anneau C* (M) des fonctions de classe C* sur M.

Les différentielles de fonctions jouent un role particulier et nous dirons
Définition 5.2.4. [ForMmEs Exactes] Nous dirons qu'une 1-forme différentielle est exacte si elle
est la différentielle d"un fonction.
5.2.1 Intégration des formes différentielles

Définition 5.2.5. [INTEGRATION SUR UN CHEMIN] Soit ¢ : [a,b] — M un chemin de classe C' par
morceaux sur M et w une 1-forme différentielle définie sur M. L'intégrale de w sur c est le nombre

réel ,
fa) :=f e (E(t))dt.
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Nous vérifions que si f est une fonction alors

[ = steen - sican.
c
En particulier, si c est un lacet, c’est-a-dire si c(a) = c(b), alors pour toute forme exacte w

nous avons
f w =0.
Cc

1. si ¢ est un difféomorphisme croissant de [, b] on a

[o=[ @
c cop

2. Soit w = xdy définie sur R>. Montrez en utilisant des carrés que w n’est pas exacte.

EXERCICE :

3. Soit df = z*=dy — dey définie sur IR? \ {(0,0)}. Calculer I'intégrale de dO sur le

2 x4y
chemin ¢ : [0, 6] — R? définie par

s — (cos(s), sin(s)).

Montrez que dO n’est pas exacte. La notation "d0" est standard mais est un abus de
langage : il n’existe pas de fonction 0 bien définie sur IR? \ {(0,0)} dont d6 serait la
différentielle.

5.2.2 Formes exactes et différentielle des formes

Quand une forme différentielle est-elle exacte ? Dans des coordonnées une condition
nécessaire est donnée par le lemme de Schwarz : si w est une 1-forme différentielle exacte,
alors pour tout systeme de coordonnées (x, ..., X,;) nous avons

dw; aC‘)j

&xj h 8xi’

otles fonctions w; sont définies par

1
w = Z a)idx,-.
i=1

Autrement dit une condition nécessaire d’exactitude s’obtient en différenciant les com-
posantes de w.

A ce stade, nous pouvons faire un certain nombre de remarque qui justifient les con-
structions que nous allons faire par la suite

REMARQUES :
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1. Un bref calcul montre que cette condition nécessaire est indépendante du choix des
coordonnées. Ceci suggere fortement qu’il doit y avoir une maniére élégante — c’est-
a-dire sans choix de coordonnées — d’énoncer cette condition nécessaire.

2. Cette condition nécessaire est suffisante pour M = R? : si w est une 1-forme sur R?

a y . Py .
telle que 95’; = %, alors la fonction f définie par

X Y
flx,y) = f wy(t,0)dt + f wy(x,s)ds,
0 0
vérifie df = w.

3. Cette condition n’est pas suffisante sur R? privé d’un point : la forme d6 définie dans
'exercice précédent vérifie cette condition nécessaire. Pourtant elle n’est pas exacte.
Nous verrons que la présence du "trou" est responsable de cette situation.



Chapter 6

Formes différentielles et
différentielle extérieure

6.1 Rappels d’algebre linéaire

6.1.1 Formes multilinéaires alternées

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Une forme multilinéaire alternée de degré p —
ou p-forme extérieure —est une application multilinéaire w : EF — R" telle que pour toute
permutation o de I'ensemble {1, ..., p} on ait

w(uo(l), ooy Mg(p)) = 6(0‘)0)(141, ooy up).
L’ensemble des forme extérieures de degré p est un espace vectoriel que ’'on note A\”(E*). Cet
espace est de dimension p,(n”—lp), Notons en effet 7 (p) 'ensemble des multi-indices ordonnés

d’ordre p, c’est-a-dire de p-uplets I = (i, ...,iy) avec 1 < iy <... < i, < n. Alors, si e,...,e"
est une base de E, une base de /\P(E*) est donnée par les formes ¢; pour I dans 7 (p) définies

par

er(ei, ... e,) =1,
et
el(ejl, .o .,6]‘}7) =0,

si {i1/'~ -/ip} * {jl/- "/jp}'
Onremarque en particulier que dim AP(E*) = 0sip > netquedim AP(E*) = dim A\""(E*)
6.1.2 Produit intérieur

Définition 6.1.1. Si v est un vecteur de E et w une p-forme extérieure, le produit intérieur de w
par v noté 1,w est la (p — 1)-forme définie par

(U, ..., up-1) = @(0, U1, ..., Up-1).

Pour calculer le produit intérieur efficacement, il suffit de remarquer quesil = (ey, ..., e,)
est une base de E et (¢!, ..., ¢") la base duale, alors

Ler€r = ep\(1} -

27
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6.1.3 Produit extérieur

Nous définissons le produit extérieur de deux formes de degré 1 a et f comme la 2-forme
a A B définie par
a A B, v) = a)b(v) - a(@)Bw).

Nous admettrons que ce produit extérieur s’étend de maniere unique en une application
bilinéaire (a, B) — a AB de AP(E*) X A (E") dans APF(E?) qui vérifie les propriétés suivantes
@APAY = an(BAy) 6.1)
ang = (=1)ds@-degPg A g, (6.2)

On a besoin aussi de normaliser et on demande que si [ = (iy, ..., i,) alors
€i

1/\.../\eip:el.

Explicitement le produit extérieur est donné par si (uy, ..., up) sont p-vecteurs etp = m +n
ou m = deg(a) et ndeg(p)

(0( A ﬁ)(u1, ey, up) = Z a(ug(l), ey, Mg(m))ﬁ(ug(m+1), ey uo‘(p))

€S,

Vérifier que le produit ainsi défini est associatif demande plus de temps.

6.1.4 Induction

Si A est une application linéaire de E dans F, elle défini une application linéaire dite induite
et noté A* de A\P(F*) dans A\P(E*) définie par

Aw)(u, ..., up) = w(A(ur),... Aup)).

On vérifie alors que

A'lanp) = AanNA'B, (6.3)
A"oB* = (BoA), (6.4)
Alaw@) = wAo). (6.5)

6.2 Formes différentielles

Nous allons procéder pour les p-formes comme pour les 1-formes. Soit AP(T*M) =
Umenm A (T3, M).

Définition 6.2.1. Une p-forme différentielle est une application w : m — w,, défini de M a
valeurs dans \F(T*M) telle que pour tout m, on a w,, € N\P(T;,M).

REMARQUES :
e sia et sont deux formes différentielles, on définit leur produit extérieur a A g par
anNB:me ay A By
Si elles ont le méme degré, on définit leur somme par

a+pime ay+ By
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e Si X = (x1,x,) sont des coordonnées sur une ouvert U, et @ une p-forme, il existe des
fonctions uniques w; appelées composantes définies sur U, ol appartient a I’ensemble
I de multi-indices d’ordre p telles que

w = Z a)ldX].
1e1(p)

e Par convention, une fonction est une forme de degré 0.

De maniere analogue a la situation en degré 1, nous avons

Définition 6.2.2. [FORMES DIFFERENTIELLE LISSE] Nous dirons qu’une p-forme différentielle w est
de classe C* au voisinage du point m, sil existe des coordonnées (x1,. .. x,) telles qu’au voisinage
de m, les composantes de w sont de classe C* au voisinage du point m. Nous dirons qu’un 1-forme
différentielle est de classe C* si elle est de classe C* au voisinage de tout les points de la variété M.

Comme précédemment nous remarquons

REMARQUES :

1. La somme de deux p-formes différentielles de classe C* au voisinage d’un point est
de classe C* au voisinage d"un point.

2. Le produit extérieur de deux formes différentielles de classe Cf au voisinage d'un
point est de classe C* au voisinage de ce point.

3. Si w est de classe CF au voisinage de m alors pour toutes coordonnées (xi,...,x,) au
voisinage d"un point, les composantes de w sont de classe CF au voisinage de ce point.

Définition 6.2.3. Nous notons QF (M) l'espace des p-formes différentielles de classe C* sur M.
L’espace (¥ (M) est un espace vectoriel. L'espace vectoriel

p=n

Q' (M) = @ Q' (M),

p=0

est une algebre pour le produit extérieur.

6.2.1 Un exemple de forme de degré 2

Nous allons donner sous forme de remarque un exemple important de forme de degré 2.
Soit w une 1-forme. Soit X = (x, ... X,;) des coordonnées au voisinage de m. Notons dwX la
forme de degré 2 définies au voisinage de m par

dwi  dw;
X _ 2 I _ % . )
dow® = ( Ix; 3xj)dx’ A dx;.

i<j

Un calcul laborieux — que nous ferons plus tard de maniére intelligente — montre alors que
si Y est une autre systéme de coordonnées au voisinage de m nous avons

dw* = dw”. (6.6)
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Nous pouvons alors définir de maniéere non équivoque la différentielle dw de w comme la
2-forme définie au voisinage de tout point m par

dw = dw¥,

pour un systéeme X de coordonnées au voisinage de m. Le lemme de Schwarz se traduit
alors par I’équation

ddf) = 0.

Nous avons mené a bien un de nos projets : trouver une condition nécessaire pour qu'une
forme soit exacte.

Bien sA»r une nouvelle question se pose : sous quelle condition une 2-forme est-elle
de la forme df ? Dans le prochain paragraphe nous allons généraliser la construction que
nous venons de donner.

6.3 Différentielle extérieure

Définition 6.3.1. Nous dirons qu'une application linéaire d définie de ()'(M) dans lui-méme,
envoyant QP (M) dans QP*1(M), est une différentielle extérieure si elle étend la différentielle des
fonctions et si

o pour toute forme a nulle au voisinage d'un point, da est nulle au voisinage de ce point

o pour toute forme a de degré p — 1, pour toute fonction f nous avons
d(f.da) = df A da. (6.7)
Nous allons démontrer le théoréme suivant

Théoréme 12. Il existe une unique différentielle extérieure sur toute variété M

Nous montrons 1'unicité puis l'existence de la différentielle extérieure.

6.3.1 Unicité de la différentielle extérieure

Dans cette section, soit d une différentielle extérieure Nous nous proposons de démontrer
les propriétés suivantes

Proposition 6.3.2. (i) Pour toute famille de fonctions fi, ..., fy aveck < p,ona
dfl A dfk = d(fldfg VAN /\dfk).

(ii) Sixy,...,x, sont des coordonnées définies au voisinage de m et si

alors au voisinage de m
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Le premier point suit d’une récurrence sur k. Le deuxiéme est une conséquence immé-
diate du premier.

Comme corollaire immédiat de la derniére propriété, nous obtenons 'unicité puisque la
différentielle extérieure est donnée par une formule explicite dans des coordonnées locales:

Corollaire 6.3.3. Il existe au plus une différentielle extérieure sur une variété M.
Démontrons la proposition
DEMONSTRATION : Montrons tout d’abord quessi fi, ..., fr, avec k < p + 1, sont des fonctions,
alors
dfiA...Adfy =d(Adfa A... Adfr))

Montrons ceci par récurrence sur k. Cette propriété est évidemment vrai pour k = 1. Par
ailleurs, si la propriété est vraie aurang k-1, on a

dfs A...Adfy =da,
ou
a=fdfs A... Adfr.
En appliquant (6.7), on a bien
d(fidh A...Adfi) =d(inda)=dfiAnda=dfi A... Adfi.
II ne reste plus qu’a montrer la derniere propriété. Soit donc (xy, . .., x,) des coordonnées
au voisinage d'un point m et w qui s’écrit

w= Z widxr, (6.8)
1

au voisinage de m. En multipliant par une fonction plateau on construit des fonctions —
également notées x; et w; définies sur M tout entier qui coincident avec les précédentes au
voisinage de m, et qui vérifie I'égalité (6.8) au voisinage de m.

Nous savons alors d’apres la premiere propriété et la linéarité de d que

d Z widxr| = Z daoy A d (xi,(dx;, A ... Adx)) (6.9)
IeZ(p) IeI(p)

= Z daw; A dxy. (6.10)
1T0)

Enfin, comme ) () wrdxr et w coincide au voisinage de m, leur image par d coincident
également au voisinage dem. O

6.3.2 Existence de la différentielle extérieure

Commencons par montrer le résultat suivant
Lemme 6.3.4. Soit (U, (x1,...,x,)) une carte au voisinage d’un point, alors l'application linéaire
dX définie pour tout k par
dX Z widxy | = Z dw; A dx;,
IeI (k) IeI (k)
est une différentielle extérieure sur U
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DEMONSTRATION : Soit
w = E a)[de.

€1 (k)
Alors
d*(fdw) = dX[ Z fdawr A dx,] (6.11)
Ie1(k)
= g (Z f—dxl A dxl] (6.12)
- Zd f8w1 Adx; A dx (6.13)
B il Ix; l I ‘
&wl 8(01
= 5y df A dx /\dx1+2f dg | A duiady (6.14)
- deZ &uldxl /\dx1+fZ 3 dx, Adx; A dx (6.15)
_ 320)[ (9 w1
= df Adw+ ;} (axjaxj - axjax,-) dx; A dx; A dx; (6.16)

= df Ad¥w. (6.17)

Nous avons bien montré que d* est une différentielle extérieure O

Nous en déduisons alors

Proposition 6.3.5. Soit (U, X) et (V,Y) des ouverts de cartes. Nous avons d* = dY au voisinage
de tout pointde UNV.

DimonstratiON @ Ceci suit de la deuxiéme partie de la proposition 6.3.2 appliqué a la
variété UNV. O

Nous pouvons construire alors la différentielle extérieure en posant dw = d*w, au
voisinage d"un point m, pour des coordonnées définies au voisinage de m.

6.4 Formes différentielles induites

Définition 6.4.1. Soit M et N deux variétés et F une application C* de M dans N. Si w est une
p-forme sur N, la forme induite par F est la forme

Fw:m— (T,F) wrgm-
En particulier, on a

(Fa)m(u, ..., up) = @peny(TuFW1), ..., TuF(up)).
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REMARQUES :

1. On remarque que si « est une forme C* qui s’écrit

a:fldfz/\.../\dfp.

Alors
Fa=(fioF)d(f,oF)A...Ad(f, o F),

et en particulier F*a est C*. Comme toute forme C* est combinaison linéaire locale-
ment de fonction sous la forme fidf, A...df,, ceci nous garantit que la forme induite
d’un forme C* est bien C*.

2. SiF est une application de R* dans lui-méme
F'(dx1 A ... Adxy) = J(F)dxy A ... Adxy,

olJ(F) : x — det(DyF) est le jacobien de F.

6.5 Un premier formulaire

Le théoreme suivant réunit les propriétés importantes de la différentielle extérieure

Théoréme 13.

dda) = 0, (6.18)
d(Ffa) = Fda, (6.19)
dl@np) = danp+(=1)%8@Wa Adp. (6.20)

DimonsTraTION : Soit o forme de degré k avec k < p — 2, soit ¢ la fonction qui vaut
constamment 1. Alors
d(da)) = d(yda) = dyp Ada = 0.

Remarquons que si f est une fonction, F*df = d(f o F).
Ensuite, par linéarité, il suffit de la vérifier la deuxiéme propriété, pour une forme o qui
s’écrit

a:fldfz/\.../\dfp,

puisque toute forme localement est sous de forme qui admettent cette écriture. Alors
Fa=(fioF)d(foF)A...Ad(f, o F).
En particulier
d(Fa)=dfiocFAdfyoFA...Adf,oF=F(dfindfA...df,) = Fda.
Démontrons la derniére propriété. A nouveau, il suffit de le vérifier par récurrence pour

a = fday B = gdpo
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On a alors puisque par récurrence dag A dfy est exacte:

dlanp) = d(fgdaoAdpo) (6.21)
= gdfag Adpy + fdgao Adpo (6.22)
= (dfao) A (gdBo) + (=1)*8W(fdao) A (dg A dBo) (6.23)
= daAB+(=1)%8@Wg AB. (6.24)

6.6 Champ de vecteur et produit intérieur

6.6.1 Champ de vecteurs
Nous commengons par reproduire un schéma connu.

Définition 6.6.1. (i) L'espace tangent a M est

™ = |_| T,.M.
meM

(ii) Un champ de vecteur est un application & : m — &,, de M dans TM telle que pour tout m,
Em appartienne a T,,M.

(iii) Un champ de vecteur & est de classe C* sur M au voisinage de m s’il s'écrit

i=n p)
&= ;‘ Eia—xi,

pour un systeme de coordonnées (x1, . .. x,) au voisinage de m et des fonctions &; de classe C*

(iv) L'espace vectoriel de champs de vecteurs de classe C* sur M est noté x*°(M).

6.6.2 Produit intérieur
Nous pouvons maintenant définir le produit intérieur

Définition 6.6.2. Le produit intérieur de la p-forme w et du champ de vecteur & est la p — 1-forme
Lz définie par
(te@)m = Lg, W

On vérifie en utilisant de coordonnées locales que si & et w sont C™ alors tsw est aussi
COO
6.6.3 Dérivation en un point
Nous allons introduire un nouveau point de vue sur les champs de vecteurs.

Définition 6.6.3. Une dérivation en un point m d’une variété M est une application linéaire d de
C*(M) a valeurs dans R telle que
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(i) df = 0si f sannule au voisinage de m,

(ii) J(fg) = f(m)dg + g(m)df.
Nous avons alors

Proposition 6.6.4. Un vecteur tangent X en mq définit une dérivation dx par dx := f — dfiu,(X).
Réciproquement toute dérivation provient d'un vecteur tangent en my.

DfMONSTRATION : Soit d une dérivation en mg. Soit (x1, ..., x,) des coordonnées au voisinage
de my telles que x;(mp) = 0. Si f est une fonction C* on peut écrire au voisinage de 1

f Z (mO)xz + Z hix;,

otiles fonctions k; s’annulent en 1. Nous en déduisons que

of = Z (m0)(91).

Soit donc X le vecteur tangent en m défini par

X= f(axi)ai
P

i

Alors, pour toute fonction f,

i=n P
df(X) = Z(axi)a—£ = 9f.
i=1 !

Nous venons de montrer que toute dérivation provient d’un vecteur tangent. O
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Lemme de Poincaré et
cohomologie

7.1 Présentation

Définition 7.1.1. Nous dirons qu’une forme différentielle est fermée si sa différentielle extérieure
est nulle, et nous dirons qu’elle est exacte si elle est la différentielle d’une forme. Nous dirons enfin
que deux formes sont cohomologues si leur différence est exacte.

Toute forme exacte est fermée car d od = 0. La réciproque dépend de la forme de
l’espace comme nous l’avons vu dans le cas de R? et R? \ {(0, 0)}.

7.1.1 Espace contractile et homotopie

En anticipant sur une définition plus générale, nous dirons qu'une application — ou un objet
comme une forme différentielle — est C* sur [0, 1] X M, si il est la restriction d"un objet C*
défini sur [—€,1 + €] X M.

Définition 7.1.2. Nous dirons que deux applications F et G de classe C* de M dans N sont
homotopes s'il existe une application H — appelée homotopie — de classe C* de M x [0,1] dans N
telle que H(m,0) = F(m) et H(m, 1) = F(m).

Définition 7.1.3. Nous dirons qu’une variété M est contractile si l'identité est homotope a une
application constante.
REMARQUES :

1. L'espace R" est contractile de méme que tout ouvert étoilé de IR". La contraction H
est donnée par H(s, m) = sm.

2. Nous verrons plus tard qu'une variété compacte n’est jamais contractile.

36
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7.1.2 Lemme de Poincaré et formule d’homotopie
Notre but est de montrer le lemme de Poincaré

Lemme 7.1.4. [PoiNcaRE] Si M est contractile, alors toute forme fermé de degré non nulle est
exacte.

Ce lemme est une conséquence de la

Lemme 7.1.5. [FormuLE D'HOMOTOPIE] Soit F et G deux applications homotopes de M dans N.
Soit w une forme fermée sur N. Alors F*w et G*w sont cohomologues.

Montrons que la formule d’homotopie entraine le lemme de Poincaré. Soit P une
application constante. Soit @ une forme fermée. Alors Id" w — P*w est exacte. Or P*w =0 et
Id" w = w. Le lemme de Poincaré suit.

Avant de démontrer la formule d’homotopie nous avons besoin de décrire les formes
différentielles sur M x [0, 1]

7.2 Démonstration de la formule d’homotopie

Introduisons quelques notations :

7.2.1 Formes différentielles sur M X [0, 1]

e Pour tout m de M, notons c,, la courbe tracée sur M donnée par u — (m,u). Nous
noterons d; le champ de vecteur sur M X [0, 1] défini par

di(m, s) = ¢ (s),

e Nous noterons également ¢ la projection de M X [0, 1] sur le deuxieéme facteur et df sa
différentielle. On a dt(d;) = 1

e Pour tout f, nous noterons enfin j; I'injection de M dans M X [0, 1] donné par m + (m, t)

Précisons les notations dans le lemme suivant. Si 8 est une forme M X [0, 1], j; devient
une famille de formes sur M, dépendant d’un parametre, sur M. On pose alors

.x.a M — i (*a)
ot ]S . dS ot ]S m-

ds

Lemme 7.2.1. [UN CAS PARTICULIER DE LA FORMULE DE LIE-CARTAN] Soit o une forme sur
M x [0,1] alors

du Ju® = ]s@zda + ]sd(@[“) (71)

u=s

DimonstraTION @ Soit (U, (X1, . . .,Xx,)) une carte sur M. Nous allons raisonner dans U %X [0, 1].
Pour éviter les confusions, nous noterons £;, la fonction x; vu comme fonction sur
M x[0,1], de telle sorte que pour tout s,

];dfz = dxi, Lgtdfj =0.
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Supposons a de degré p. Nous pouvons écrire

+ Z ol (X, 5)dz; .

JeI(p-1)

a=dtA [ Z ol (X, 5)d#

IeI(p)

ap ay
Nous observons que 1y,a = ap et que
fa=jen= ) al(Xs)dx;.
JeZ(p-1)

Nous obtenons donc

d(jsta,) = d(jse),
Z 2y (X,s)dx; A d
= —(X,s)dx; A dx;.
1€1(p),i oxi
Par ailleurs,
dal
da = Z'g—xf(X,s)dﬁi/\dt/\dfq
1€1(p),i
dal da!
+ Z za—;(x,s)daemdae]+ Z a—tl(X,s)dt/\cb?].
Jerp-n i JeI(p-1)
Ainsi
dal dal
1pda = Z a—tl(x,s)dae]— Z a—;(X,s)dJ?i/\dfq,
JeI(p-1) Iefp)i "
et
. dal da)
joda = Z = (X, s)dlx) - Z (X, 5)dx; A da.
JeI(p-1) Ief(p)i
En conclusion
bt b3 aa{
jed(tp,@) + jipda = W(X,s)dx,,
JeI(p-1)i
= E s ]ua.

La démonstration de notre formule est terminée. O
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(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

(7.6)

(7.7)

(7.8)

(7.9)

Nous généraliserons plus tard la formule de Lie-Cartan dans le lemme 10.3.2. Nous
utiliserons alors le cas particulier démontré ci-dessus. En exercice, nous proposerons une
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démonstration indépendante utilisant une récurrence sur le degré de la forme ; cet exercice
peut se faire dés maintenant.

Exercice : Nous proposons en exercice une approche plus conceptuelle de la formule de
Lie-Cartan. La démonstration se fait par récurrence sur le degré de la forme a

1. Montrez la formule pour k = 0.

2. Supposez vraie la formule pour toute les formes de degré k, montrez la formule de
Lie-Cartan pour les formes de degré k + 1 qui s’écrivent fda avec f une fonction et
a de degré k. On utilisera la propriété fondamentale de la différentielle extérieure :
d(fda) =df Ada.

3. Conclure.

7.2.2 Un cas particulier de la formule d’homotopie

Nous allons démontrer un cas particulier mais plus précis de la formule d’homotopie qui
entrainera la cas général. Nous montrons

Lemme 7.2.2. Soit H défini de Q¥ (M x [0, 1]) dans QX(M) par

1
HG) = [ i
0
Alors pour toute forme o définie sur M X [0, 1] nous avons

1a— joa = d(Ha) + Hd(a).

DEMONSTRATION : En effet

la—joa = f: % . jpads, (7.10)
= .quaada-kdﬁyaakbf (7.11)
01 1
= f Jatg,dads +d (f ]:L(;tads) , (7.12)
= Hod(a) + d(H(a). i (7.13)

O

7.2.3 Preuve de la formule d’homotopie
Nous considérons une homotopie F entre Fj et F1. Autrement dit,
Fo=F o jj,
Fy=Foj.
Nous en déduisons que
Fla — Fya = d(H o F'(a)) — H o F'da.

Le lemme suit de cette observation.
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7.3 Cohomologie de Rham

Définition 7.3.1. Le k-éme groupe de cohomologie de Rham de la variété M — noté H*(M) —
est le quotient des formes fermées de degré k par les formes exactes :

HYM) = {w € QM) | dw = 0}/{da | @ € QF1(M)).

Si w est une forme fermée, nous noterons [w] sa classe de cohomologie, ¢’est-a-dire sa projection
dans H*(M)

Le k-éme nombre de Betti de la variété M — noté b*(M) — est la dimension de son k-éme groupe
de cohomologie de Rham.
REMARQUES :

1. Le nombre de composantes connexes de M est b°(M).

2. Le lemme de Poincaré nous dit que pour une variété contractile M, b*(M) = 0 pour
k> 0.

3. Un théoreme de Rham affirme que les nombres de Betti d"une variété compacte sont
finis.

4. Par définition deux formes sont cohomologues si leur classes de cohomologie sont
égales.

Introduisons de nouvelles notions relatives a I’homotopie

Définition 7.3.2. Une application F de classe C* d’une variété M vers une variété N est une
équivalence d’homotopie s'il existe une application C* de N dans N telle que G o F est homotope
a l'identité dans M et F o G est homotope a l'identité de N. Une sous-variété N de M est un retract
par déformation de M si il existe une application R de M x [0, 1] dans M telle que

(i) Pour tout m de M, R(m,0) = m.
(ii) Pour tout nde N et tout t, R(n, t) = n.

(iii) Pour tout m de M, R(m, 1) appartient a N.

REMARQUES :
1. L'injection d’un retract par déformation est une équivalence d’homotopie.
2. L'injection d"un point dans une variété contractile est une équivalence d’homotopie.
3. L'application m + (m, 0) est une équivalence d’homotopie de M dans Mx] —1,1[.
4. Un difféomorphisme est une équivalence d’homotopie.
5

. La composée de deux équivalences d’homotopie est une équivalence d’"homotopie.

La proposition-définition suivante est une conséquence de 1'égalité d o F* = F* o d et sa
démonstration est laissée en exercice
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Proposition 7.3.3. Soit F une application C* d’une variété M dans une variété N. Il existe alors
une unique application notée [F*] et dite induite en cohomologie par F —ou F* lorsqu’il n'y a pas
d’ambiguité — définie de H*(N) dans H*(M) par

[F']([w]) = [F(w)]-
Nous avons alors

Théoréme 14. Si F et G sont deux applications C* homotopes d'une variété M dans une variété
N, alors

[F]=[G'].
Nous en déduisons immédiatement
Corollaire 7.3.4. Nous avons
(i) Une équivalence d"homotopie induit un isomorphisme entre les groupes de cohomologie.
(ii) Deux variétés difféomorphes ont les mémes nombres de Betti.
(iii) Si N est un retract par déformation de M, M et N ont des cohomologies isomorphes.

DimonstraTION @ La démonstration du théoreme est une conséquence immédiate de la
formule d’homotopie. O

7.4 Calculs de cohomologie

7.4.1 Lacohomologie du cercle

Soit S! le cercle unité de C.
Nous montrons

Théoréme 15. Nous avons

weEShH = 1 (7.14)
b'ishH = 1 (7.15)
(7.16)

DEMONSTRATION : On écrit S = UUV, oull = S\ {u} et V\ {u} sont deux ouverts contractiles
telle que U NV = A LI B, oulA et B sont deux ouverts connexes disjoints.

Soit w une 1-forme sur S'. 1l existe f définie sur U telle que df = w et g définie sur V
telle que dg = w. En particulier f — g est localement constante sur UN V. Deslors f — g =a
sur A et f — g = b sur B, otz et b sont deux constantes réelles.

L’application @ — a — b ne dépend pas du choix de f et g, elle ne dépend que de la
classe de cohomologie de w. Nous venons de construire une application | de H!(S') dans
RR. On vérifie que si J(w) = 0 alors on peut choisir les primitives f et g de facon a ce qu’elles
coincident sur U NV et en particulier w est exacte.

L'application ] est donc injective et puisque H' (') est non trivial, ] est un isomorphisme.
Nous venons de montrer que b'(S!) = 1. Par ailleurs S' étant connexe, b°(S!) = 0. O
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Nous notons ¢ I'application définie de [0, 1] dans S! par c(t) = ¢2™. Remarquons que

[df:O.

En particulier I’application [c] : H'(S') — R qui a [w] associe fc w est bien définie.

Proposition 7.4.1. L'application [c] est un isomorphisme

DEmonstraTION : Nous savons que [c] est surjective car fc do est non nulle. Elle est donc
injective car b'(SY) = 1. O

7.4.2 La cohomologie des spheres

Théoréme 16. Nous avons

ey = 1 (7.17)
s = 1 (7.18)
GS" = 0si0<k<n. (7.19)

On montre tout d’abord H!(S") = 0 si n > 1. On construit ensuite un isomorphisme
entre H*(S") et H*"1(5""1) si k > 2. Détaillons cette construction.

On considere deux points u et v de 5". On pose U = §" \ {u} et V = 5"\ {u}. On remarque
alors que U U V = §" et que U et V sont contractiles.

La proposition cruciale est la suivante

Proposition 7.4.2. Il existe une unique application | linéaire définie de H*(S™) dans H*-'(U N V)
caractérisée par

J([w]) = [p - al.
e Pour toute forme a € Q¥ (U) telle tel que da = w sur U.

e Pour toute forme p € Q"(V) telle que df = w sur V

DimonsTRATION : Avec les notations de la proposition, on remarque que f§ — a est effective-
ment fermée. Pour conclure la démonstration, il suffit de montrer que [ — a] de dépend
que de la classe de cohomologie de w. C’est une vérification que nous laissons en exercice.
La linéarité suit de 'unicité. O

Nous avons alors

Proposition 7.4.3. L’application | décrite par la proposition est une bijection si k > 1.

DEmonsTRrATION : On utilise la fonction 1 qui vaut 1 au voisinage de u et 0 au voisinage
de v. On remarque que si & est une forme définie sur U N V alors ¢ est définie sur U et
(1 — )& est définie sur V.

Montrons l'injectivité de J. Supposons § — a = dy. Alors § = g+ d((1 — ¢)y) est définie
sur U et @ = a — d(iy) est définie sur V. Par ailleurs df = @ sur U et dd@ = w sur V. Enfin
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par construction f = & sur U N V. Nous obtenons une primitive de @ en posant & = f3 sur
Vet @ = @ sur U. Autrement dit si [[w] = 0, alors w est exacte et donc [w] = 0.

Montrons la surjectivité de w. Soit y une k — 1 forme fermée définie sur U N V. Posons
w = dip Ay qui est bien définie sur 5" car dy s’annule au voisinage de u et v. La forme w
est fermée et on vérifie alors que J[w] = [y]. O

Comme UNYV est équivalent en homotopie a S"! on en déduite que H*(S") estisomorphe
a H*1($"1). Pour achever la démonstration du théoréme 16 par récurrence et se ramener
a la proposition 15, il suffit de montrer

Proposition 7.4.4. Nous avons b*(S") = 0sin > 1.
DimonsTrATION : On raisonne de maniere analogue. Si w est une forme de degré 1. Elle
posseéde des primitives f et g sur U et V respectivement. Comme U N V est connexe, f — g

de différentielle nulle est une constante k. Une primitive de w est alors définie par ¢ = f +k
surUetp=gsurV. O

7.4.3 Cohomologie de R? privé d’un nombre fini de points

La proposition suivante nous permet de compter le nombre d’éléments d"une sous-ensemble
du plan de maniére certes compliquée mais en étudiant seulement le complémentaire de
cet ensemble.

Proposition 7.4.5. Nous avons

V'R \ {x1,..., %)) = p. (7.20)

DEmMoNsTRATION : On supposera pour simplifier que x; = (i, 0). Nous pouvons écrire
M=R*\{xy,...,x,}) = UnYV, (7.21)

oull et V sont deux ouverts contractiles et ol

i=n

unv = |_|Ai,
i=0

pour des ouverts A; connexes. Soit w une forme fermée sur M et f et ¢ deux primitives de
w sur U et V respectivement. On remarque que f — g est localement constante et vaut une
constante k; sur A;. On montre ensuite que 1’application

J:lw]l e (ki = ko, ...,k — ko),

est bien définie de H'(M) dans IR”. On remarque alors que ] est injective. On montre que |
est surjective soit en utilisant des partitions de 1'unité, soit en considérant la forme

w; = Td6,

ouT; = x — x — x; est définie de M dans R? et en calculant [(w;). O
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Orientation et variétés a bord

8.1 Formes volumes et orientation

Définition 8.1.1. [ForME voLUME] Soit M une variété. Une forme volume sur M est une forme
de degré maximale qui ne s’annule jamais. Deux formes volumes « et f définissent la méme
orientation si a« = f.p oiif est une fonction strictement positive. La classe d’orientation d’une
forme volume est I'ensemble des formes volumes définissant la méme orientation.

REMARQUES :
1. La forme Vol, = dx; A ... A dx,, est une forme volume sur IR".

2. Si a et f sont deux formes volumes sur une variété connexe, alors soit @ a la méme
orientation que f3, soit a & la méme orientation que —p.

3. Définir la méme orientation est une relation d’équivalence sur les formes volumes.

Définition 8.1.2. [OrieNnTATION] Une variété est orientable si elle possede une forme volume. Le
choix d’une classe d’orientation définit une orientation sur M. L'orientation définie par une forme
volume est celle donnée par sa classe d’orientation. L’orientation opposée de celle définie par w
est l'orientation définie par —w.

REMARQUES :

1. Une variété connexe orientable a exactement deux orientations.

2. L'orientation canonique de R" est celle donnée par Vol,.

Définition 8.1.3. [ORIENTATION ET DIFFEOMORPHISME] Soit M et N sont deux variétés orientées
par les formes volumes wy et wy. Un difféomorphisme ¢ de M sur N préserve 1'orientation si
¢ wn définit la méme orientation que wy, il renverse 1’orientation si ¢*wy définit I'orientation
opposée i wy.

REMARQUES :

44
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1. Si¢estundifféomorphisme d’une variété M connexe alors soit ¢ conserve l’orientation,
soit ¢ renverse I'orientation et ceci quelle que soit I’orientation de M.

2. Rappelons que si ¢ est un difféomorphisme de IR", son jacobien est défini par

J(¢)x = det(Dx).

Alors ¢ conserve l'orientation si son jacobien est positif, il renverse 1’orientation si
son jacobien est négatif.

La proposition suivante nous donne un critere d’orientabilité

Proposition 8.1.4. Une variété M est orientable si et seulement si il existe un atlas {(U;, X;)}ier
dont les changements de cartes Xj o X' conservent I'orientation.

L’orientation associée & un tel atlas est alors celle pour laquelle les coordonnées conser-
vent |’orientation.

8.2 Variétés a bord

8.2.1 Le demi-espace
Définition 8.2.1. [DEMI-ESPACE]

(i) Le demi-espace est
H" := {(x1,...,x;) € R" | x; <0}.

(ii) Le bord du demi espace est

OH" := {(x1,...,x,) € R" | x; = 0}

(iii) Si U est un ouvert de H", le bord de U est

U :=UuUndH".

(iv) L'intérieur d'un ouvert U est I'ouvert de R" défini par (U) := U \ IU.

(v) Une fonction — ou une application — continue f définie sur un ouvert U de H" est de classe
C® si elle est la restriction d'une fonction — ou d’une application — C* définie sur un ouvert
de R™.

(vi) Un homéomorphisme de U sur V est un difféomorphisme s’i’l est C* ainsi que son inverse.
Signalons les propriétés intéressantes suivanyes
Proposition 8.2.2. (i) Si ¢ est un difféomorphisme alors ¢(IU) = I(p(U).

(i) L'application F est C*, si elle est C* sur int(U) et si ses dérivées partielles s'étendent con-
tinA»ment a U.
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8.2.2 Variétés a bord

Nous pouvons maintenant mot pour mot étendre la définition des variétés aux variétés a
bord a en parlant de cartes a bord qui sont des cartes a valeurs dans le demi espace. Il nous
reste & introduire une définition

Définition 8.2.3.

Le bord dM d’une variété a bord est I'ensemble de points m de M qui posséde une carte (U, X) telle
que X(m) appartienne au bord de X(U).

REMARQUES :

1. Si m est un point du bord, d’aprés la proposition 8.2.2, pour toute carte (V,Y), Y(m)
appartient au bord de V(Y).

2. Si f est une fonction d’une variété M a valeurs dans R et si y est un nombre tel que
f est une submersion le long de f~(y) alors f~![y, +co[ est une variété a bord dont le
bord est f~1(y)

3. On peut montrer — c’est le théoréme du collier — que toute variété a bord est obtenu
par la procédure précédente.

On définit alors comme pour les variétés les fonctions, applications, formes différen-
tielles et champ de vecteurs C* sur les variétés a bord. Nous identifierons enfin 'espace
tangent au bord de M en un sous-espace vectoriel de l'espace tangent &8 M en m. Cet
hyperplan vectoriel T,,dM sépare 1'espace vectoriel T,,M en deux composantes que nous
pouvons distinguer

Définition 8.2.4. Soit m un point du bord de M et X un vecteur tangent en m.
(i) Levecteur X est normal si X n’est pas tangent a IM, c’est-a-dire s'il n’appartient pas a T,,0M.

(ii) Le vecteur X est normal extérieur si il est normal et s’il existe une courbe c : [0,1] — M telle
que ¢(1) = X.

On montre alors en utilisant des partitions de l'unité
Proposition 8.2.5. Toute variété a bord admet un champ de vecteur normal extérieur le long de son
bord.
8.2.3 Orientation du bord d’une variété a bord

Définition 8.2.6. Soit M une variété a bord, orientée par une forme volume (). L’orientation
canonique du bord dM est celle définie par 1xw ouX est un champ de vecteur normal extérieur.

On vérifie alors que l'orientation du bord de IH" donnée par cette convention est celle
donnée par dx; A ... Adx,.
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Intégration des formes
différentielles

9.1 Intégration sur R”

Nous noterons A la mesure de Lebesgue sur IR”. Nous introduisons alors la définition
suivante

Définition 9.1.1. Soit w = f Vol, une forme de degré maximale a support compacte sur IR".
L’intégrale de la forme w sur R" est le nombre réel défini par

f W= fdA.
n RV'

L'intérét de cette définition est que la formule de changement de variables s’écrit tres
simplement

Proposition 9.1.2. [CHANGEMENT DE VARIABLES] Soit ¢ un difféomorphisme préservant I'orientation
de U sur un ouvert ¢(U). Soit w une forme de degré maximal définie sur U et a support compact.

Alors
f(j)*w:f w.
u o)

DimonstraTION : Ceci suite de la formule de changement de variables pour les fonctions :

f (f o D@ = f fdA.
u o)

9.2 Intégration sur une variété

Soit M une variété orientée — éventuellement a bord — de dimension n. Soit Q!!(M) 'espace
vectoriel des formes différentielles de degré n a support compact.

47



CHAPTER 9. INTEGRATION DES FORMES DIFFERENTIELLES 48

Théoreme 17. 1l existe une unique forme linéaire de QO (M) a valeurs réelles

wqf@
M

telle que si (U, X) est une carte préservant l'orientation et si w est a support compact dans U alors

Jue= Jocre

Ceci nous conduit a la définition suivante
Définition 9.2.1. Le nombre fM w est I'intégrale de w sur M.
DEMoNsTRATION : Le premier point a démontrer est 1'unicité. Soit donc {(V;, Yi)}ier un atlas

préservant l’orientation et soit ¢; une partition de I'unité subordonnée a V;. Soit w € Q' (M);
nous pouvons donc écrire
=) b
i

otiles ¢;.w sont des formes a support dans V;. Soit v — fM w vérifiant les propriétés du

M M

iel

-y f ¥ Yo, ©.1)

el v Yi(Vi)

Or I'équation (9.1) définit de maniere univoque f w. Ceci démontre bien l'unicité.
Pour démontrer 1’existence, nous allons utiliser 1’équation (9.1) pour définir I'intégrale.
Soit donc A = {(V}, Yi, ¢i)}ier comme dans le début de la démonstration et posons

ﬂ w = ; fy i(Vi)(Yi_l)*qbia). (9.2)

Pour conclure, il nous suffit donc de montrer que si (U, X) est une carte et w a support dans

U alors
f X Yo = fq w. (9.3)
X(U) M

Comme (Y;!)*pjw est a support dans Y;(U N V;), on a par la formule de changement de
variables

Ayes _ STy Sy, .
fyi(vi)(Yi )(Pla) f;x‘(ViﬁU)(Yl )y piew L(Viﬂd)(x )(le 64

Ainsi,

A
X71 Nor!
oo = B0

iel
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Z fx(u)(x_l)*@w

i€l

f X Yo. (9.5)
X(L)

La démonstration du théoréme est finie. O

9.3 La formule de Stokes

Notre but est d’énoncer la formule de Stokes et de donner quelques applications dans la
section suivante.

Théoréme 18. [FOorRMULE DE STOKES] Soit w une forme a support compact sur la variété M. Alors

[ do- [ w 9.6)

REMARQUES :

1. Cette formule est une généralisation de la formule

b
f af = f(b) - f(@),

qui est la formule de Stokes en degré 1.

2. Formellement en considérant fM @ comme un appariement entre M et w, la différen-
tielle extérieure apparait comme la duale de 1’opération "prendre le bord".

3. Sile bord de M est vide, la formule de Stokes se lit

fda)=0,
M

DimonsTrATION : En utilisant une partition de 1'unité et la linéarité de l'intégrale, nous
pouvons supposer que w est a support dans un ouvert de carte. En utilisant les coordonnées
et la formule de changement de variables, nous sommes ramenés a démontrer la formule
de Stokes pour une forme a support compact dans le demi espace.
Nous noterons .
dx; = L%dxl/\.../\dxn.
i

Ainsi,
d(dx) = 0,
dx; A a-;Cj = Vol,,
dx]-/\a;i = Osii;tj.
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Par convention, le bord du demi-espace est orienté par 21;1 =dx; A... Adxy,.
Soit donc w une (1 — 1)-forme différentielle a support compact dans IH". Nous avons

w = i ﬁa;,
i=1

Intégrons tout d’abord w sur le bord du demi-espace. Les formes dx; s’annulant sur I'espace
tangent au demi-espace pour i strictement plus grand que 1, nous en déduisons que

f w = fla;1=f fidxa A ... dx,. 9.7)
JH" IH"

aHn
Par ailleurs

do = Y dfirdy
i=1
i=n P - .
Z —fdx,- A dx;
8x1-

lnal
e

i=1

Vol,, . (9.8)

Nous nous intéressons au terme de droite de I'équation ci-dessus. En utilisant le théoréeme
de Fubini et en intégrant sur les droites paralléles aux axes, nous avons donc pour i > 1

fn 3f.dx1 -dx, ff f(f &fldxl)dx, =0. (9.9)

La derniere égalité vient de ce que f; est a support compact. Pour i = 1 nous obtenons,
toujours en utilisant que f; est a support compact, la formule suivante

P) 0 5 _ _
f Ly ... dx, f f f ( f dxl)dxl = | fdu. (9.10)
i 0X1 OH"

En combinant les équations (9.7), (9.8) (9.9) et (9.10), nous obtenons la formule de Stokes.
O

9.4 Applications de la formule de Stokes

Nous allons trois donner trois applications différentes de la formule de Stokes, tout d’abord
la formule de Green-Ostrogradski, puis le théoreme du point fixe de Brouwer et enfin nous
calculerons la cohomologie en degré maximal.

9.4.1 Divergence et formule de Green-Ostrogradski

Nous noterons ¢, ) le produit scalaire de R". Soit & = Zl 1 &2 o un champ de vecteurs sur
R*. Par définition, la divergence du champ de vecteur & est la fonction

i=n 851

le(E) = %

i=1
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Le lien entre la divergence et la différentielle extérieure est donnée par la formule
d(t¢ Vol,,) = div(&) Vol,,

dont nous laissons la démonstration au lecteur.
Si Q est un ouvert borné de IR"” qui est une variété a bord, la mesure d’aire est la mesure
donnée par la forme volume
Aireyp = iy Vol,,

ouN est le champ de vecteur normé orthogonal a 1'espace tangent au bord de O et dirigé
vers l'extérieur de O.
La formule d’Ostrograski est une nouvelle formulation de la formule de Stokes

Théoreme 19. [ForMULE DE GREEN-OSTROGRADSKI] Soit & un champ de vecteurs défini sur un
ouvert d bord O, alors
f div(&) Vol,, = f (&,N) Aireyo .
o 90

DimonsTRATION : Cette formule suit de la formule de Stokes et de 1’observation suivante :
en tant que formes restreintes a O nous avons

ix Vol,, = (£,N) Aireyo .

Cette formule est en fait équivalente a la formule de Stokes pour les ouverts a bord de R”".
o

9.4.2 Le théoréme du point fixe de Brouwer
Soit B, := {u € R" | ||u|| < 1} 1a boule de IR".

Théoréeme 20. [Brouwer] Toute application continue de la boule dans elle méme possede un point
fixe. Autrement dit pour toute application F continue de B, dans elle -méme, il existe x tel que
F(x) = x.

La démonstration se fait en trois étapes.

Rétraction

Nous dirons qu'une application G de B, dans S""! = 9B, est une rétraction si Glg1 est
I'identité. Nous montrons

Théoreme 21. Il n’existe pas de rétraction C* de B, dans sl

DEMONSTRATION : Soit F une telle restriction. Soit w une forme volume sur S"~1. Alors

f w#0. (9.11)
Sn-1

f wzf F*a)zfd(F*w).
Gn-1 Sn-1 B,

Mais d(F'w) = F*(dw) = 0 car w est de degré maximal sur S"~! donc fermée. Nous obtenons
la contradiction en comparant avec I’équation (9.11). Il n’existe donc pas de rétraction de
B,, sur son bord. O

Par ailleurs
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Le cas lisse du théoréme de Brouwer

Nous montrons

Théoreme 22. Toute application C* de la boule dans elle-méme posséde un point fixe.

DimonstraTION : Nous raisonnons par ’absurde et soit G est une application sans point
fixe de la boule dans elle-méme, nous construisons une rétraction F de B,, dans son bord,
en posant

F(x)=vy,
oy est le I'intersection — du coté de x — de la droite passant par x et G(x) avec le bord de
§"=1, Ceci nous fournit une contradiction.

Approximation et conclusion

Pour conclure, il nous suffit de montrer que s'il existe une application continue G sans point
fixe, alors il existe une application C* sans point fixe F de la bourle dans elle méme. Soit
donc G un application continue sans point fixe de la boule dans elle-méme. Il existe donc
un réel € > 0 tel que pour tout x de B,, on a

[lx — G(x)|| > 4e.
Soitdonc A =1 —e€. Alors G, : x = AG(x) vérifie
llx = Ga@)Il = llx = G(x)I| - el Gl > 3e.

On sait — par exemple en utilisant une convolution — qu’il existe une application F de classe
C™ et e-proche de G,, c’est-a-dire que pour tout x de B,

IF(x) = Ga(x)ll <e.
Alors F envoie la boule dans elle-méme :
IFI <G| +e<A+e=1.
De plus, F n"a pas de point fixe
IF(x) = xI| > IG(x) — xl| — [lx — F(x)I| > 2¢ —€ = €.

Nous pouvons donc déduire le théoreme du résultat du paragraphe précédent. O

9.4.3 Cohomologie en degré maximal

Nous allons montrer le résultat suivant.

Théoreme 23. Soit M une variété connexe orientée. Soit w un forme a support compact de degré
maximal défini sur M. Alors, il existe une forme o a support compact définie sur M telle que da = w

si et seulement si
f w =0.
M

Nous en déduisons le corollaire suivant

Corollaire 9.4.1. Si M est une variété compacte, connexe et orientable de dimension n alors
b"(M) = 1. En particulier, une variété compacte orientable n’est jamais contractile.

La démonstration se fait en plusieurs étapes
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Le cas des spheres

Nous avons vu que b"(S") = 1. L'application w — fs" w est une application bien définie de
H"(5") dans R. S" admettant une forme volume — qui est donc d’intégrale non nulle — cette
application est une bijection. Le résultat suit.

Le cas de R"

On considere le difféomorphisme I de R" avec S" \ {infty}. Nous remarquons que w est
a support compact dans R" si et seulement si il existe une forme différentielle @ nulle au
voisinage de oo telle que w = I"®.

Soit donc w et support compact sur R” et d’intégrale nulle. Il existe alors @ nulle au
voisinage de oo telle que w = I'®. En particulier

fd):f w =0.
SVI n

Nous déduisons du paragrphe précédent que w = df. A priori,  n’est pas nulle au
voisinage de co. Par contre df = 0 au voisinage de l'infini. Il existe donc y définie au
voisinage de oo telle que dy = . En choisissant ¢ constante égale a 1 au voisinage de oo de
support inclus dans le domaine de définition de y, on pose

a=p—d(¢p).
Alors a = 0 au voisinage de oo et
da=dp=a.

En particulier, I'a est a support compact et d(I'e) = w.

Le cas général

Soit w a support compact. Nous laissons en exercice le soin au lecteur de démontrer le
résultat suivant.

K c Ui u;.

Nous allons montrer par récurrence sur p qu’il existe une forme a support compact 3,
tel que dans w — d, est a support compact dans V, = U, U ... U U.

Supposons que cela soit vrai au rang p, posons alors w,-1 = @ — df,,. Nous pouvons
écrire en utilisant une partition de l'unité

Wp-1=Yp + ap,

olry, est a support compact dans U, et a, est a support compact dans V,. Quelque soit
I'ouvert non vide O, il existe une forme a support compact dans O et d’intégrale 1. En
particulier, il existe une forme 1, a support dans U, N V,, telle que

fﬂp:fyp-
up uﬂ

D’apres le paragraphe précédent et puisque U, est diffomorphe a R", il existe x, a support
compact dans U, telle que
Ve = 1p + dxp-
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En particulier

W =ay + 1y +d (Bp-1 + Xp),
—— ——
@p By

oup, est a support compact et w, est a supportc compact dans V,. Nous avons terminé
notre démonstration par récurrence. En particulier, il existe f a support compact telle que
@ = w — dp est a support compact dans Uy. Maintenant

ka(co) =0.

D’apres le paragraphe précédent, il existe o a support dans Uy telle que
@ = da.

Ceci entraine le théoréme.



Chapter 10

Champ de vecteurs

Notons x*(M) l'espace vectoriel des champs de vecteurs C* sur la variété M. Sur R",
un champ de vecteur décrit géométriquement une équation différentielle indépendante
du temps. Le théoreme d’existence et d’unicité des solutions d’équations différentielles
ordinaires se traduit en termes du flot du champ de vecteur associé.

10.1 Flot d'un champ de vecteurs

10.1.1 Flot d’un champ de vecteurs sur R"

Un champ de vecteurs défini sur un ouvert U de R" est la donnée d’un famille X de fonctions

définie sur U.
X=(Xy,...,Xpn).

L'équation différentielle associée est alors

Xl(xll e /xﬂ)/

Il

d
a1
Sv = X

drtn = n 1/«~-/xn)-

Une solution de cette équation — ou orbite du champ de vecteur — est donc une courbe ¢ =
(x1,...,cn) telle que ¢ = X(c).

(P : (xr t) - (P(x/ t) = (Pt(x)/
La notion de flot est utile pour décrire les solutions.

Définition 10.1.1. [Frot] Un flot du champ de vecteurs X défini sur un ouvert U, est une
application C* ¢ : (x,t) = ¢(x,t) = Pi(x), définie sur un ouvert O de U X R, vérifiant pour tout
x, ({x} X R) N U est un intervalle contenant 0 telle que

e pour tout x, Po(x) = x,
e pour tout x, %qbt(X)L:S = X(s(x))

Les notions suivantes précisent le domaine de définition du flot.

55
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Définition 10.1.2. [FLot maximaL, comPLET] Le flot ¢ est maximal si pour tout flot ¢’ est un
flot défini sur O, alors O’ C Oet ¢’ = qb|o.
Le flot est completsi O = U x R

Les théoremes fondamentaux d’existence et d'unicité des solutions d"une équation dif-
férentielle et de leur dépendance C* par rapport aux conditions initiales se réécrivent alors
ainsi

Théoréme 24. Tout champ de vecteur admet un unique flot maximal.
De plus, si X est a support compact dans U, alors le flot de X est complet.

L'unicité entraine que, pourvu que les termes de 1’équation soient définis, nous avons

Dres(x) = Pr(ps)(x).

En particulier si le flot est complet, pour tout t, I'application ¢; est un difffomorphisme.
Ainsi, I'application t — ¢; est un morphisme de groupe de IR dans le groupe de difféomor-
phisme de R.

10.1.2 Flot d’un champ de vecteurs sur une variété

Les notions d’orbites et de flot d'un champ de vecteur se généralisent aux variétés. Soit
donc X un champ de vecteur défini sur une variété M.

Définition 10.1.3. Une orbite du champ de vecteur est une courbe c telle que ¢ = X(c).
Un flot du champ de vecteurs X, est une application C* ¢ : (x,t) — P(x, t) = Py(x), définie sur
un ouvert O de M X R contenant M x {0} telle que

o pour tout x, po(x) = x,
o pour tout x, §d,(x)|,_, = X(¢s(x)).

Le flot est maximal si pour tout flot ¢ défini sur O’, alors O’ C O et ¢’ = qb|o,.
Le flot est complet si O = U x R

La démonstration du théoreme 25 étant locale, elle se généralise immédiatement au cas
des variétés.

Théoreme 25. Tout champ de vecteur admet un unique flot maximal.
De plus, si le champ de vecteur est a support compact, alors son flot X est complet.

10.1.3 Flot d’un champ de vecteur dépendant du temps

Un champ de vecteurs dépendant du temps est une famille {X;};cr de champs de vecteurs
X; pour t variant dans R. Cette famille est C*, si dans une carte (U, (xy,...,x,) on peut
écrire

i=n p)
Xim) = ), film, =,
i=1 !
otles fonctions f; définies sur U X R sont C*.

Un tel champ est a support compact s’il est nul en dehors de K X R otiK est un compact
de M
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Définition 10.1.4. Le flot d'un champ de vecteur dépendant du temps est une application de O
dans M o110 est un ouvert de M X R X R contenant M X {(s,s) | s € R}

(m/ tl S) - d)?(m)’
telle que
o pour tout x, p3(x) = x
e pour tout x, ;‘(X)L:s = X(¢p5 (x))-

On définit de la méme maniere les flots maximaux et complets (tels que O = M X R).
Le théoreme d’existence et d'unicité du flot est également vrai dans ce contexte.

Théoreme 26. Tout champ de vecteur admet un unique flot maximal.
De plus, si le champ de vecteur est a support compact, alors son flot X est complet.

Le démonstration , laissée en exercice, consiste a regarder le champ de vecteurs dépen-
dant du temps X; comme un champ de vecteurs sur M X R. Puis a contruire le flot ¢ de ce
champ de vecteurs sur M x R, et a remarquer que ¢:(m,s) = (Ki(m,s),s + t). L'application

(m/ t/ S) - Kt—S(m/ S)/
est alors le flot de X;.

REMARQUES :

1. Par unicité, le flot d"un champ de vecteurs dépendant du temps vérifie
¢y © Py = .

2. En particulier, si le flot est complet alors pour tout s et ¢, ¢; est un difféfomorphisme
de M, d’inverse ¢!.

10.2 Crochet de Lie de deux champs de vecteurs

10.2.1 Dérivations

Nous avons vu que un vecteur tangent peut-étre défini comme un dérivation en un point.
De maniere analogue, une champ de vecteur peut-étre défini comme une dérivation.

Définition 10.2.1. Une dérivation sur une variété M est un endomorphisme linéaire d de C* (M)
(i) df = 0s’annule au voisinage d'un point m, si f s’annule au voisinage de m,
(ii) I(fg) = fdg + gdf.
Nous avons alors

Proposition 10.2.2. Un champ de vecteur X en mg définit une dérivation dx par dx = f — df(X).
Réciproquement toute dérivation provient d'un champ de vecteurs.

De nombreuses notations —dépendantes du contexte —sont utiliées pour noter la fonction
df(X) pour un champ de vecteur X et une fonction f : Lx f, X.f ou dx f.
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10.2.2 Crochet de Lie

Nous déduisons de la caractérisation des champs de vecteurs comme des dérivation,
I'importante définition suivante qui suit du fait élémentaire que si d; et d, sont des dériva-
tions alors

[01,02] : f — 91(92(f)) — D2(21(f)),

est également une dérivation.

Définition 10.2.3. Le crochet de Lie des deux champs de vecteurs X et Y, est le champ de vecteur
[X, Y] défini par
Lixyy = [Lx, Ly].

De la définition, nous déduisons aisément les propriétés formelles suivantes

Proposition 10.2.4. Nous avons

XYl = fIXY]-Ly(f)X
[X, Y] —[Y, X],
0 (X, Y] Z1 +[IY, Z], X] + [[Z, X], Y].

De la premiére formule, nous déduisons 1'expression du crochet de Lie en coordonnées.
Dy = i _ 9
SiX=Y,figetX=1Y,g7, alors

_ &gl af, a
XM=Y (05805 )

Les deux dernieres donnent a l’'espace vectoriel des champs de vecteurs une structure
d’algebre de Lie.

10.2.3 Champ de vecteur et difféomorphismes

Nous verrons plus tard que si deux champ de vecteurs X et Y ont pour flot {¢;}ser et {1)s}ser,
alors [X, Y] = 0 si et seulement si 1; et ¢y commutent pour tout f.

Définition 10.2.5. Soit X un champ de vecteur sur M et ¢ un difféomorphisme de M sur N. Le
transporté de X par ¢ est le champ de vecteur défini sur N par

P.(X)(1) = Ty (X @ ().
On note aussi

Y=

REMARQUES : On vérifient aisément les propriétés suivantes

L (¢ 0 9).(X) = ¢.(Yu(X)).
2. sic est une orbite de X alors ¢ o ¢ est une orbite de 1.(X)

3. Si {{i}ier est le flot de X, le flot de 1.(X) est {{ o ¢y 0 Y~ }ier.

Le crochet des champs de vecteurs s’interprétent a I'aide du transport.
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Proposition 10.2.6. Soit X un champ de vecteur de flot {p}er, alors

=[X, Y]
5=0

d .,
Ty

De plus, si {{t}ser est le flot de Y, alors [X, Y] = 0 si et seulement si ¢ et Y, commutent pour tout
sett

DfMONSTRATION : Soit Z = %(qf)s)*(Y)L:O. Soit f une fonction, calculons Lz f.
Par définition

Lofon) = g o] | 10.1)
5=0

= dfm(%(qus(m)(P_s(Y(qbs(m))) =0) (10.2)

= L (T¢s<m>¢>-s<¥<¢s<m>»))] . (10.3)

= %d@(m)(f © P—s)(Y(¢s(m))) (10.4)
s=0

On considere la fonction gs(m) = d,,(f o ¢_s)(Y(m)). Nous venons de montrer que

Lyfm) = 8:0m)

s=0

Lxgi(m),

2 g

s=0

= —dg,(m)Lx f(Y(¢pe(m)).

5=0

2 g0

Nous en déduisons donc que

Lz(f) = Lxgo — d(Lxf)(Y) = (LxLy — LyLx)f = [X, YIf

Nous venons de démontrer la premiére partie de la proposition.

Supposons maintenant que ¢s et ¢, commutent pour tout s et . Comme le flot de
(Ps)"(Y) est {¢ps 0 Pt 0 P_s}ter = {Yt}rer, NOus en déduisons que (¢s)*(Y) = Y. Donc d’apres la
premiere partie de la proposition [X, Y] = 0.

Supposons maintenant que [X, Y] = 0. Alors comme ¢¢.s = @1 0 ¢,

d ool odol
aqbs(y) s:t = (Pf aqbs(y) o =0.

Nous en déduisons que pour tout ¢, les deux champs de vecteurs ¢;(Y) et Y sont égaux,
leurs flots coincident donc. Autrement dit

{¢s o l,bt © ¢—s}tE]R = {ll)t}te]R-

Ainsi ¢ et ¢; commutent pour toutsett. O
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10.3 Calcul de Lie-Cartan

Nous avons vu agir les champ de vecteurs sur les fonctions par la formule

Lxf= Sfog,

4

s=0
lorsque ¢; est le flot de X. Nous généralisons cette action aux formes par la définition.

Définition 10.3.1. [DERrIVEE DE Lie D'UNE FORME] Soit X un champ de vecteur de flot {¢p;}ier et
w une forme différentielle, alors la dérivée de Lie de w par rapport au champ de vecteur X est la
forme différentielle

d *
Lyw = a(ps(w)

5=0

10.3.1 La formule de Lie-Cartan
La formule suivante est fondamentale, elle généralise le lemme 7.2.1

Lemme 10.3.2. [FormULE DE Lie-CartaN] Soit w une forme différentielle et X un champ de
vecteur. Alors
Lxw = dixw + txdw.

DfMONSTRATION : Lorsque la variété M est de la forme M = N X R, et X = J}, la formule de
Lie-Cartan est exactement la formule du lemme 7.2.1.

Supposons maintenant que X est un champ de vecteur quelconque sur une variété M
de flot {¢;}ter. Considérons 'application ¢ de M X R dans M donnée par ¢(t,x) = ¢¢(x).
Cette application est une submersion.

Nous remarquons que T, n$(dr) = X(¢(m)). Nous en déduisons que, si @ une forme
différentielle, a lors

¢ (lxw) = 15,0 ().

Notons enfin js(m) = (m,s). Alors, comme ¢s = ¢ o j;, nous en déduisons en appliquant la
formule de Lie Cartan en appliquant le lemme 7.2.1 appliqué a ¢*(w). O

Exercice : Nous proposons en exercice une approche plus conceptuelle de la formule de
Lie-Cartan qui nutilise pas le cas particulier du cylindre M x [0,1]. La démonstration se
fait par récurrence sur le degré de la forme a

1. Montrez la formule pour k = 0.

2. Supposez vraie la formule pour toute les formes de degré k, montrez la formule de
Lie-Cartan pour les formes de degré k + 1 qui s’écrivent fda avec f une fonction et
a de degré k. On utilisera la propriété fondamentale de la différentielle extérieure :

d(fda) = df A da.

3. Conclure.
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10.3.2 Un formulaire
La proposition suivante suit des définitions.

Proposition 10.3.3. Nous avons

Lx(@AB) = (Lxa) AB+aALxp, (10.5)
Lixvif = Lx(LyB)—Ly(Lxp). (10.6)

Si w est une forme de degré 1
do(X,Y) = (Lxw)(Y) - (Lyw)X) - o[X, Y]. (10.7)

Si {¢r}er est une famille C"" a un parametre de difféomorphismes et si X(m) = %¢t(m)| =g lors
pour toute forme différentielle w
d
—¢;w| =Lxw.
dt P o
Ces propriétés sont laissées en exercice. Pour la derniére, on la démontrera d’abord
pour les fonctions puis on utilisera le produit extérieur pour la généraliser.

10.4 Applications : construction de difféomorphismes

Dans les deux applications qui suivent, nous allons utiliser les champs de vecteurs pour
construire des difféomorphismes.

10.4.1 Transitivité du groupe des difféomorphismes
Nous allons démontrer le théoréme suivant

Théoréme 27. Soit M une variété connexe et x et y deux points de M, il existe alors un difféomor-
phisme ¢ tel que ¢p(x) = y.

DEmonsTRATION : Supposons tout d’abord que x et y sont dans le domaine d’un carte (U, ¢)
telle que ¢(U) est une boule, soit xy = ¢(x) et yo = P(y). Nous pouvons alors construire un
champ de vecteur X sur ¢(U) défini par

X(z) = x(2)-(yo — x0),

oty est une fonction a support dans ¢(U) qui vaut 1 au voisinage du segment [xo, yo]. La
courbe c : t — typ+ (1 —1t)xp alors une orbite de ce champ de vecteur. En particulier si {Lﬁ,}te]R
est le flot de X, alors g@l(xo) = 1p.

Comme X est a support compact dans ¢(U), il existe une champ de vecteur X, de flot
{i}ier & support dans U tel que ¢.(X) = X. En particulier, ¢1(x) = y. Le difféfomorphisme
¢1 envoie donc x sur y.

Fixons x un point de M et soit O, 'ensemble des points y de M tel qu’il existe un
difféomorphisme envoyant x sur y.

Le paragraphe précédent entraine que Oy est ouvert. En effet, si y € O et ¢o(x) = y il
existe un voisinage U de y, tel que pour tout z de U, il existe un difféfomorphisme ¢ tel que
¢(y) = z, dés lors ¢ o Po(x) = z. Ainsi U C Oy et Oy est ouvert.
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De méme, Oy est fermé. Soit y un point de ’adhérence de Oy et U le voisinage de y tel
que pour tout z de U, il existe un difféomorphisme ¢ tel que ¢(y) = z. Soit alors z € O, N U.
11 existe donc ¢y tel que ¢o(x) = z. En particulier, ¢~ o ¢o(x) = y. Ainsi y € O, et Oy est
fermé. Par connexité, il existe O, = M. O

On peut montrer de la méme manieére que pour tout n si (x1,...,x,) et (y1,...,Y,) sont
deux n-uplets de points distincts de M, il existe un diffomorphisme ¢ tel que pour tout i,

o(xi) = yi.

10.4.2 Le lemme de Moser

Le lemme de Moser montre que le groupe des difféomorphismes est transitif sur les formes
volumes de méme volume.

Lemme 10.4.1. Soit M une variété connexe, compacte orientée. Soit oy et oy deux formes volumes

telles que
fangal.
M M

Alors, il existe un difféomorphisme ¢ tel que

¢*(a1) = .

DimonstratioN : Nous déduisons des hypotheses que la forme ap — a1 est exacte. Soit
donc w telle que dw = ap — a;. Considérons par ailleurs la forme a; = ta; + (1 — t)ap. Soit
X; le champ de vecteurs dépendant du temps et défini par w = ix,a;. Par la formule de
Lie-Cartan

that = &y — 1.

Soit {¢}}s R le flot de X;. Nous savons que
£ oL =P},
rappelons également que

d
O] = X.m),

t=s

nous obtenons donc

d d

@ = ($e) @) @ . (10.8)
= () (Lx.ws + a1 — ap) (10.9)
= 0 (10.10)

Nous en déduisons que (¢?)*o; est indépendant du temps et en particulier

(@) a1 = ao.
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