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Chapitre 1

Géomeétrie affine

1.1 Points et vecteurs

1.1.1 Espace affine

Définition 1.1.1 [ESPACE AFFINE| Un espace affine modelé sur un espace vectoriel E défini sur
un corps K — ou d’espace tangent E — est un ensemble £ dont les éléments sont appelés points et
de deux applications définies :

1. la somme d’un point et d’un vecteur qui est une application de € x E dans &, (p,u) — p+u,
2. la différence de deux points qui est une application de € x € dans E (p,q) = q—p

telles que pour tous points p et q¢ de € et u et v de E, on ait les relations d’associativité suivantes

p+g—p = q (1.1)
(p+u)+v = p+(u+tw), (1.2)
p—q)+u = (p+u)—gq (1.3)

REMARQUES : On vérifie alors qu’on a les relations suivantes

p-p = 0 (1.4)
p+0 = p (1.5)
q—p = m—psietsulement si p=m, (1.6)
p+u = p+osietseulement si u=v. (1.7)

En effet, (p—p)+(¢—p) = (p+(¢—p)) —p=¢q—p. Doncp—p=0. Ainsip+0=p+(p—p) =p.
Si maintenant p+wu = p+ v, alors (p+u) —p = (p+v) —p ainso (p—p)+u= (p—p)+vet u=w.
Enfin, si (¢ —p) = (m —p) alorss g=p+ (¢ —p) =p+ (m —p) =m.

On utilise aussi la notation pg = ¢ — p. Avec ces notations, on a alors la relation de Chasles :

Proposition 1.1.2 Pour tous points p, q et m d’un espace affine £

—

pg = p+mgq. (1.8)

EXEMPLE :
1. Un espace vectoriel E est en particulier un espace affine modelé sur lui-méme.

2. Ainsi, R” admet une structure d’espace affine canonique. les somme et diférence corres-
pondent alors aux calculs en coordonnées.

11



CHAPITRE 1. GEOMETRIE AFFINE 12

3. Par définition la dimension d’un espace affine est celle de I'espace vectoriel sous-jacent.

EXERCICE : Soit (p1,ps2, ..., Pn+1) des points d'un espace affine modelé sur E tels que {p; — p1 }iz1
forme une base de E. Montrez que pour tout iy, {p; — Ps, i, €St une base de E.

1.1.2 Repere d’un espace affine

Définition 1.1.3 Un repere d’un espace affine de dimension n modelé sur E est la donnée d’un
uplet R = (M, ey, ...,e,) ot M est un point de £ —appelé origine — et (eq,...,e,) une base de E.
Dans ce cas, lapplication Or de K™ dans £ définie par

1=n

(Aly)\n) — M + Z)\iei,

=1

est un bijection. Si Or (A1, \n) = p alors (A, \,) sont les coordonnées de p dans le repére R.

—

EXEMPLE : Dans R™ rapporté au repere (o, €1, ..., €,), un point p est représenté par la colonne de

ses coordonnées
T

LTn

qui sont les composantes du vecteur op. Si p et ¢ sont des points, ¥ un vecteur de composantes F,
a un réel, on note ¢ — p = pg, r = p + v le point tel que pir = .

1.1.3 Barycentre
Proposition 1.1.4 Soit p1,...p, des points d’un espace affine £ défini sur K et A\i,...\, des

=N

élements de K tels que Y ,— A\; = 1. Soit mqg un point de £ et q tel que

i=n

q=mo+ Y _ \imipi.

=1

Alors, pour tout m de &

=N
qg=m-+ Z Aimip;.
i=1

Définition 1.1.5 Des scalaires Ay, ...\ tels que Zi}f Ai = 1 s’appelle des poids.

Définition 1.1.6 Awvec les notations de la proposition, l'unique point q de & tel que pour tout m
de &, on a

=n
mq = Z Aimpi,
i=1

est appelé barycentre des points p; affectés des poids A\;. On le note
i=n
g=>Y_ \ipi.
i=1

EXEMPLES ET REMARQUES :

1. Les coordonnées du barycentre sont les moyennes des coordonnées pondérées des poids.
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2. Si la caractéristique de K est différente de 2, le milieu de p et g est le barycentre affecté des
1 p+q

coefficients 5. Il est aussi noté 52.

3. Pour tous points p, g, m et n de £, on a

pg = mh
si et seulement si
p+n __qg+m
2 2

Autrement dit : les diagonales d’un parralélogramme se coupent en leur mileu.

1.1.4 Coordonnées barycentriques

Proposition 1.1.7 Soit (p1,p2,...,pn) des points d’un espace affine € tels que {p; —p1}ix1 forme
une base de l'espace tangent. Alors pour tout x de &, il existe des scalaires (A1,...,\,) tels que

Zi)‘izl et

i=n
Tr = Z )‘ipi~
i=1

Définition 1.1.8 Soit (p1,p2,...,pn) des points d’un espace affine £ tels que {p; — p1}ix1 forme
une base de Uespace tangent. L’application qui a un point de £ associe les scalaires (A1, ..., Apn)

tels que Y, \i =1 et
i=n
i=1

s’appelle coordonnées barycentriques.

En conclusion, la différence de deux points est un vecteur, le barycentre de deux points est un
point, on peut ajouter un vecteur et un point. Plus généralement une combinaison ), m;p; est un
point (barycentre des points p; affectés des masses m;) si ), m; = 1. Ces notations "additives”
sont compatibles avec les calculs en coordonnées.

1.2 Sous-espaces affines

Définition 1.2.1 Soit £ un espace affine d’espace tangent E, un sous-espace affine de & est un
sous-ensemble F tel que il existe un p tel que

F,:={q—p|lpeF},

est un sous-espace vectoriel de E. La dimension de F est celle de F'.

REMARQUES :
— Le sous-espace affine F de la définition est alors un espace affine d’espace tangent F'.
— Deux sous-espaces affines sont parralléles s’ils ont le méme espace tangent.
— Si F est un sous-espace affine alors pour tout point p de F I’ensemble

F,:={q¢—plpecF},

est l'espace tangent a F.
— L’ensemble F est un sous-espace affine si et seulement si tout barycentre de points de F est
un point de F.
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1.3 Applications affines

Définition 1.3.1 Soit £ et B des espaces affines modelés sur E et F. Une application L : & — F
est affine s’il existe une application linéaire L : E — F telle que pour tous points p, q de &,

L(q) = L(p) + L(pg).
L’endomorphisme L s’appelle la partie linéaire de L, ou [’application linéaire tangente a L.
Proposition 1.3.2 La composée d’applications affines est affine.

Proposition 1.3.3 Si L est affine, alors pour tous poids (A1,..., ) on a
LO i) =D Nt (pi)-
Réciproquement si pour tout A de K, l'application f de £ das F vérifient

LAp+ (1 =A)q) = AL(p) + (1 = A)L(q),
alors f est affine.

EXEMPLES ET REMARQUES :
1. Applications linéaires.
2. Translations (ce sont les applications affines dont la partie linéaire est I'identité).
3. Homothéties (on remarquera que la construction des homothéties utilise la commutativité du
corps K.).
4. Symétries orthogonales par rapport & des droites affines du plan (exercice).

5. Rotations autour de points du plan (exercice).

1.3.1 Homothéties et théoreme de Thales

Soit D une droite affine et trois points O, A et B de D, le rapport % est le scalaire A tel que
O—-A=XO-B).

Théoréme 1 [THALES (SIXIEME SIECLE AVANT NOTRE ERE)| Soit D et D' deux droites distinctes
d’un espace affine concourrantes en O. Soit A et B, respectivement A’ et B', deuz points de D,

respectivement de D'. Alors 8—‘3 = % st et seulement si les droites AA’ et BB’ sont parralléles.

DEMONSTRATION : Il suffit d’utiliser ’homothétie de centre O et de rapport 8—%. d

EXERCICE : Montrez la version dégénérée de Thales suivante. Soit Soit D et D’ deux droites
distinctes parralleles. Soit A, B C, respectivement A’, B’ et C’, trois points de D, respectivement
de D’. On suppose que AB’ est parrallele & A’B et que B'C est parrallele & BC'. Montrez que
AC" est parrallele & A’'C.

Apres choix de reperes, toute application affine £ — F possede une unique écriture matricielle,
compatible avec la composition :

Proposition 1.3.4 Soit (0,€1,...,¢6,) un repére de & et (p, f1,..., fn) un repére de F. La matrice
de L : & — F dans ces repéres est

My = (JV-(;L Pfl(’o)>

ot My, désigne la matrice de L dans la base (é1,...,6y,).
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REMARQUES :
1. Une application affine est bijective si et seulement si sa partie linéaire 1’est, son inverse est
alors affine
2. Le groupe affine est un produit semi-direct.

3. Le lieu des points fixes d’une application affine est un sous-espace affine, cas ou il est non
vide, dimension, lien avec la multiplicité de 1 comme valeur propre de la partie linéaire.

Proposition 1.3.5 Soit (e,eq,...,e,) et (0/,€],...,€l) deuz repéres affines de R™. Soit f une
transformation affine de matrices M et M’ dans ces repéres. Notons E la colonne des coordonnées

du point o' dans le repére (o,e1,...,e,). Posons

P E
r=(v )

ot P est la matrice de passage de la base (eq,...,e,) dans la base (e,...,e.), i.e. les colonnes de
P sont les composantes des vecteurs €} dans la base (e1,...,e,). Alors
M =P 'MP,.

1.4 Complément : le complété vectoriel d’un espace affine

Tout espace affine est I’hyperplan affine d’un espace vectoriel unique.

Proposition 1.4.1 Soit £ un espace affine modelé sur E, il existe un espace vectoriel & et une
injection i affine de £ dans & tels que pour toute applicatiopn affine L de £ dans un espace vectoriel
V', il existe une application linéaire unique L de € dans V', telle que

Loi=L.

DEMONSTRATION : Soit p un point d'un espace affine & modelé sur E. On pose E = EokK
L’espace affine £ se plonge de maniere affine dans £ par x — (z —p, 1). On prend ensuite L£(u, \) =
L(u)+ AL(p). O

EXEMPLES ET REMARQUES :
1. L’espace € est dit solution d’un probléme universel. On montre en utilisant la propsition que
(£,1) est unique & isomorphisme linéaire pres.

2. L’espace vectoriel tangent F s’injecte dans Een prenant I’application linéaire tangent a 3.

3. dim(&) = dim(€) + 1.
Définition 1.4.2 L’espace vectoriel & construit dans la proposition précédente est le complété
vectoriel de €.

Corollaire 1.4.3 Le complété vectoriel d’un espace affine est unique a isomorphisme prées. De
plus, toute application affine de € dans F s’étend en une application linéaire de £ dans F appelé
extension linéaire de L. La composée des extensions linéaires est l’extension linéaire de la composée.

Proposition 1.4.4 Tout repére (p,e1,...,e,) de £ donne une base de son complété vectoriel. De
plus, la matrice de l’extension linéaire d’une application affine est la matrice de l'application affine.

Fin du cours n°1




Chapitre 2

Perspective

2.0.1 Vues
Une vue d’une sceéne 3D est déterminée par les données suivantes.
Zo
— La position de la caméra : un point ¢ de coordonnées | yo
20

a
— Une direction de visée : un vecteur unitaire ¥ de composantes | b
c
— Un écran, i.e. un plan II perpendiculaire a la direction de visée : il est déterminé par sa
distance a C', un réel positif d.
— Un repeére orthonormé (o', eﬂ’l7 672) du plan II.
Une vue de la scéne est une application W : R® — R2, qui aux coordonnées d’un point dans
le repére du monde (O, €7, €3,¢€3) associe les coordonnées de sa projection sur écran I, dans le

repére de l'image (0, €], €}).

Définition 2.0.5 La vue en perspective depuis ¢ sur l’écran 11 consiste a projeter un point p sur
p', point d’intersection de la droite cp avec II.

REMARQUES : La projection n’est pas définie si p est dans le plan passant par C' et parallele a II.
C’est normal : on n’arrive pas & voir dans les directions situées & 90° de sa direction de vision.

16
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Définition 2.0.6 Prise de vue a distance infinie. Soit D une droite, appelée axe de visée, et II
un plan orthogonal a D. La prise de vue a distance infinie dans la direction D consiste a projeter
orthogonalement sur 11.

C’est ce qu’on obtient a la limite, lorsque, II et o' étant fixés, C' tend vers l'infini le long de la
droite D = (¢, @).
2.0.2 Calcul de la vue en perspective

Voici un moyen systématique de construire le repere (o', e, e5). Il suffit de choisir une fois pour
toute un vecteur unitaire ¥ non colinéaire & ¥. On prend pour o' la projection orthogonale de C
sur II, soit o’ = C + dv. On prend

Ry

A

<L

e = et e =vA€.
1 |1—}»/\ ]7| 2 1
0
Proposition 2.0.7 On choisit v = | 1| . Les coordonnées de p’ sont données, en fonction des
0
x
coordonnées | y | de p, par les formules
z
, —cd(x — o) + ad(z — 20)

Va2 A a(e —20) + 0y —yo) + (=~ 20))
, abd(z — x¢) — d(a® + ) (y — yo) + bed(z — 29)
VaZ + E(a(x — o) + by — yo) + ¢(z — 20))

On constate que la vue en perspective s’exprime par des fractions rationnelles. Complétons le

repére de I'image en un repere orthonormé de R? en posant e = #. La troisieme coordonnée de p’
est évidemment 2’ = 0.
On ramene ces expressions rationnelles a des expressions linéaires en adoptant la convention
T

suivante : Un point p de R? peut étre représenté, non seulement par y , mais par n’importe quel

z
1

vecteur de R* qui lui est proportionnel. En particulier, un point p’ du plan II peut étre représenté
/
x
y/
par n’importe quel vecteur de R? proportionnel & 0
1

Avec cette convention, on peut choisir pour représentant de la vue en perspective p’ d’un point
p le vecteur
—cd(x — xo) + ad(z — z0)
abd(z — x¢) — d(a® + ) (y — yo) + bed(z — 2g)
0
va? +c?(alz — zo) + b(y — yo) + c(z — 20))

x
Ce vecteur est I'image du vecteur Z par endomorphisme de R* de matrice
1
—cd 0 ad cdxy — adzg
abd —d(a® + c?) bed —abdxg) + d(a® + )y — bedzg
0 0 0 0

ava?+c2 b/a2+ 2 evaz+ 2 Va2 + 2(—axg — by — cz0)
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C’est quand méme plus sympathique (et commode & implémenter informatiquement) de passer par
une matrice pour représenter la vue en perspective.

x

Définition 2.0.8 Soit p = [y | un point de R®. On appelle coordonnées homogenes de p tout
z

quadruplet (u,v,w,t) proportionnel a (x,y,z,1). On note p = [x;y; z; t].

2.0.3 Applications projectives

Définition 2.0.9 Application projective R™ — R™ = donnée “en coordonnées homogénes” par
une matrice (m + 1) X (n+ 1) non nulle.

EXEMPLES ET REMARQUES :
1. Applications affines.
2. Vue en perspective d’une droite.

3. Vue en perspective d’un plan.

2.0.4 Vues en perspective d’objets

EXEMPLE : La vue d’un plan est affine si et seulement si le plan est orthogonal a la droite de visée.
Dans ce cas, la vue est homothétique.

EXERCICE : Vérifier que, vue en perspective, une droite reste en général une droite. Quelles sont
les exceptions 7 Montrer que, vues en perspectives, les droites paralleles a une droite D sont en
général concourantes en un point appelé point de fuite de D. Quelles sont les exceptions? Ou se
trouvent les points de fuites des droites contenues dans un méme plan ?

REMARQUES : Dans une ville, les immeubles sont souvent des parallélépipedes aux arétes paralleles
a trois directions fixées. Vues en perspective, ces trois familles d’arétes sont portées par des droites
concourantes en trois points. Si la direction de visée est horizontale, les arétes verticales restent
paralleles, et il ne reste plus que deux points de concours nettement visibles sur ’image : on parle
de perspective a deux points de fuite.

EXERCICE : Soit Dy une demi-droite, S un segment de droite. Qu’est ce qu’ils donnent, vus en
perspective 7 Attention, il y a de multiples cas de figure.

REMARQUES : On a décrit une vue comme la projection sur ’écran de tout l'espace. En réalité,
une vue ne montre que ce qui se trouve devant I’écran. La vue en perspective réelle d’une droite
est donc la projection d’'une demi-droite ne coupant pas le plan parallele a ’écran passant par la
caméra : on voit un segment dont les extrémités sont le point de fuite et 'intersection de la droite
avec I'écran.

EXERCICE : A quoi ressemble un cercle vu en perspective ? Tenir compte de la remarque précédente.

EXERCICE : A quoi ressemble une sphére vue en perspective ?



Chapitre 3

La droite projective

Soit K un corps commutatif (le plus souvent, K = R, parfois K = C). Soit P un plan vectoriel
sur K.

Définition 3.0.10 La droite projective de P, notée P(P), est l’ensemble des droites vectorielles
de P.

Définition 3.0.11 Si (e, ez) est une base vectorielle de P, nous dirons que le point d de P — qui
est une droite vectorielle — est de coordonnées homogenes [z : y] avec x # 0 ou y # 0 si la droite
vectorielle d est engendrée par le vecteur xey + yes.

3.1 La droite projective et le birapport

Soit P un plan vectoriel sur K. Traitons d’abord le cas ou P est muni d’une base de telle sorte
qu’on l'identifie avec K2.
Nous identifions alors P(P) avec KU {oo} en utilisant les coordonnées homogénes de la maniere
suivante
T .
[(E : y] = Z 51y 7& 07
[:0] — o0 (3.1)

Par abus de langage, on appelle également cette identification coordonnées homogenes.

3.1.1 Homographies

Soit A une transformation linéaire inversible de P donnée dans la base (e, e2) par une matrice

a b
c d )’
Comme A est inversible, 'image de toute droite est une droite et A definit ainsi une bijection de

P(P) dans P(P) notée aussi A.

Définition 3.1.1 Si A est une application inversible, l'application A de P(P) dans P(P) qui a une
droite associe l'image de cette droite est appelée homographie.

EXEMPLES ET REMARQUES :

1. deux applications inversibles A et B donnent naissance a la méme homographie si et seulement
si A = k.B ou k est une homothétie.

Proposition 3.1.2 En identifiant P(P) avec KU {oo}, on a A(z) = ffjrrdb

19
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3.1.2 Configurations de trois droites

Proposition 3.1.3 Soit (D1, Do, D3) trois droites distinctes. Il existe alors une base (e1,e3) de E
telle que e1 engendre D1, ey engendre Dy et (e1 + ea) engendre Ds. De plus (e1,es) est unique a
une homothétie prés.

Corollaire 3.1.4 Soit (D1, Dy, D3) et (E1, Es, E3) deux triplets formés de trois droites distinctes.
Il existe alors une transformation linéaire A telle que A(D;) = E;. L’application A est unique a
multiplication prés par une homothétie.

Nous pouvons interpréter ces résultats dans le monde projectif

Corollaire 3.1.5 Soit (D1, Dy, D3) trois points distincts de P(P), il existe alors des unique coor-
donées homogeénes tels que D1 = 0o, Dy =0, D3 = 1.

Corollaire 3.1.6 Soit (D1, Do, D3) et (E1, Eq, E3) deux triplets formés de trois points distincts
de P(P), il existe alors une unique homographie qui envoie D; sur E;.

3.1.3 Quadruplets de droites et birapport

Définition 3.1.7 Soit (D1, D2, D3, Dy) quatre droites distinctes. Choisissons les coordonnées ho-
mogénes telles que D1 = 0o, Dy = 0, D3 = 1, le birapport de (D1, D2, D3, Dy), noté [D1, Do, D3, Dy4]
est la coordonnée homogéne de Dy.

EXEMPLES ET REMARQUES :
1. En coordonnées homogenes, on a donc [00,0,1,z] = x.

2. Par définition, il existe une base (e1,es) de P telle que e; engendre D, es engendre Do,
(e1 + e2) engendre D3 et ([D1, Da, D3, Dyle; + e3) engendre Dy. De plus ceci caractérise le
birapport.

3. Si A est une bijection linéaire alors

[A(Dy), A(D3), A(D3), A(D4)] = [D1, D2, D3, Dy].

Proposition 3.1.8 Si dans des coordonnées homogénes D; = x; alors

L1 — T3 T2 — T4

[D1, D2, D3, D4] = . :
X1 — T4 g — I3

DEMONSTRATION : Notons
Ty — T2 T3 — T4
Q(w1,22,73,74) = —— . ———.
1 — X4 T3 — X2
On remarque tout d’abord que Q(o0,0,1,z) = z. Pour conclure en utilisant les propositions 3.1.3
et 3.1.2, il suffit de montrer que

ary+b ars+b ars+b ary+0b
cx1+d cxo+d cxs+d crya+d

Q(w17$2,x3,$4) :Q( )a

ce qui se fait par un calcul direct. [

EXERCICE : Soit P un plan vectoriel muni d’'une métrique euclidienne g. On considere le plan
complexifiée Pc. Les points cycliques sont les deux droites complexes sur laquelle g s’annulent. Soit
D, D’ deux droites de P. Montrer que I’angle 6 entre D et D’ s’exprime au moyen du birapport
des points f, f’, ¢, ¢’ ot ¢ et ¢ sont les points cycliques et f et f’ sont les droites complexifides.

Solution. e=2% = [f, ' ¢ c/].
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3.1.4 Classification des homographies réelles

Une homographie différente de l'identité fixe au plus deux points et une homographie qui
renverse ’orientation fixe exactement deux points.
Définition 3.1.9 Soit A une homographie de la droite projective réelle
1. Si A ne fize aucun point, alors A est dite elliptique.
2. Si A fize exactement un point de la droite projective réelle, alors A est dite parabolique.
8. Si A fixe exactement deux points et préserve l’orientation alors A est dite hyperbolique.
Nous pouvons affiner la description de ces diverses isométries. Cette classification s’exprime en

fonction du déterminant et de la trace. Si une homographie A est représentée par une matrice B
de déterminant positif, nous poserons tr(A) = |tr(B/+/det(B))|.

Théoréme 2 [CLASSIFICATION DES HOMOGRAPHIES REELLES| Nous avons la classification sui-
vante des homographies préservant l’orientation.

1. Sidet(A) >0 et tr(A) < 2 alors A est elliptique.
2. Sidet(A) >0 et tr(A) =2, alors A est parabolique.
3. Sidet(A) >0 et tr(A) > 2, alors A est hyperbolique.

Remarquons que suivant les cas I’homographie A est conjuguée successivement a une homogra-
phie de représentation matricielle

(0 ) (3 ) (4 5)

Proposition 3.1.10 Soit A une homographie renverse l’orientation dont les poinst fixes sont xg
et x1. Les assertions suivantes sont équivalentes

- A2 =1d,

— si et seulement si pour tout point y de la droite projective, on a [xo,x1,y, A(y)] = —1.

— A est représentée par une application linéaire de trace nulle.

Symétrie axiale

Une telle homographie est appelée homo

Fin du cours n°2




Chapitre 4
Géométrie projective

Nous allons en particulier généraliser la discussion du dernier paragraphe en dimension supérieure.

4.1 Espace projectif

Définition 4.1.1 L’espace projectif P(V') est l'ensemble des droites de l’espace vectoriel V. Sa
dimension est celle de V' diminuée de 1 : dim(P(V)) = dim(V') — 1.

EXEMPLES ET REMARQUES :
1. Un espace projectif de dimension 1 est une droite projective, un espace projectif de dimension
2 est un plan projectif.
2. On note P*(K) := P(K"*!) et quelquefois KP" = P"*(K). On a
— P(K®) = ). Par convention, sa dimension vaut —1.

- B(KY) = {pt}.
— P(K?) s’appelle la droite projective sur K. Un point de P*(KK), c’est une pente, éventuellement
infinie.

— P(K?) s’appelle le plan projectif sur K
Ainsi RP! est la droite projective réelle, CP? est le plan projectif complexe etc.

3. Si W est un sous-espace vetoriel de V, alors P(W) est naturellement un sous-ensemble de
P(V') appelé sous-espace projectif.

4.2 Lien entre géométrie affine et projective

4.2.1 Carte affine
Soit P un hyperplan vectoriel de V.

Définition 4.2.1 La carte affine Op associée a P est I’ensemble de droites non contenues dans
P. L’hyperplan P est alors le I'hyperplan a l'infini de la carte affine.

Nous avons alors

Proposition 4.2.2 Le complémentaire d’une carte affine est un hyperplan projectif : P(V)\Op =
P(P). De plus si B est un hyperplan affine d’espace tangent V' et ne passant pas par 0 lapplication
b: D — DNB de Op dans B est une bijection. Si B et B' sont deuz tels hyperplans bob'* est une
bijection affine.

Corollaire 4.2.3 Une carte affine a une structure d’espace affine O. L’espace vectoriel sous jasent
est isomorphe (mais non canoniquement, en fait & une constante prés) a Vo ou P(V) est Uhyperplan
a linfini de Op.

22
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DEMONSTRATION : Soit donc O, une carte affine. Nous venons de voir que Op est en bijection un
hyperplan affine B, parallele a V' et ne passons pas par zéro. Nous en déduisons que Op a une
structure d’espace affine.

Dire que cette structure affine ne dépend pas de B revient a dire que si nous munissons d’une
part Op de la structure affine provenant de B (et le notons alors OF) et d’autre part de la structure
affine provenant de B’ (et le notons alors OB') alors I'identité est une application affine de OB
dans OF". O

Définition 4.2.4 On dit que P(P) est I’hyperplan & Uinfini de la carte affine Op.

EXERCICES :
1. Soit K un corps fini, montrez que #(P!(K)) = #(K) + 1.
2. Soit K un corps fini, calculez par récurrence #(P"(K)).

3. Montrez que ’espace projectif est une réunion de carte projectives.

4.2.2 Complétion projective d’un espace affine

Nous allons démontrer que la géométrie affine d’un espace affine s’étend en la géométrie pro-
jective d’un espace projectif.

Définition 4.2.5 Soit £ un espace affine et soit € son complété vectoriel. Lespace P = P(é) est
le complété projectif de €. L’hyperplan P(E) est 'hyperplan a infini de £

Résumons les propriétés de ce complété en identifiant & la fois P(F) et £ comme des sous-ensembles
de P.

Proposition 4.2.6 Soit & un espace affine d’espace tangent E. l'espace projectif de E se plonge
comme un hyperplan projectif de P, de telle sorte que la carte affine correspondante s’identifie a
E. Ainsi P=E UP(E).

4.3 Sous-espaces projectifs

Définition 4.3.1 Une sous-variété linéaire — ou sous-espace projectif — de dimension m de P(V),
c’est l'tmage d’un sous-espace vectoriel W C V' de dimension m + 1. D’ot des points, droites, des
plans, des hyperplans. La codimension de Q C P?, c’est d — dim(Q).

4.3.1 Intersection de sous espaces projectifs

Théoreme 3 Dans P?, deuz droites distinctes se coupent en un point exactement. Plus géné-
ralement, dans P4, Uintersection de deuz sous-variétés linéaires de codimensions c et ¢ est une
sous-variété linéaire de codimension < ¢+ ¢ si elle est non vide. Cette intersection est non vide
sic+c <d.

4.3.2 Sous-espaces projectifs et cartes affines

Nous avons les deux résultats suivants.

Théoréme 4 Soit P(W) un sous-espace projectif de P(V'). Soit P un hyperplan vectoriel de V et
Op la carte affine affine associée . Alors
— soit P(W) est inclus dans Uhyperplan & Uinfini P(P) de Op,
- s0it P(W)NOp est un sous-espace affine de méme dimension que P(W) dont l’espace tangent
est PONW. Dans ce cas, P(P)NP(W) = (PNW)
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Dans le premier cas on dit que P(WW) est & l'infini de la carte. Dans le deuxiéme cas, on dit que
P(P)NP(W) est I'ensemble des points & I'infini du sous-espace affine P(W)NOp. Si P(W) est une
droite projective on dit que le point d’intersection de P(W) avec P(P) est le point de fuite de cette
droite.

Les point de fuite nous permettent de comprendre le parrallelisme des droites affines dans le
monde projectif.

Théoréme 5 Deuz droite projectives distinctes sont parralléles dans des cartes affines, si et seule-
ment si elles ont le méme point de fuite.

Deux hyperplan projectifs distincts sont paralléles dans une carte affine si et seulement si leur
intersection est a l’inifini.

EXEMPLES ET REMARQUES :

1. Si A est un sous-espace affine de £. alors A s’injecte comme un sous-espace projectif de £ de
telle sorte que ANE =Aet ANP(E) =P(A).

2. Si D est une droite affine, son hyperplan a Uinfini est réduit a un point, le point a l'infini de
D.

3. Si E est un espace affine d’hyperplan a l'infini H, a chaque droite affine D C E est associé
un point Fp C H, son point de fuite. Deux droites ont méme point de fuite si et seulement
si elles sont paralleles.

4. Plus généralement, si &’ C £ est un sous-espace affine, son hyperplan & 'infini s’envoie dans
I’hyperplan & 'infini H de £, deux sous-espaces donnent la méme sous-variété linéaire de H
si et seulement ils sont paralleles — c’est a dire si iols ont le méme sous espace tangent.

5. Soit P un plan affine, D et D’ deux droites affines. Soit A, A’ les droites projectives corres-
pondantes dans la complétion projective de £. Alors AN A’ est
— ou bien un point de P, si D et D’ sont sécantes,
— ou bien le point de fuite commun de D et D’ si elles sont paralleles.

Pour démontrer ces deux théoremes on a besoin d’un lemme de géométrie affine.

Lemme 4.3.2 Soit P un hyperplan vectoriel de V. Soit P un hyperplan afffine parralléle a P.
Soit W un sous-espace vectoriel qui n’est pas inclus dans P, alors W NP est un sous-espace affine
d’espace tangent W N P.

4.4 Coordonnées homogenes

Soit (eq,...,ey,) une base de E
Définition 4.4.1 Soit (A1,...,A,) des scalaires non tous nuls. On dit que la droite D a pour
coordonnées homogenes (A1,...,\,) et on note
D=1[\:...: M),
St Zl Aie; € D.
EXEMPLES ET REMARQUES :
1. On a l'égalité [A1 ...t Ap] = [p1 1 ... : py] si et seulement si il existe un ¢ non nul tel que

pour tout i, A\; = tu;.
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2. Si P est 'hyperplan engendré par es, ..., e,, la carte afffine associée a P comme ’ensemble
des points [A; : ... : \,] tels que \; # 0. On obtient une bijection de Op avec K"~! donnée
par

A A
D] = (22 ),

)\71’...7)\71
dont I'inverse est
(Tay..yxp) = [Lixg .t ay].

3. Montrez que P"(K) est la réunion de n + 1-cartes affines.

4.5 Reperes projectifs

Choisir une base de V' donne dans P(V') des coordonnées homogenes. Une autre base, méme si
elle se projette sur les mémes points de P(V'), ne donne pas les mémes coordonnées homogenes. Il
faut donc se donner un point de plus pour fabriquer des coordonnées homogenes uniques.

Position générale

REMARQUES : r points d’un espace projectif sont toujours contenus dans une plus petite sous-
variété linéaire. On dit qu’ils I’engendrent. Sa dimension est < r — 1.

Définition 4.5.1 r points d’un espace projectif sont projectivement indépendants (ou forment un
systéme projectivement libre) s’ils ne sont contenus dans aucune sous-variété linéaire de dimension
<r—1.

EXEMPLE : Deux points sont projectivements indépendants si et seulement si ils sont distincts.
Trois points sont projectivements indépendants si et seulement si ils ne sont pas alignés.

Plus généralement, des points en position générale sont projectivement indépendants, au sens
suivant : étre en position non générale signifie satisfaire une relation linéaire.
Repeéres

Définition 4.5.2 Soit V un espace vectoriel de dimension n+ 1. n + 2 points de P(V) forment
un repere projectif si tout sous-ensemble de n + 1 points est projectivement libre.

EXEMPLE : Dans une droite projective, trois points forment un repere projectif si et seulement si
ils sont deux a deux distincts.

Théoréme 6 Soit (P, ..., Pyy1) un repére projectif de P(V'). Il existe des vecteurs eg € pg, ..., ent1 €
Pn+1 tels que ep11 = €9+ -+ en. Ils sont uniques a un scalaire commun pres.

Corollaire 4.5.3 Soit (Py, ..., P,+1) un repere projectif de P(V'). Il existe des coordonnées ho-
mogenes uniques telles que

PO = [1 :0 O]
P, = [0:0 1]
P,yw = [1:1 1]
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EXERCICE : Comment les coordonnées homogenes changent-elles quand on permute les points p; 7

REMARQUES :

1. On se donne des coordonnées homogenes. Alors tout sous-espace projectif est donné par des
équations linéaires dans ces coordonnées. Par exmple un hyperplan peut toujours s’écrire

sous la forme
P={lzy:...:2n] | Y aix; =0}
i

2. Dans la carte affine
O={[z1:...:2,] | 1 #0},
I’hyperplan affine P N O est donné par 1’équation affine

a; + Zaixi =0.

i>1

3. Si enfin un hyperplan affine est donné par 1’équation

ay + Zaixi = 0,

i>1

Alors ’équation du sous-espace projectif correspondant dans le complété projectif est

a1xry + E a;x; — 07
i>1

Fin du cours n°3

4.6 Applications projectives

Définition 4.6.1 Soit V et V' des espaces vectoriels. Toute application linéaire non nulle M :
V — V' définit une application fpr : P(V) — P(V') définie sur le complémentaire de la sous-
variété linéaire P(KerM), appelée application projective associée.

EXEMPLE : Toute application affine E — E’ se prolonge en une application projective entre
complétions projectives, unique & translation pres. L’action sur les hyperplans & Uinfini P(T) —
P(T") est induite par la partie linéaire, qui envoie T dans T".

EXEMPLE : Soit A, B C P(V) des sous-variétés linéaires disjointes, telles que dimA = codimB — 1.
SipeP(V)\ A, il existe une unique droite projective passant par p et coupant & la fois A et B,
en des points f(p) et g(p). On appelle f la projection sur A de centre B et g la projection sur B
de centre A.

Si A est de dimension 0, on retrouve la prise de vue du cours sur la perspective. Si A est contenu
dans ’hyperplan a I'infini, la projection sur B de centre A est affine, c’est la projection sur la partie
a distance finie de B, parallelement au sous-espace vectoriel dont la direction est A.

Proposition 4.6.2 Deuz applications linéaires définissent la méme application projective si et
seulement si elles sont proportionnelles.
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Corollaire 4.6.3 Le groupe PGL(V') des bijections projectives de P(V) est isomorphe au quotient
du groupe linéaire GL(V) par le sous-groupe K* des multiples de l'identité, PGL(V) ~ GL(V)/K*.

Les bijections projectives sont caractérisées par I'image d’un repere.

Proposition 4.6.4 Soit (po,...,pnt1) un repére projectif de P(V'). Soit qo, ..., Gny1 1+ 2 points
de P(V') qui forment un repére. Alors il existe une unique application projective f : P(V) — P(V”)
envoyant les p; sur les g;.

DEMONSTRATION : On considére les coordonnées homogenes associées 3 ces deux reperes. Alors
la bijection correspondnat est donnée par 'application identitité dans ces coordonnées : celle qui
associe a un point, le poiny qui a les mémes coordonnées homogenes. [

EXERCICE : Cas ou n = 1. Une application projective non constante d’une droite projective est
automatiquement définie partout, et c’est une bijection sur une droite de I'espace d’arrivée. Ce
n’est pas le cas pour la vue en perspective d’une droite. Expliquer ce qui se passe.

Définition 4.6.5 Une action d’un groupe G sur un ensemble E est transitive s’il n’y a qu’une
orbite, i.e. pour tous x, ¥’ € E, il existe g € G tel que gx = x’. Si, de plus, ce g est unique, on dit
que action est simplement transitive.

Corollaire 4.6.6 Le groupe projectif PGL(V') agit simplement transitiverent sur les repéres pro-
jectifs de P(V).

4.6.1 Le groupe des homographies
Définition 4.6.7 On note PGL(n,K) = PGL(K").

Lorsque n = 2, PGL(2,K) agit sur la droite projective. Sur la droite affine p(K x {1}) c P}(K),

I’action est par homographies
a b 2) o axr+b
c d)’ cx+d

Le point x = —% est envoyé sur le point oo = [1 : 0]. Celui-ci est envoyé sur ¢ si ¢ # 0, sur lui-méme
sinon.

Au paragraphe précédent, on a démontré le résultat suivant.

Corollaire 4.6.8 Le groupe PGL(2,K) = PGL(K?) agit simplement transitivement sur les triplets
de points distincts de la droite projective P'(K).

Définition 4.6.9 Soit D une droite projective. Soit a, b, ¢, d quatre points de D, avec a, b, c
distincts. On note [a, b, c, d] le point de P*(K), image de d par l'unique bijection projective h : D —
PY(K) telle que

h:aroo, b—0, c— 1.

Par définition, le birapport est invariant par bijection projective.

Fin du cours n%4
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4.6.2 Sous-groupes du groupe projectif : les transformations affines

Proposition 4.6.10 Soit £ un espace affine modelé sur un K-espace vectoriel E. Soit &= EaK,
son complété vectoriel.

1. Soit A le sous-groupe de PGL(E) qui laisse stable Uhyperplan & Uinfini P(E). Alors A est
isomorphe au groupe affine de E.

2. Soit H le sous-groupe qui fixe Uhyperplan o Uinfini point par point. Alors H est isomorphe
au groupe des homothéties-translations de E.

4.7 Dualité

Proposition 4.7.1 L’ensemble des hyperplans projectifs de P(V) s’identifie ¢ P(V*). Une fois
fizé un repére projectif de P(V'), un hyperplan est donné par une équation linéaire en coordonnées
homogénes. Les coefficients de cette équation constituent des coordonnées homogenes sur P(V*).

EXERCICE : Soit A une droite d’un plan projectif P(V'). Montrer que 'application P(V*) — A,
D — DN A est projective.

Définition 4.7.2 A une droite de P(V*) correspond une famille d un paramétre d’hyperplans de
P(V') appelée faisceau d’hyperplans.

Proposition 4.7.3 Un faisceau, c’est l’ensemble des hyperplans qui contiennent une méme sous-
variété linéaire de codimension 2.

4.7.1 Dualité dans le plan projectif
EXEMPLE : Un faisceau de droites dans le plan, c’est I’ensemble des droites passant par un point.

Moralité : en géométrie projective plane, points et droites s’échangent. Cet échange est donné
par la correspondance suivante

Un point P de P(E) — une droite vectorielle P de E — un plan vectoriel P~ de E* — la droite
P(PL) de P(E*).

Une droite D de P(E) — un plan vectoriel Q de E tel que P(Q) = D — une droite vectorielle
de Q* de E* — un point Q+ de P(E*).

Dans cet échange, a 'intersection de deux droites projectives correspond la droite projective
passant par les deux points duaux. Ainsi, dire que des droites sont concourrantes revient a dire
que leur duaux sont alignés.

A chaque énoncé concernant des droites correspond un énoncé dual concernant des droites.

Définition 4.7.4 Le birapport de quatre droites concourantes du plan est le birapport des quatres
points duauz (qui sont alignés).

Proposition 4.7.5 Le birapport de quatres droites concourantes est égal au birapport de leurs
points d’intersection avec une cinquiéme droite D qui ne leur est pas concourante.

DEMONSTRATION : On note O le point de concourrance des droites D1, ..., Dy, D la cinquitme
droite et O; l'intersection de D; avec D. On choisit un point B tel que Og, 01,042, B soit un
repére. Dans les coordonnées homogenes correspondantes on a Og = [1:0:0:], 01 =[0:1:0],
O0:=[0:0:1],03=[0:a:1]et Oy =1[0:5:1] dou 5/a = [01,02,03,04].

Soit (fo, f1, f2) la base duale de (eq, e1,e2). Alors, le point dual de D; est engendré par f, il
est donc de coordonnées [0 : 0 : 1]. De méme, les coordonnées des duaux de Do, D3 et Dy sont
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0:1:0],[0: —a:1]et[0:—B:—1]. L’identification de P!(K) avec la droite duale de O donné
par ¢ — [0 : ¢ : 1] envoie Dy sur 0, Dy sur oo, D3 sur —a et Dy sur —f. Le résultat suit [

Voici un point de vue plus abstrait sur ce résultat. On choisit une forme €2 alternée de degré 3
non nulle sur V*. Le produit extérieur w A v de deux vecteurs de V* est le vecteur de V' défini par

Q(w,v,u) := (u,w A v).

On vérifie alors que 'application (w,v) — w A v est bilinéaire et le vecteur w A v engendre l'inter-
section des noyaux de w et v si ces deux formes ne sont pas colinéaires.
Nous avons alors

Proposition 4.7.6 Soit A un point de P(V) et A une doite ne passant pas par A. L’application
de A* — la droite duale du point A vue comme un droite de P(V*) — dans A qui a la droite D
associe l’intersection de D et A est une application projective.

DEMONSTRATION : Soit en effet v un vecteur non nul de A — vu comme une doite de ’espace
vectoriel dual. L’application linéaire w — w A v définie de A — vu comme un plan de ’espace
vectoriel dual dans A — vu commee un plan de I'espace vectoriel, a comme application projective
associée D — D N A. En particulier 'application D +— D N A provient d’une application linéaire,
elle est donc projective.

Nous donnons maintant une pereuve plus calculatoire de ce résultat. On peut choisir des co-
ordonnées homogenes sur le plan projectif tel que le point A soit de coordonnées [1 : 0 : 0] et la
droite A soit de coordonnées duale [1 : 0 : 0]. La droite duale A* de A est donc I’ensemble des
points dont les coordonnées duales sont

[0:s:¢].

Un point M de A est de coordonnées homogenes [0 : s : t]. La droite passant par A et M est
{[u:vs:vt] | (u,v) € K2\ {0,0}}.

Cette droite a donc pour coordonnées duales [0 : —t : s]. Autrement dit, en coordonnées, 1’ap-
plication de A dans A* est donnée par [s : t| — [—t : s], c’est en particulier une homographie.
O

Une bijection projective préservant le birapport, nous retrouvons comme corollaire la proposi-
tion précédente.

EXERCICE : Montrez que 1’énoncé précédent entraine la généralisation suivante du théoreme de
Thales. Si A B et C, respectivement A’, B’ et C’ sont trois points d’une droite D, respectivement
D', alors

AB A'B’

BC  B'C”
si et seulement si les droites AA’, BB’ et CC’ sont concourrantes ou alignées.

On utilisera le fait que si on a trois points a, b et ¢ d'une droite affine le nombre A tel que

a —b = Aa — ¢) s'interpréte comme le birapport des quatres points a, b, ¢ et co dans le complété
projectif de cette droite affine.

Fin du cours n°5




Chapitre 5

Les grands théoremes

5.1 Le théoreme de Desargues

Théoréeme 7 [G. DESARGUES (1639)]. Dans un espace projectif, soit D, D', D" trois droites
distinctes et concourantes en o. On choisit sur chacune deuz points distincts a et b (resp. a’ etV
resp. o' et b)) et distincts de o. Alors les points i = aa’ NbY, j = aa” NbY" et k = a’a”’ N’ sont
alignés.

/

REMARQUES :

1. Les hypotheses garantissent que les droites aa’ et bb’ sont distinctes, et se coupent donc en
un point. De méme pour les deux autres paires de droites.

2. Tout se passe dans la sous-variété linéaire engendrée par les droites D, D’ et D", qui est
de dimension au plus égale a 3. Il s’agit donc d’un résultat de géométrie dans l'espace (de
dimension 3) ou dans le plan. Paradoxalement, la preuve est plus facile dans l’espace que
dans le plan.

DEMONSTRATION : Voici une premiere démonstration utilisant le fait que K est commutatif. On
suppose que i, j, k ne sont pas alignés. On considére un hyperplan contenant 7 et j mais pas k que
I’on envoie a l'infini. Une double application du Théoréeme de Thales montre alors que bb” et aa”
sont parralleles et la contradiction.

Voici une autre preuve

1. Cas ou les droites D, D’ et D" engendrent une sous-variété linéaire de dimension 3.
Dans ce cas, les points a, a’ et a” sont projectivement indépendants et engendrent un plan II.
De méme, b, b’ et " engendrent un plan IT'. Ces plans sont distincts. Leur intersection est une

droite, qui contient nécessairement les trois points i, j et k.

2. Cas ou les droites D, D’ et D" engendrent une sous-variété linéaire de dimension 2.
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On plonge cette sous-variété P dans un espace projectif de dimension 3. On remplace D" par
une droite A” passant par o mais non contenue dans P. On applique le théoréme de Desargues &
D, D" et A”, cela donne trois points 4, j” et k" alignés sur une droite A’. On choisit un centre de
projection ¢ dans le plan engendré par D” et A”, mais hors des droites A’, D" et A”. La projection
de centre ¢ sur le plan P envoie j” et k" sur j et k, donc les points 4, j et k sont alignés le long de
la projection de A’. O

5.2 Le théoreme de Pappus
Théoréme 8 [PAPPUS (4E SIECLE DE NOTRE ERE)]. Dans un plan projectif, soit D et D' deux

droites distinctes et concourantes en o. On choisit sur chacune trois points distincts a, b et ¢ (resp.
a', b etd) et distincts de o. Alors les points i = ab' Nba’, j = ac’ Nea’ et k = b’ Neb' sont alignés.

REMARQUES : Les hypotheses garantissent que les droites ad’ et ba’ sont distinctes, et se coupent
donc en un point. De méme pour les deux autres paires de droites.

DEMONSTRATION :

Une premieére preuve consiste a envoyer la droite passant par ¢ et j a I'infini et se ramener ainsi
au Théoreme de Thales. La preuve qui suit utilise des coordonnées homogenes.

1. Cas ou les points i, ¢ et ¢’ ne sont pas alignés.

Dans ce cas, ¢, ¢, i et o forment un repere projectif. Soit a (resp. ) la pente de la droite ad’
(resp. ba’). Alors

c=1[1:0:0], ¢=[0:1:0], i=[0:0:1], o=[1:1:1].
En coordonnées affines,
a=(a"11), b=(B"41), d=(1,8), V=(1,a).
Enfin
j=ad Ncd = (a,p7Y), k=bdnect =(B,a™t).
Si le corps de base est commutatif,
Ba~lj=(B,Ba”'B7) = (B,a7t) =k,
donc les points ¢, j et k sont sur la droite d’équation o — afz; = 0.

2. Cas o les points i, c et ¢’ sont alignés.

Choisissons un repeére projectif commencant par c=1[1:0:0], ¢ =[0:1:0/ et 0=1[0:0:1].
La droite oc (resp. oc’) a pour équation y = 0 (resp. z = 0), donc a = [@: 0: 1], b =[8:0: 1],
a=[0:a":1,0 =[0:8":1]. i€ cc est sur la droite & 'infini, donc, comme droites affines, ab’
et ba’ sont paralleles. Par conséquent, ac’ = 3’. Alors

i=[a:=08:0], j=la:a:1], k=[B:5:1]
sont sur la droite d’équation 'z + ay — /(e + 8)z =0. O

REMARQUES : Le deuxiéme cas ne se produit pas lorsque K = R, mais se produit lorsque K = C.
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5.3 Le théoreme fondamental de la géométrie projective

Question. Les bijections projectives sont-elles les seules bijections entre espaces projectifs qui
préservent I’alignement des points ? Pas exactement.

EXEMPLE : La conjugaison z — Z induit une bijection de P"(C) qui préserve ’alignement.

En effet, elle se releve en une bijection antilinéaire de C™*! qui préserve les sous-espaces vecto-
riels complexes.

Théoreme 9 Soit K un corps, soit n > 2. Soit f : P"(K) — P*(K) une bijection qui envoie les
triplets de points alignés sur des triplets de points alignés. Alors il existe un unique automorphisme
o du corps K tel que f se reléve en une bijection o-antilinéaire de K", i.e. un automorphisme
F du groupe additif tel que, pour tout A € K,

F(\) =o(\)F(v).

5.3.1 Géométrie d’incidence
Définition 5.3.1 Une géométrie d’incidence, c’est la donnée d’un ensemble P muni d’une famille
non vide de parties non vides appelées droites, sujette auzr ariomes suivants.

1. Par deux points distincts, il passe une droite et une seule.

2. Deux droites distinctes ont un point commun et un seul.

3. P n’est pas la réunion de deux droites.
Question. Les plans projectifs sont-ils les seules géométries d’incidence ? Pas exactement.

Théoréme 10 Soit P une géométrie d’incidence satisfaisant au théoréme de Desargues. Alors il
existe un corps K tel que P soit isomorphe a P?(K).

REMARQUES :

1. Le corps K n’est pas nécessairement commutatif. Il ’est si et seulement si le théoreme de
Pappus est vrai dans P.

2. 1l existe des géométries d’incidences non arguésiennes, i.e. qui ne satisfont pas au théoreme de
Desargues. Par exemple, le plan projectif associé & l'algebre (non associative) des octonions
ou octaves de Cayley.



Chapitre 6

Coniques et quadriques

Dans toute cette section, le corps de base est K = C. Nous donnerons en exercice les résultats
correspondants pour K = R.

6.1 Coniques et quadriques

Définition 6.1.1 Une quadrique de P(V), c’est la projection du liew des zéros d’une forme qua-
dratique de V. En dimension 2, on parle de conique.

Cette définition peut-étre donnée sur tous les corps. Dans le cas du corps des complexes qui est
celui de ce chapitre, nous avons

Proposition 6.1.2 Deuz formes quadratiques définissent la méme quadrique si et seulement si

elles sont proportionnelles.

DEMONSTRATION : On se donne un premiere forme quadratique g. Il existe une base de V telle
cett forme quadratique s’exprime dans cette base sous la forme

i=p
q(x1,...,my) = fo
i=1

On se donne une deuxieme forme quadratique

i=p
p(Zl,...,l‘n): E bi,jxixj.
i=1

On suppose que les deux quadriques associées sont identiques. On obtient le résultat en raisonnant
pour n = 2, puis en raisonnant sir les plans de coordonnées. [J

Définition 6.1.3 Le rang d’une quadrique est celui d’une forme quadratique qui la définit. Une
quadrique de rang mazimal est non dégénérée.

EXERCICE :

1. En dimension 1, une quadrique dégénérée, c’est un point, une quadrique non dégénérée deux
points.

2. En dimension 2, une conique dégénérée est
— ou bien la réunion de deux droites (rang 2),
— ou bien une droite de multiplicité 2 (rang 1).
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3. La proposition précédente est est-elle vraie si K = R? Montrez cependant que si une qua-
drique est non vide et associée a une forme quadratique non dégénérée ¢ alors toutre autre
forme quadratique qui défnit cette quadrique est proportionnelle & g. On peut donc aussi
parler de quadrique non dégénérée si K = R.

Proposition 6.1.4 Le groupe PGL(V) agit transitivement sur l’ensemble des quadriques non dé-
générées de P(V).

6.2 Plan tangent

Définition 6.2.1 Soit Q une quadrique non dégénérée. L’hyperplan projectif tangent en p a4 Q
est T,Q = P(p°), ou p° est L'orthogonal de p pour la forme quadratique définissant Q.

Cette définition s’étend aussi naturellement pour K = R.

Proposition 6.2.2 Soit Q une quadrique non dégénérée définie par q. L’équation homogéne de
son hyperplan tangent en p s’écrit

9q 9q
ail'o(po, cee apn)XO + 4+ aTcn(po, cee ;pn)X'n =0.
Autrement dit, les coordonnées homogénes du plan tangent T,,Q € P(V*) sont les dérivées partielles
degenunvepCV.

Po
DEMONSTRATION : Fixons une base de V. Soit () la matrice de ¢, soit p= [ : | la colonne des
Pn
Xo
composantes d’un vecteur directeur p de la droite p. Soit v € V', de composantes X = © |- Alors
Xn

q(v) = XTQX, q(p,v) = p" QX. L'hyperplan tangent est le projectivisé de p*, dont 1’équation est
p'QX =0. Or dpq = 2p"QdX. O

On verra plus tard que cette notion coincide avec la notion usuelle de tangence.

Proposition 6.2.3 Soit Q une quadrique non dégénérée, alors
rang(Q NT,0Q) = rangQ — 2.

Réciproquement, un hyperplan D est tangent a C si et seulement si la quadrique C N D de D
est dégénérée.

DEMONSTRATION : Comme ¢ est non dégénérée si H est un hyperplan , ker(q|g) = (HY) N H. Le
résultat suit aisément de la maniére suivante

Si H=p" avec p € Q, alors p C H et donc ker(q|z) = p. Ainsi dimker(q|z) = 1.

Enfin si ker(q|g) est non trivial on a donc ker(q|g) = H et donc p = HPerp € C et H = T,C.
O

Corollaire 6.2.4 1. En dimension 2, une droite coupe une conique C non dégénérée en 2 points,
sauf si elle lui est tangente.

2. En dimension 3, par tout point d’une quadrique non dégénérée Q passent 2 droites contenues
dans Q.
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EXEMPLE : Considérons la conique affine C' d’équation 2z2 + 2y — y? + 22 + y — 1. Ce sont les
points a distance finie — c’est a dire dans une carte affine — de la conique projective C d’équation
homogene 222 — 2% — 23 + zox1 + T172 + 27220 = 0. Sa tangente en p = [z : 1 : T3] est la
droite d’équation homogene (4dxg + x1 + 229)Xo + (xo — 221 + 22) X1 + (2z0 + 1 — 229) X5 = 0.
Sip=1[1:-1:1], cela donne 5Xy + 4X; — X5 = 0. Ses points & distance finie forment la droite
affine d’équation 5z 4+ 4y = 1, qui est bien la tangente a C en p = (1, —1).

6.3 Polarité

Définition 6.3.1 Fizons une quadrique non dégénérée Q C P(V'). A tout point p € P(V) corres-
pond son hyperplan polaire p°, projectivisé de I’hyperplan vectoriel p* C V orthogonal de p pour
q. De méme, a tout hyperplan correspond un point polaire.

Proposition 6.3.2 L’application qui a un point associe son hyperplan polaire est une application
projective.

DEMONSTRATION : En effet, c’est 'image de Q par la bijection projective P(V) — P(V*) induite
par la différentielle de ¢, qui est un isomorphisme V' — V*. O

Proposition 6.3.3 Fizons une conique non dégénérée Q C P(V'). Soit p un point de P(V).
~ Sipe Q, p° est la tangente ¢ Q en p.
- Sip¢ Q, p¥ coupe Q en deux points q1 et qa tels que les droites passant par q; sont les deuz
tangentes a Q passant par p.

DEMONSTRATION : Le cas ol p € Q résulte de la définition de la droite tangente.

Sipé¢ Q, V =Cp®p’ est une somme orthogonale, la restriction de ¢ & p* est non dégénérée,
donc la polaire p° = P(pt) coupe Q en deux points distincts u et v. Comme u C p’ et u est
isotrope, u est dans le noyau de la restriction de ¢ au plan P engendré par p et u. Celle-ci est
dégénérée, donc pu est tangente a Q.

Réciproquement, si w € Q et si la droite projective pw est tangente a Q alors les droites
vectorielles p et w sont orthogonales et donc w appartient a la polaire de p.

O

Corollaire 6.3.4 L’ensemble des hyperplans tangents a une quadrique est une quadrique appelée
quadrique duale.

EXERCICE : Donnez I’équation en coordonnées homogenes de la conique duale a la conique

Q={[z:y:2]|azy—22=0}.

po

6.4 Groupes et coniques

Lemme 6.4.1 Soit p, g et v trois points d’une conique non dégénéree Q. Soit m = T,Q N T, Q.
Soit v un autre point de Q. On considere le repére projectif (p,q,m,v) alors dans les coordonnées
homogenes correspondantes, I’équation de la quadrique est

Q={lx:y:2]|ay—22=0}
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DEMONSTRATION : Par définition, p=[1:0:0],¢=1[0:1:0, m=[0:0:1] et v=[1:1:1]. De
méme, 7,0 =[0:1:0] et T,Q = [1:0:0]. La quadrique est d’équation

Q= {[r:y:2]|ar?+by® + c2* + uay +vrz +wzy = 0}.

Donc Tiz.y:.) Q = [2az +uy +vz : 2by +ux +wz : 2cz +vx +wy|. Nous obtenons donc les équations

=v = 0,
b=w = 0,
ctw =

Si @ est une quadrique non dégénérée notons PO(Q) le sous-groupe de PGL(V') qui laisse stable
la quadrique Q. PO(Q) = {f € PGL(V) | f(Q) = Q}.

Corollaire 6.4.2 Le groupe PO(Q) agit transitivement sur les triplets de points distincts d’une
conique.

6.5 Paramétrisation unicursale des coniques

Rappelons que 'ensemble des hyperplans projectifs passant par un point p s’appelle un faisceau
d’hyperplans et s’identifie par dualité au dual du point p.

Définition 6.5.1 Soit Q une conique non dégénérée. Soit p € Q. Soit F le faisceau des droites
passant par p. On appelle paramétrisation unicursale de C, lapplication F — Q,

{ D — ¢ ouDNC={p,gq}siD#T,0Q,

7,0 — p. (6.1)

Proposition 6.5.2 Toute paramétrisation unicursale est une bijection rationnelle, c’est-a-dire
donnée en coordonnées homogénes par des fractions rationnelles qui ne s’annulent pas simul-
tanément.

EXEMPLE : Soit C' le cercle unité d’équation affine 22 +y2 =1 et p = (—1,0). Une droite passant
par p est représentée par la pente ¢. La paramétrisation obtenue est donnée en coordonnées affines

( 2t 1—t?
par t —

78 1—|-752>’ ou bien, en coordonnées homogenes, par

[to : t1] > [2toty : 13 — 12 - 3 + £2].

Dans la formule affine, on reconnait expression de sin(f) et cos(#) en fonction de tan(6/2).

6/2
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DEMONSTRATION : Nous choisissons des coordonnées homogenes telles que p = [1: 0: 0] et
Q={[z:y:2]|zy—2*=0}

Alors, T,,Q est en coordonnées homogenes du dual défini par [0 : 1 : 0]. Le faisceau de droites F
passant par p est ensemble des droites dont les coordonnées sont [0 : a : b]. Nous obtenons une
paramétrisation de ce faisceau donné par P1(C) — F, a ~ [0 : a : 1]. Les points de cette droite
différents de p sont les points de coordonnées [z : —1 : a]. Si a # 0, nous cherchons un point de
cette droite différent de p, appartenant a Q, c’est-a-dire un complexe x tel que

r+a®=0,
La paramétrisation unicursale est donc donnée dans ces coordonnées par
a—[—a®: —1:d].
Elle s’étend en coordonnées homogenes par
[0:a:b]— [—a®: —b*: ab],
qui envoie T,Q sur p. O
Proposition 6.5.3 Deuz paramétrisations unicursales d’une méme conique non dégénérée différent

par une homographie de la droite projective. Par conséquent, on peut parler du birapport de 4 points
d’une conique, ainsi que du birapport de 4 tangentes.

DEMONSTRATION : On choisit des coordonnées homogenes dans lesquels p=1[1:0:0],¢q=1[0:1:
0] et
Q={[z:y:2]|azy—2* =0}

D’apres ce qui précede la premiere paramétrisation est donné par
fi0:a:b—[~a®: —b: ab),
la deuxieme par
file:0:d] = [=d*: —c*: cd].

L’homographie
h:[0:a:b]—1[:0:d,

est telle que goh = f.

On peut aussi montrer qu'une bijection rationnelle de P!(C) est automatiquement une homo-
graphie. On donnera au paragraphe suivant une troisiéme preuve (encore plus abstraite) de ce fait.
O

Corollaire 6.5.4 Soit C une conique a,b,c,d, quatre points de cette conique. Soit p et q deuz
autres points de cette conique distincts des précédents alors

[pa, pb, pe, pd] := [qa, gb, g, qd].

EXERCICE : Soit a, b, ¢ et d 4 points d’une conique non dégénérée C. Montrer que le birapport des
tangentes est égal a celui des points,

[Taca TyC, T.C, Tdc} = [a, b,c, d}'
Indication : Considérez la conique

Q={[z:y:z]|ay—2" =0},
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calculez les coordonnées homogenes du plan tangent en tout point, donnez I’équation de sa conique
duale et comparez les paramétrisations unicursales.

REMARQUES : Lien avec les formules trigo. Lien avec les triangles rectangles a cotés entiers.

6.6 L’hexagramme mystique de Pascal

On rappelle que cing points du plan projectif sont en position générale si trois d’entre eux ne
sont jamais alignés.

Lemme 6.6.1 Par 5 points en position générale passe une et une seule conique non dégénérée.

Pour six points, la réponse est donnée par le théoreme de Pascal

Théoréeme 11 [B. PAscaL (1640)]. Les cdtés opposés d’un hexagone inscrit dans une conique
non dégénérée se coupent suivant des points alignés. Autrement dit, si 1, 2,...,5, 6 sont des points
distincts sur la conique, alors les points © = 12N 45, 7 = 23N 56 et k = 34N 61 sont alignés.
Réciproquement, tout hexagone dont les cotés opposés se coupent en des points alignés est inscrit
dans une conique non dégénérée.

Nous verrons comme corollaire un réciproque du corollaire 6.5.4

Corollaire 6.6.2 Soit a,b,c,d,p cing points distincts en position générale alors la conique passant
par ces cing points est l’ensemble des points q tels que

[pa, pb, pc, pd] := [qa, b, qc, qd].
On aura besoin du lemme suivant :

Lemme 6.6.3 Soient, sur deuz droites distinctes D et D', sécantes en a, des points distincts b, ¢
etd (resp. b, c et d’ ), supposés tous distincts de a. Alors les droites bb', cc’ et dd’ sont concourantes
si et seulement si [a,b,c,d] = [a, ¥, c, d].

DEMONSTRATION : Si les droites bb', cc’ et dd’ sont concourantes en z, la projection de centre z

de D sur D’ est une bijection projective, donc elle préserve le birapport. Réciproquement, soit z =
bt Ned, soit d' = D' Ndz. Alors [a, b, ¢, d] = [a,, ¢, d"]. Si on suppose que [a, b, ¢, d] = [a,V',c,d'],
alors [a/,b,c,d"] = [a,b',c,d], ce qui entraine que d”’ = d’. Autrement dit, bb’, ¢¢’ et dd’ sont
concourantes. [J

DEMONSTRATION :

Nous allons maintenant démontrer le lemme suivant
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Lemme 6.6.4 Reprenons les notations du théoréme,
[21,23,24,25] = [61,63, 64, 65],

st et seulement si I, J, K sont alignés.

DEMONSTRATION : Soit m = 23N 45 et n = 34 N 56. Alors

[i,m, 4,5 21,23, 24, 25]
[61,63,64,65] = [k,3,4,n].

Des lors
[21,23,24,25] = [61, 63, 64, 65],

si et seulement si
[i,m,4,5] = [k, 3,4,n].

D’apres le lemme cette derniere égalité est vraie si et seulement si les droites ik, m3 = 23 et
5n = 56 sont concourantes. Autrement dit, si et seulement si le point j = 23 N 56 appartient a la
droite ik. O

Démontration du théoréme de Pascal

Si les points sont sur une conique, d’apres le corollaire 6.5.4, nous avons 1’égalité
[21,23,24,25] = [61, 63,64, 65],

et donc d’apres le lemme précédent les points I, J, K sont alignés.

Réciproquement, soit 1, 2,...,5, 6 des points du plan projectif en position générale, tels que les
points i = 12M45, 7 = 23N 56 et k = 34N 61 sont sur une méme droite D. Soit C ["unique conique
non dégénérée passant par 1, 2,...,5. La droite 56 coupe C en un second point noté 7. Comme

I’hexagone 1, 2,...,5, 7 est inscrit dans C, les points ¢, j et ¥’ = 34N 71 sont alignés, donc k¥’ € D,
k' =DN56 =k, et enfin 6 =1kN56 =1k N56 =7 est sur C. O

Démonstration du corollaire
Si
[pa, pb, pc, pd] := [qa, qb, qc, qd].

alors, d’apres le lemme, les cotés opposés s’intersectent en des points alignés. Le théoreme de Pascal
nous assure alors que les six points sont sur une conique. [J

EXERCICES :
1. Quel est I’énoncé dual du théoreme de Pascal ?

2. Que devient le théoreme de Pascal quand la conique dégénere vers une paire de droites
distinctes ?

6.7 Le groupe projectif orthogonal

Définition 6.7.1 On note PO(3,C) le sous-groupe de PGL(3,C) qui laisse stable la conique non
dégénérée d’équation homogene mg + :v% + x% =0.
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Pour en savoir plus sur ce groupe, on va étudier une conique naturelle, c’est ’ensemble des
quadriques dégénérées de la droite projective.

REMARQUES : Soit P(V) une droite projective. L’espace des quadriques de P(V) est un plan
projectif P(S?V*), et les quadriques dégénérées forment une conique non dégénérée QD C P(S2V*).

En effet, espace S2V* des formes bilinéaires symétriques sur V est de dimension 2, le déterminant
d’une matrice symétrique 2 x 2 est une forme quadratique non dégénérée. A une constante pres,
elle est invariante par chaque élément du groupe linéaire de V.

Corollaire 6.7.2 Le stabilisateur d’une conique non dégénérée C agit transitivement sur le com-
plémentaire de C ainsi que sur l’ensemble des droites non tangentes a C.

DEMONSTRATION : Pour la conique naturelle 9D, le complémentaire est ’ensemble des quadriques

non dégénérées, sur lequel 'image du groupe PGL(V) dans PGL(S?V*) agit déja transitivement.
0

REMARQUES : Dans une droite projective P(V'), une quadrique dégénérée, c’est un point de P(V).
La bijection obtenue b : P(V)) — QD préserve le birapport.

En fait, b est une paramétrisation unicursale de @D. Fixons un point o € P(V), ainsi qu'un
vecteur directeur z € o. Etant donné v € V, la forme linéaire sur S?V* définie par ¢ — q(z,v)
dépend linéairement de g. Cela donne une application linéaire injective V' — (S2V*)*, donc une
application projective ¢ : P(V) — P((S?V*)*). Cette application est une paramétrisation projective
du faisceau F des droites de P'espace des quadriques qui passent par le point b(o). En effet, b(0)
est représenté par les formes quadratiques ¢ dont le noyau est o, ces formes satisfont ¢(z,v) = 0
pour tout v. Pour la méme raison, la droite ¢(p) coupe QD en b(p).

Calculatoirement, une quadrique affine de la droite, c’est le lieu des zéros d’un trindme z +—
22 + 2bx + c. A chaque point a de la droite affine correspond la quadrique dégénérée b(a) : x
(r — a)?. La droite b(0)b(a) (dans I'espace affine des quadriques affines), est paramétrée par t —
(1 — t)b(0) + th(a) = x + x? — 2tax + ta?, autrement dit, b = —ta, ¢ = ta®. Elle est donnée par
I’équation affine ¢ = —ab, autrement dit, sa pente est —a, c’est bien une fonction homographique
de a.

Corollaire 6.7.3 Toute bijection d’une conique non dégénérée qui préserve le birapport s’étend
de facon unique en une bijection projective du plan projectif.

DEMONSTRATION : Pour la conique naturelle OD, une bijection projective est réalisée par un
élément de PGL(V), qui agit déja sur P(S2V*). L unicité vient du fait que 4 points distincts d'une
conique forment un repere projectif. [J

REMARQUES : Soit PO(QD) le sous-groupe du groupe projectif PGL(S2V*) qui laisse stable la
quadrique QD. Alors PO(QD) est isomorphe & PGL(V).

Corollaire 6.7.4 Les groupes PGL(2,C) et PO(3,C) sont isomorphes.

REMARQUES : Que se passe-t’il si on remplace C par R?

Fin du cours n’8
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6.8 Division harmonique

Définition 6.8.1 On appelle involution une homographie h d’une droite projective telle que hoh =
id mais h # id.

EXEMPLE : Une quadrique non dégénérée d’une droite projective, c’est une paire de points distincts
Q = {a,b}. La polarité p — p° par rapport & Q est une involution. Elle fixe a et b.

Proposition 6.8.2 Toute involution de la droite projective fize deux points distincts a et b, et
coincide avec la polarité par rapport a la quadriqgue Q = {a, b}.

DEMONSTRATION : Soit i une involution de P!(C). Alors i se reléve en un endomorphisme I de C?

tel que I? est un multiple de l'identité. Par conséquent, I est diagonalisable. Comme I n’est pas
un multiple de I'identité, ses valeurs propres sont distinctes, donc ¢ fixe deux points distincts a et

b. Comme i(i(p)) = p, [a,b, p,i(p)] = [a,b,i(p),p], donc [a,b,p,i(p)]* = 1.
1. Ou bien [u,v,p,i(p)] = 1, i.e. i(p) = p. Alors i est I'identité, contradiction.

2. Ou bien [a,b,p,i(p)] = —1, ce qui détermine ¢ uniquement. OJ

Cette preuve suggere la définition suivante.

Définition 6.8.3 On dit que 4 points a, b, ¢ et d d’un droite projective forment une division
harmonique si [a,b,¢,d] = —1. Dans ce cas, on dit aussi que ¢ et d sont conjugués harmoniques
par rapport a la paire {a,b}.

REMARQUES :
1. Si (a,b,¢,d) forment une division harmonique d’une droite projective, il en est de méme de
(a,b,d,c), (b,a,c,d) et (c,d,a,b).
2. 4 points (a, b, c,d) d’une droite projective forment une division harmonique si et seulement
si d est le polaire de ¢ par rapport a la quadrique Q = {a,b}.

3. Dans la projectivisée d’une droite affine, le conjugué harmonique du point a l'infini par
rapport a la paire {a, b} est le milieu de {a, b}.

EXEMPLE : Soit C une conique non dégénérée du plan. Soit D une droite qui coupe C en deux
points distincts u et v. Pour tout p € D, le conjugué harmonique p’ de p par rapport a {u,v} le
long de D est D N p°.

EXERCICE : Soit C une conique non dégénérée du plan. Soit u et v deux points distincts de C, soit
w le point polaire de la droite uv.

1. Pour tout p € C, t = pwNC est conjugué harmonique de p par rapport & {u,v} le long de C.

2. Soit p, p’ € C, t, t’ leurs conjugués harmoniques par rapport & {u,v} le long de C. Alors les
droites tp’ et t'p se coupent en un point de la droite uv.
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Solution. Soit z = uv Nwp, t = wp N C. Alors (w,p, z,t) est une division harmonique de
la droite wp. Par conséquent, (vw,vp, vz, vt) est une division harmonique du faisceau des droites
passant par v. Ces droites coupent donc la conique C en une division harmonique (v, p,u,t). Par
conséquent, t = i(p) ol i est I'involution homographique qui fixe u et v. Comme toute homographie
de C, i se prolonge en une bijection projective du plan qui préserve C. Celle-ci fixe chaque point de
la droite uv done pt’ Nuv = i(pt’ Nuv) = tp’ Nwv. O



Chapitre 7
Topologie de ’espace projectif

Lorsque K = R, on souhaite raisonner par continuité, comme le faisait déja Euclide. Méme
lorsque K = C, la topologie de ’espace projectif est utile. Comme il s’agit d’espaces quotients, la
notion de topologie abstraite, en ’absence de toute métrique, est commode.

7.1 Rappels de topologie

Définition 7.1.1 Une topologie sur un ensemble X, c’est la donnée d’une collection O de parties
de X appelées ouverts, qui est stable par réunion quelconque et intersection finie. On appelle fermé
une partie dont le complémentaire est ouvert. Une application [ : (X,0) — (X', O') entre espaces
topologiques est continue si l'tmage réciproque de tout ouvert est ouverte.

EXEMPLES ET REMARQUES :

1. Soit (X, d) un espace métrique. On rappelle qu'une partie Y C X est ouverte si pour tout
z €Y, il existe r > 0 tel que la boule B(z,7) C Y. On obtient ainsi une topologie sur X. La
notion de continuité généralise bien celle du cas métrique.

2. Soit X = {0,1} 'ensemble & 2 éléments. On décide que le seul ouvert de X est X (topologie
grossiere). C’est bien une topologie sur X.
La propriété suivante nous sera utile

Proposition 7.1.2 Soit X un espace topologique et supposons que X = U;0; ou les O; sont
ouverts. Soient ¥ une application de X dans Z telle que 77[1\01 est continue, alors 1 est continue.

Définition 7.1.3 Soit Y un espace topologique, X un ensemble, f : X — Y une application. La
topologie induite sur X est celle dont les ouverts sont les parties f~1(Z) de X telles que Z est un
ouvert de X .

Définition 7.1.4 Soit X un espace topologique, Y un ensemble, f : X — Y une application. La

topologie quotient sur Y est celle dont les ouverts sont les parties Z de Y telles que f~(Z) est
un ouvert de X.

7.2 Un premier point de vue sur la topologie de I’espace
projectif

Nous allons tout d’abord donner & l’espace projectif (sur R ou C) une topologie quotient.

43



CHAPITRE 7. TOPOLOGIE DE L’ESPACE PROJECTIF 44

Définition 7.2.1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K, avec K =R ou K = C,
munie de sa topologie naturelle. La topologie de 'espace projectif P(E) est la topologie quotient par
Uapplication E \ {0} qui a un vecteur u associe la droite passant par u.

Proposition 7.2.2 Une carte affine A est un ouvert de A. De plus, la paramétrisation de cette
carte affine par un hyperplan affine est un homéomorphisme.

7.3 Projecteurs

Il est plus facile de comprendre la topologie de ’espace projectif a ’aide des projecteurs ortho-
gonaux. Soit g une métrique euclidienne ou hermitienne sur E. Nous rappelons qu'un projecteur
orthogonal de E sur une droite est la donnée d’un endomorphisme p de E tel que

L. pop=p,

2. trace(p) =1,

3. ker(p)t = (p(E))* ce qui équivaut a p = p*.
Il est clair que P(E) est en bijection avec l'espace P des projecteurs orthogonaux sur les droites.
Remarquons

Proposition 7.3.1 L’ensemble P est un sous-ensemble compact de End(E)

DEMONSTRATION : En effet, P est définie par des équations et est donc fermé. Par ailleurs
a — ||a]| := trace(aa™)

est une norme sur End(E) et P est inclus dans la boule de rayon 1 pour cette norme. [

Nous allons montrer

Proposition 7.3.2 L’application qui a une droite associe la projection orthogonale est un homémorphisme.
En particulier, l’espace projectif est compact.

DEMONSTRATION : Pour tout u de E, 'application de P dans E donnée par
L, = p= p(u)7

est continue, car linéaire.
Soit (e, ..., ey,) une base de E et soit

Pi = {p | ple;) # 0},
d’apres ce que nous venons de voir, d’une part P; est ouvert et d’autre part ’application
Pi — ]P’(E),

donnée par p — p(E) = mo E,,(p) est continue. D’apres la proposition 7.1.2, Papplication de P
dans E qui a p associe son image est donc continue.

Maintenant, si f est une bijection continue d’un compact vers un espace Z séparé alors f est
un homéomorphisme : en effet, 'image d’un fermé est fermé car compact, et donc I'image d’un

ouvert est ouvert.
O
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7.4 Droites projectives, applications

Proposition 7.4.1 La droite projective sur R est homéomorphe au cercle. La droite projective sur
C est homéomorphe a la sphére de dimension 2.

Voici une information importante

Proposition 7.4.2 Soit E un espace vectoriel de dimension 8. L’application de

{(z,9) e P(B)? |z # y}

dans P(E*) qui a deux points distincts associe la droite passant par ces deux points est continue.
Plus généralement, si E est de dimension n + 1, Uapplication qui a n points en position générale
associe I’hyperplan passant par ces n-points est continue.

7.5 Deux lemmes utiles de topologie générale

Lemme 7.5.1 Soit X et Y des espaces topologiques, soit A et B des fermés de X tels que X =
AUB. Soit f: X =Y une application telle que fia et fip sont continues. Alors f est continue.

DEMONSTRATION : Soit F' C Y un fermé. flj(F) est un fermé de A, donc un fermé de X. Alors
FHE) = (THE)NA) U F)NB) = 31 (F)U fi5 (F) est fermé. O

D’autre part

Lemme 7.5.2 Soit X un espace métrique compact. Soit U;, i € I des ouverts qui recouvrent X.
Alors il existe un rayon r > 0 (appelé nombre de Lebesgue du recouvrement) tel que toute boule de
rayon r dans X soit entierement contenue dans ['un des Uj.

DEMONSTRATION : Par compacité, on peut supposer 'ensemble I fini. Soit, pour = € X, d(z) =
max{d(z, X\U;) |7 € I}. Alors d est continue, strictement positive, donc elle est bornée inférieurement
par un r > 0. Si z € X, comme r < d(z), il existe 7 € I tel que d(z, X \ U;) > r, ce qui signifie que
B(z,r) CcU;. O



Deuxieme partie

Géométrie hyperbolique
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Chapitre 8

Droites projectives réelle et
complexe

8.1 La droite projective réelle

La structure d’ordre sur R donne naissance a une structure particuliere sur la droite projective
réelle.

Rappelons que deux reperes d’un plan vectoriel définissent la méme orientation si la matrice
de changement de repere & un déterminant positif, définir la méme orientation est une relation
d’équivalence. Une orientation sur un plan vectoriel réel est la donnée d’une classe d’équivalence
pour la relation précédente. Dans un plan orienté, un repere positivement orienté est un repere
qui appartient a la classe d’équivalence définit par I'orientation. Un plan vectoriel possede deux
orientations.

L’orientation d’'un plan vectoriel donne naissance a un ordre cyclique sur la droite projective
associée. Nous dirons que trois points (a, b, ¢) sont positivement ordonnés si la base correspondante
est positivement orientée.

Une homographie préserve l’orientation si elle envoie trois points positivement ordonnés sur
trois points positivement ordonnés. De maniere équivalente, le déterminant de ’application linéaire
sous-jacente est positif.

8.1.1 Classification des homographies réelles

Une homographie différente de 'identité fixe au plus deux points.

Définition 8.1.1 Soit A une homographie de la droite projective réelle
1. Si A ne fize aucun point, alors A est dite elliptique.
2. Si A fize exactement un point de la droite projective réelle, alors A est dite parabolique.
3. Si A fize exactement deux points et préserve l’orientation alors A est dite hyperbolique.
Nous pouvons affiner la description de ces diverses isométries. Cette classification s’exprime en

fonction du déterminant et de la trace. Si une homographie A est représentée par une matrice B
de déterminant positif, nous poserons tr(A) = |tr(B/+/det(B))|.

Théoréme 12 [CLASSIFICATION DES HOMOGRAPHIES REELLES| Nous avons la classification sui-
vante des homographies préservant l’orientation.

1. Sidet(A) >0 et tr(A) < 2 alors A est elliptique.
2. Sidet(A) >0 et tr(A) =2, alors A est parabolique.
3. Sidet(A) >0 et tr(A) > 2, alors A est hyperbolique.
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Remarquons que suivant les cas ’homographie A est conjuguée successivement a une homogra-
phie de représentation matricielle

cos(f) sin(6) a 0 1 a
( sin(f) cos(0) )’ ( 0 1/a )’ < 0 1 )
8.2 Droite projective complexe et cercles projectifs

Soit V' un plan complexe. C’est aussi un espace vectoriel réel de dimension 4, muni d’une
application linéaire J de carré —1. Soit P un plan vectoriel dans V. Nous avons alors deux cas

— P = JP et dans ce cas P est une droite complexe

— P+ JP =V et on dit que P est un plan totalement réel.
Un plan vectoriel totalement réel P définit un sous-ensemble Cp de la droite projective complexe
P(V') que nous appellerons cercle projectif :

Cp = {D e P(V) | dimg(P N D) = 1}.

On remarque que ce cercle Cp est en bijection avec la droite réelle P(P). La bijection étant donnée
par D — DN P.

REMARQUES :

Nous allons identifier ces cercles projectifs avec des cercles usuels dans une carte affine. Nous
commengons par une premiere caractérisation.

Proposition 8.2.1 Soit a une droite complexe et O, la carte affine correspondante. Si P est un
plan totalement réel rencontrant a, alors CpN O, est une droite réelle affine. Réciproquement toute
réelle droite affine de O, est de cette forme.

DEMONSTRATION : En effet tout plan totalement réel P de V passant par a est de la forme

P = Re; ®Res avec €7 appartenant a a. On consideére ensuite les coordonnées homogenes associées
a (e1,ez) et on remarque qu’une droite complexe de coordonnées homogenes [a : b] rencontre P si
et seulement si a/b est réel ou infini.

Proposition 8.2.2 Par trois points distincts (a,b,c) passe exactement un cercle projectif. Ce
cercle projectif C est I’ensemble
C ={z|SJa,b,c,z] =0}.

Un cercle projectif dans une carte affine quelconque est un cercle ou une droite.

DEMONSTRATION : On envoie a & 'infini. La premiére partie du résultat se déduit du fait qu'un

cercle projectif passant par a devient une droite affine et qu’il existe une seulee droit affine passant
par deux points. Si on envoie (a,b,c) sur (00,0, 1), la droite affine correspondante est ’axe réel ce
qui entraine la deuxieme partie du résultat. Un calcul classique nous dit que dans C I’équation

0= ({29023 =Ml

définit un cercle ou une droite réelle.
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8.2.1 Cercles orthogonaux

On dira que deux cercles C; et Cy se coupant en deux points distincts a et b sont orthogonaux
si pour tout x de Cy et y de Co, R([a, b, z,y]) = 0.

Proposition 8.2.3 Nous avons les propriétés suivantes

1. Deux cercles sont orthogonaux s’il existe une carte affine dans lesquels ils donnent naissance
a des droites orthogonales.

2. Deux cercles C1 et Cy s’intersectant en a et b sont orthogonauz s’il existe des points x de Cy
ety de Cy distincts de a et b tels que R([a, b, z,y]) = 0. En particulier

C2 = {y € P(V) | R([a, b, z,y]) = 0}.

8. SiCy et Cy sont deux cercles. Si C1 est une droite dans une carte affine tel que oo € Cy, alors
Cy est orthogonal a C1 si et seulement si dans cette carte sont centre est sur CY.

4. Deuz cercles C1 et Co d’intersection non vide et coupant orthogonalement un troisiéme cercle
C en ay, by et ag, by respectivement sont orthogonauz si [ay, by, as, by = —1.

DEMONSTRATION : Pour la premiere propriété si C; N Cy = {a,b}, on choisit une carte affine

envoyant les b a I'infini et a sur 0. Les deux cercles deviennent des droites réelles de C passant par
I'origine et le résultat suit.

Pour la deuxieme propriété on utilise des coordonnées affines pour lesquelles C; est I’axe réel.
On note a et b les intersections de Cy avec 'axe réel. On suppose que a = —b et soit ic et i.d les
intersections de Cy avec ’axe imaginaire.

Comme C, est orthogonal a ’axe réel, on a en posant

. 2 _ 2
0 = Ra, —a, i.c, 0] §R( (a —ic) ) _c-a

(—a —i.c) a?+c?’

Nous obtenons donc que ¢ = +a et donc que le centre de Cs est 0.

Pour la derniére propriété on suppose que C; et Cs se coupent en 0 dans une carte affine. Alors C
est centré en 0 d’apres la propriété précedente. On suppose de plus que C; est I'axe réel qui coupe
C en R et —R. De méme, Cs coupe C en Ru avec |u| = 1. Ces cercles se coupent orthogonalement
si u = +1. )

u—1
[u.R,—uR,R,—R] = %
(u+1)
Or
(u—1)
A Sl? A |
(u+1)?

si et seulement si u? = 1, c’est-a-dire u = 4.

8.2.2 Angle

On rappelle également que deux vecteurs d’une droite affine complexe ont un angle, de méme
que deux droites réelles. Une orientation du plan P donne naissance & une orientation du cercle
Cp puisque ce dernier est identifié a la droite projective de P. On parle alors de cercle orienté.

Proposition 8.2.4 Soit C'y et Cy deux cercles orientés se coupant en deuz points distincts a et b.
Soit x et y des points de C1 et Cy distincts de a et b, tels que (a,x,b) est positivement ordonné,
de méme que (a,y,b). L’argument du birapport [a,b,y, x] est indépendant du choiz de x et y. Cet
argument s’appelle angle des deuz cercles.
Cet angle est également l’angle d’intersection des deuz cercles dans une carte affine quelconque.
L’angle est préservé par les transformations projectives.
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On remarque que deux cercles sont orthogonaux si leur angle est /2.

DEMONSTRATION : On envoie les deux points d’intersection sur 0 et co. La premieére partie de

la proposition est donc vérifiée. Par construction, I’angle est alors ’angle entre les droites réelles
affines correspondantes.

En ce qui concerne la deuxiéme partie nous devons utiliser la propriété suivante des homogra-
phies : soit H une homographie, soit u et v deux vecteurs de C, alors ’angle entre u et v est égal
a langle entre D, H(u) et D, H(v), ou D, H est la différentielle de H en un point = quelconque.
Ceci provient de ce que DH est une application linéaire complexe.

Deux cercles s’envoient par une homographie sur deux droites affines. D’apres la remarque que
nous venons de faire ’angle entre ces deux cercles est égal a ’angle entre ces deux droites.

Voici d’autres moyens de calculer de I'angle de deux cercles. Tout d’abord nous avons la pro-
position

Proposition 8.2.5 Soit C; et Cy deux cercles se coupant en deux points. On se donne un troisiéme
cercle D qui coupe intersecte Cy et Co orthogonalement en (a1,b1) et (ag,bs). L’angle 8 entre Cy
et Cy se calcule en fonction du birapport des quatre points |ay, b1, ag,bs] par la formule

cos(f) + 1

: (8.1)

[a'lv a2, b27 bl] =

DEMONSTRATION : En effet, nous choisissons une carte affine ot le cercle C; est I’axe réelle et Cy

est une droite réelle se coupant a I'origine. Le cercle D es alors un cercle centré sur I'origine que ’on
peut choisir de rayon 1. Alors (a1,b1) = (1, —1) et (az,ba) = (cos(B) +i.sin(B), — cos(B) —i.sin(3).
La proposition suit alors d’un calcul explicite.

Voici enfin deux autres méthodes pour calculer ’angle entre deux cercles projectifs.

EXERCICES :

1. Soit a un point de P(V'). Reliez I’angle de deux cercles Cp, et Cp, passant par a a l'angle
que font les droites réelles Py Na et P, Na dans a.

2. Montrez qu’a tout cercle projectif Cp est associé une involution o de P(V) telle que

VD1, D, D3, € Cp, [D1,D2,D3,D] = [D1,Ds,D3,0(D)].

Montrez que la composée de deux telles involutions est une homographie et calculer I'angle
en fonction de la trace de cette homographie.



Chapitre 9

Le plan hyperbolique

9.1 Présentation axiomatique

La géométrie complete du plan hyperbolique peut-étre décrite par quelques propriétés relatives
a ses géodésiques — qui jouent le role des droites des géométries affines et projectives — ainsi qu’a
son bord a I'infini.

Nous allons donc définir le plan hyperbolique a ’aide des ses propriétés. Ceci nous permettra
d’une part de comprendre quelles sont les propriétés vraiment importantes du plan hyperbolique,
d’autre part de comprendre qu’il est construit de maniere unique.

Par la suite nous donnerons deux descriptions du plan hyperbolique, nettement plus concretes
et pratiques.

Si B est une droite projective réelle, nous pouvons définir une notion d’entrelacement entre deux
paires (a,b) et (¢,d) de points de B. On dira que (a,b) et (c,d) sont entrelacées si et seulement
si [a,b,¢,d] < 0. On remarque qu’étre entrelacées est une relation symétrique et que de plus cette
notion ne dépend que des ensembles {a,b} et {c,d} et non des paires.

En fait cette notion repose sur une structure plus faible que celle donnée par le birapport : que
si un ensemble B est muni d’un ordre cyclique on dit que les paires (a,b) et (¢, d) sont entrelacées
si soit (a,c¢,b,d) soit (a,d,b,c) sont positivement ordonnés. Si on remplace un ordre cyclique par
son opposé, la notion d’entrelacement est identique.

Définition 9.1.1 [PLAN HYPERBOLIQUE] Soit B une droite projective réelle. Un ensemble A est
un plan hyperbolique de bord a linfini B, si l’ensemble A = AU B est muni d’une famille de
sous-ensembles appelés géodésiques, telles que

1. il passe une unique géodésique par paire de points distincts de A,

2. Toute géodésique intersecte le bord a l'infini en exactement deux points, appelés points a
I'infini.

8. Deux géodésiques s’intersectent si et seulement si les points a l'infini sont entrelacés. Dans
ce cas, elles ont un unique point d’intersection.

4. Soit x un point de A, notons v, linvolution de B échangeant les points a l'infini des géodésiques
passant par x. Alors, v, préserve le birapport.

L’ensemble A est un plan hyperbolique complété. Nous noterons le plan hyperbolique complété par
H2, son bord & l'infini par O,H?, et le plan hyperbolique lui-méme est H? = H2 \ 5 H2.

Nous commencerons par une remarque,

9.1.1 Involutions préservant le birapport

Notre premiere proposition explique le lien entre involutions et quadruples de points sur la
droite projective réelle

o1
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Proposition 9.1.2 Soit j une involution sans point fize de la droite projective réelle préservant
le birapport. Soit a et b deux points distincts et distincts de leurs image, alors (b,5(b)) et (a,j(a))
sont entrelacées.

Soit de plus (a,b,c,d) quatre points distincts positivement ordonnés, il existe alors une unique
involution sans point fixe de la droite projective réelle préservant le birapport telle que ¢ = j(a),

d=3j(b).

DEMONSTRATION : en effet on peut supposer que j(a) = oo, a = 0, b = 1. L’involution est donnée
dans ces coordonnées par

ar + 8

yr+6

Comme j(0) = oo, on a nécessairement ¢ = 0, comme j(co) = 0 on a @ = 0. On peut supposer
~ = 1. Comme j est une involution sans pas de points fixe 5 < 0, ainsi j(b) = 8. Nous en déduisons
que (a, b, j(a),j(b)) est ordonné.

Nous en déduisons également que I'involution est complétement déterminée une fois (a, b, j(a), (b))
connu.

Pour la deuxi¢me partie du lemme, nous pouvons supposer que (a,b,c,d) = (0,1, 00, 3) avec
B < 0 et nous considérons U'involution = — 3/x.

Le lemme suivant nous explique qu’un plan hyperbolique est completement déterminé par son
bord a l'infini.

Lemme 9.1.3 Soit A un plan a Uhyperbolique et B son bord a l'infini. Alors Uapplicationt: x — 1,
est une bijection de A\ B avec les involutions sans point fizes de B préservant le birapport.

Dans cette bijection, la géodésique passant par deuzx points a et b du bord a linfini est identifié
a l’ensemble des involutions envoyant a sur b.

DEMONSTRATION : Si z est un point du plan hyperbolique, alors x est I'intersection de la geodésique

(a,tz(a) avec la géodésique (b, i, (b). L’application ¢ est donc une injection. On se donne mainte-
nant une involution préservant le birapport j. On se donne deux points distincts a et b de B,
tels que b # j(a). Comme d’apres la proposition précédente (a,j(a)) et (b,7(b)) sont entrelacés,
les géodésiques passant par (a,j(a)) et (b, (b)) s'intersectent en un point z. Si ¢, est I'involution
associées & z, alors j(a) = tz(a) et j(b) = 1,(b). D’apreés la proposition précédente, nous avons
J = lg.

Nous en déduisons immédiatement le résultat suivant :

Proposition 9.1.4 Tout les plans hyperboliques sont géométriquement équivalents : toute bijection
projective entre deux droites projectives réelles By et By donne naissance a une bijection entre des
plans hyperboliques complétés de bord a linfini By et Bo envoyant géodésiques sur géodésiques,
bord a Uinfini sur bord a linfini et préservant le birapport des points a linfini.

DEMONSTRATION : On se donnent deux plans hyperboliques A; et Ay de bord & I'infini B et B,.

On construit tout d’abord une application projective f entre By et By. L’application j — fojof~!
réalise alors une bijection entre les involutions sans point fixes préservant le birapport et donc une
bijection de A; \ B; dans As \ Bs.

D’apres la remarque précédente, cette application envoie géodésique sur géodésique.

9.1.2 Isométries

Définition 9.1.5 Une isométrie entre deux plans hyperboliques est une bijection des plans hy-
perboliques complétés préservant bord a l'infini et géodésiques, ainsi que le birapport des points a
linfing.
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REMARQUES :
— Nous venons de montrer dans la proposition 9.1.4 que deux plans hyperboliques sont toujours
isométriques.
— Une isométrie fixant trois points du bord a l'infini est ’identité,
— Le groupe des isométries d’un plan hyperbolique de bord & Uinfini P(P) s’identifie naturelle-
ment & PGL(P)

Nous pouvons alors classer les isométries préservant ’orientation en fonction de leurs points fixes

Définition 9.1.6 Soit A une isométrie du plan hyperbolique préservant l’orientation
1. Si A ne fize aucun point a Uinfini, alors A est dite elliptique.
2. Si A un seul point point a linfini, A est dite parabolique.

8. si A fize exactement deux points a linfini, alors A est une translation hyperbolique

Nous pouvons affiner la description de ces diverses isométries, pour cela nous identifions A avec
une matrice. Si une homographie A est représentée par une matrice B de déterminant positif, nous

poserons tr(A) = | tr(B/+/det(B))|.

Théoréme 13 [CLASSIFICATION DES ISOMETRIES| Toute isométrie du plan hyperbolique préservant
lorientation fize au moins un point du plan hyperbolique complété. Elle est soit elliptique, parabo-
lique ou hyperbolique.

De plus soit A une isométrie.

1. Sidet(A) > 0 et tr(A) < 2 alors A est elliptique. Elle fize alors un unique point du plan
hyperbolique complété qui se trouve dans le plan hyperbolique

2. Sidet(A) > 0 et tr(A) > 2, alors A est une translation hyperbolique. Elle fize alors globale-
ment une géodésique et aucun point du plan hyperbolique.

3. Si det(A) > 0 et tr(A) = 2, alors A est une transformation parabolique. Elle fize alors un
unique point du plan hyperbolique complété qui se trouve dans le plan a l'infini.

Remarquons que suivant les cas, ’'homographie A est conjugué successivement a une homogra-
phie de représentation matricielle

(o) ) (o ) (o8

DEMONSTRATION : Dire qu’une isométrie A fixe un point x de I’espace hyperbolique signifie que

I'isométrie A commute avec i,. Par ailleurs nous avons vu que les involutions préservant le birapport
et 'orientation sont conjuguées a la matrice

0 —1
(0
Nous vérifions que dans les le premier cas A commute avec la matrice J. Nous en déduisons
que toute isométrie préservant 'orientation de ’espace hyperbolique a un point fixe dans le plan
hyperbolique complété.

De plus si A a un point fixe dans le plan hyperbolique, alors A est elliptique. Supposons en
effet que ce point fixe soit représenté par J et A par une matrice de déterminant 1. On a alors
AoJ=AJoAavec \==1.Lecas AoJ = —Jo A est exclus car il entraine det(A) < 0. Donc A
et J commutent et alors A est une rotation.

Il nous reste a montrer qu’une isométrie elliptique n’a qu’un point fixe. En effet si elle a deux
points fixes distincts, elle fixe la géodésique passant par ces deux points et donc deux points a
Iinfini.
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9.1.3 Géodésiques orthogonales

Définition 9.1.7 Nous dirons que deux géodésiques (a,b) et (¢, d) sont orthogonales si le birapport
de (a,b,c,d) est -1.

Proposition 9.1.8 Soit a et b deur points & Uinfini. Soit (a,b) la géodésique correspondantes et
x € (a,b), Alors il existe une unique géodésique orthogonale a (a,b) passant par x.

De méme, siy est un point du bord a l'infini différent de a et b, il existe une unique géodésique
orthogonale a (a,b) passant par y.

DEMONSTRATION : Si x est un point quelconque de (a,b) et si i est I'involution déterminée par .

La géodésique (y,Y") passe par x est orthogonale si et seulement si Y =i(y) et

[avbvy7i(y)] =-L (91)

Nous choisissons sur le bord a 'infini des coordonnées homogenes telles que a = 0 et b = oo,
I’involution est donnée par

. «a
12— —,
z

avec o < 0 puisque i préserve l'orientation. L’équation précédente devient alors

a=—y> (9.2)
Pour la premiere partie de la proposition, il existe exactement deux points y; = /—a et
y2 = —y/—a solutions de ’équation (9.2) vu comme équation en y & « fixé. De plus y; = i(y2). La

géodésique (y1,y2) est alors 'unique géodésique orthogonale & (a,b) passant par z.
Pour la deuxiéme partie de la proposition, La formule (9.2) devient alors une équation en « &
y fixé qui a une unique solution :
a=—y-.

L’involution ¢ détermine alors 'unique point x tel que (z,y) est orthogonal a (a,b)

Corollaire 9.1.9 Soit (a,b) deux points de plan hyperbolique et (A, B) deux points a Uinfini. Il
existe alors une unique isométrie préservant l'orientation qui envoie (a, A) sur (b, B).

DEMONSTRATION : On considere la géodésique v4 = (A, A3) passant par a et A de méme que la

géodésique orthogonale D4 = (Aj, Ay) de telle sorte que (A;, A, Ay) soit positivement ordonnés.
On obtient ainsi quatre points (A1, A, A, A3) dont le birapport est -1. Le résultat provient de ce
qu’il existe exactement une homographie envoyant quatre points de birapport —1 sur quatre autres
points de méme birapport.

9.1.4 Symétries axiales

Définition 9.1.10 La symétrie géodésique d’aze (a,b) est l'isométrie o du plan hyperbolique ca-
ractérisée par o(a) = a, o(b) =b et [a,b,c,0(c)] = —1.

Proposition 9.1.11 La symétrie d’aze (a,b) est l'unique isométrie différente de lidentité préservant
tous les points de (a,b). C’est une involution renversant ’orientation et ces points fizes sont exac-
tement les points de la géodésique (a,b).

Toutes les involutions renversant 'orientation sont des symétries.

EXERCICES :
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1. Soit (a,b) une géodésique et 2z un point hyperbolique. Soit o la symétrie d’axe (a, b), montrez
que la géodésique passant par x et o(x) est 'unique géodésique orthogonale (a,b) passant
par x.

2. Montrez que la symétrie axiale d’axe imaginaire pure dans le demi plan de Poincaré est
I’application z — —Z.
3. Montrez que toute isométrie du plan renversant ’orientation du plan hyperbolique s’écrit
az+b

z— )
cz+d

9.1.5 Distance hyperbolique et paramétrisation

Nous allons définir la distance hyperbolique entre deux plans du plan hyperbolique. Cette
distance va jouer un role fondamental par la suite.

Commengons par une définition. Nous avons vu qu’une géodésique est définie par un couple de
points deux points {a, b} du bord & linfini. Le choix de la paire (a,b) — plutét que la paire (b, a) —
définie une orientation de la géodésique.

Proposition 9.1.12 Soit v = (u,v) une géodésique orientée et x un point de . Pour tout point
y de (a,b), soit Y un point du bord a Uinfini tel que la géodésique passant y et Y est orthogonale
a (a,b).
Alors la quantité log (|[v,u, X, Y]|) ne dépend as du choiz de X etY. De plus, application de
v dans R définie par
y - log|[v,u, X, V]|

une bijection.

Définition 9.1.13 L’inverse de la bijection construite dans la proposition précédente est une pa-
ramétrisation a vitesse 1 de la géodésique. Un arc géodésique est l'image par cette paramétrisation
d’un intervalle.

REMARQUES :
1. Renverser l'orientation de la géodésique revient a renverser le signe de la paramétrisation.
2. Deux paramétrisations associées a des choix différents du point x différent d’une constante.

DEMONSTRATION : Cette proposition suit immédiatement de la deuxiéme partie de la proposition
9.1.8.

Définition 9.1.14 Soit x ety deux points distincts du plan hyperbolique. Soit v la géodésique pas-
sant par x ety d’extrémités u et v. Soit (a, A) —respectivement (b, B) — une géodésique orthogonale
d v passant par x — respectivement y. La quantité

d(z,y) = |1Og (H’Uv u, a, b]m :
ne dépend pas des choix fait et s’appelle distance hyperbolique entre x et y.

REMARQUES :
1. On remarque que la distance est invariante par les isométries.

2. Si on choisit une orientation et u,v,a,b de fagon a ce que (u,v, a,b) soit orienté on a
d(z,y) = log ([v,u,a,b]).

3. Nous verrons plus tard que d est bien une distance et vérifie I'inégalité triangulaire.

EXERCICE : Définir la distance entre deux points a partir des involutions correspondantes.
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9.1.6 Angle entre deux géodésiques
Comme pour les droites nous avons la distinction entre ’angle orienté et I’angle non orienté.

Définition 9.1.15 Supposons que le bord a Uinfini est orienté. Soit (a,b) et (¢, d) deux géodésiques
ayant une intersection en x. On dit qu’elle font font un angle orienté 3 si le birapport de (a,b, ¢, d)

est
cos(f) + 1

2 )
et ou l'angle B est choisi dans [0,7], si (a,c¢,b,d) est orienté, et ou il est choisi dans [—m,0] si
(a,d,b,c) est orienté.

[a,c,d,b] =

On remarque que l'angle orienté change de signe lorsque 'on change l'orientation du bord a
I'infini. On définit ’angle non orienté comme la valeur absolue de cet angle.
Par ailleurs, si on intervertit c et d, 'angle est changé en lui additionnant m modulo 27.

EXERCICE : Définir I’angle entre deux géodésiques a partir des symétries correspondantes.

9.2 Construction du plan hyperbolique : différent modeles

Pour le moment, nous avons vu que tous les plans hyperboliques sont géométriquement iden-
tiques. Il nous reste cependant a construire au moins un plan hyperbolique, & savoir construire un
ensemble A muni d’un bord a l'infini et de géodésiques.

9.2.1 Le modeéle des involutions

Sous-jacent au texte précédent, nous avons un premier modele du plan hyperbolique : nous
prenons en effet pour bord & l'infini B, une droite projective réelle et pour A\ B l’ensemble des
involutions préservant le birapport et 'orientation. Si a et b sont deux points de B, la géodésique
passant par a et b est {a, b} union ’ensemble des involutions envoyant a sur b.

Il reste & vérifier que ce modele vérifie les diverses propriétés du plan hyperbolique. Nous en
avons déja démontré certaines. Il nous reste a démontrer qu’il existe une unique géodésiques passant
par deux points. Cela repose sur la proposition suivante que nous laissons en exercice.

Proposition 9.2.1 Soit I et J deux involutions préservant l’orientation. Alors IoJ a exactement
deux points fizes sur la droite projective qui sont échangés par I et J.

Soit I une involution préservant le birapport et l’orientation, et échangeant a et b. Alors I’en-
semble des involutions préservant le birapport et l’orientation et échangeant a et b est exactement
l’ensemble des involutions J tel que I o J fize a et b.

Nous aurions pu adopter une stratégie détournée : nous allons proposer d’autres modeles du
plan hyperbolique. Une fois que nous aurons vérifié que ces modeéles conviennent — autrement dit
que le plan hyperbolique existe bien — nous saurons alors que le plan hyperbolique s’identifie aux
involutions et que les géodésiques sont construites comme nous venons de le dire.

9.2.2 Le modele projectif complexe du plan hyperbolique

Nous allons utiliser notre chapitre sur droites projectives réelles et complexes.
Soit donc V' un plan complexe et P un plan totalement réel. Nous considérons le cercle projectif
Cp identifié a P(P). Nous choisissons une orientation sur la droite projective sur Cp, et posons

H2(P) = {2 € P(V) | 3([a, b, c, 2]) > 0, ou (a,b,c) sont positivement ordonnés sur Cp}.
Nous identifions Cp au bord a l'infini de ce plan hyperbolique et posons
H?(P) = H2(P) \ Cp.

Les géodésiques du modele projectif sont les cercles orthogonaux a Cp.
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Vérification des axiomes

Les deux propositions qui suivent nous permettent de montrer que nous avons bien un modele
du plan hyperbolique

Proposition 9.2.2 Soit a et b deux points distincts de H?(P). Il existe alors un unique cercle
orthogonal a Cp passant par a et b.

De plus deux cercles orthogonauxr a Cp ont au plus une intersection dans H?(P). Ils ont une
intersection si et seulement [a,b,c,d] > 0 ot {a,b} — respectivement {c,d}— est Uintersection du
premier — respectivement deuxiéme cercle avec Cp.

DEMONSTRATION : On utilise une carte affine dans laquelle le cercle projectif Cp est I’axe réel. Si

a et b sont tous les deux réels le résultat est évident. Sinon supposons a # a, on considére la cercle
C; passant par a, b et a. Comme Sla,b,a,b,] = 0, les quatre points a, b,a et b sont sur le méme
cercle qui est donc invariant par I'application z — Z. Ce cercle est donc soit une droite orthogonale
a l'axe réelle, soit un cercle centré sur l'axe réel qui est donc orthogonal & cet axe. L’unicité suit
de la construction.

Pour la deuxiéme partie, on ramene au cas ou Cp est l'axe réel et le premier cercle 'axe
imaginaire. Le deuxieéme cercle centré sur ’axe réel a au plus un point d’intersection avec l'axe
imaginaire dans H2. Il en a un si et seulement si ses intersections avec I'axe réel sont de signe
opposés ce qui se traduit par la condition sur le birapport.

Proposition 9.2.3 Soit 29 un point de H?(P). L’involution de Cp dans lui-méme associée a zo
est la restriction d’un homographie préservant Cp.

DEMONSTRATION : Considérons deux géodésiques orthogonales (a, ¢) et (b, d) passant par zg. Nous

choisissons des coordonnées homogenes telles que (a,b,c,d) = (0,1,00,—1). Considérons alors
I'involution
1
I:z— ——.
z

Cette involution I préserve le birapport. Elle préserve Cp puisqu’elle envoie les trois points (a, b, ¢)
de Cp sur les trois points (¢,d,b) de Cp et qu'un cercle projectif est déterminé par trois points.
Comme [ préserve l'orientation, I préserve H?(P)

Elle préserve globalement les géodésiques (a,c) et (b,d), et donc leur unique intersection zg
dans H?. Nous en déduisons finalement que cette involution préservant zo ainsi que les géodésiques
passant par zg, échange leurs extrémités.

Angle et distance dans le modéle projectif

La distance hyperbolique se calcule alors a I’aide de la proposition

Proposition 9.2.4 Soit a et b deuz points de H?(P). Soit ¢ et d les intersections de la géodésique
passant par a et b avec le bord a Uinfini. On suppose que (u,a,b,v) est orienté. Alors

d(a,b) = log([v,u, a, b])

DEMONSTRATION : On se ramene au cas ot v = 0, v = 00, a@ = 4, b = i.z. Comme le birapport de
(u,v,a,b) est réel, x est réel.

On considere alors les points a = 1 et b=z La géodésique passant par a et a intersecte Cp
en « = —1 : en effet le cercle projectif passant par a, @ et « est orthogonal a Cp, puisque le
R([a, o, a,v]) = 0. De méme cette géodésique est orthogonale & la géodésique passant par a et b
puisque [u, v, a,a] = —1.
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Alors, R
d(a,b) = log([v, u, a,b]) = log([v,u,a,b]),

ou la premiere égalité suit de la définition et la deuxieme d’un calcul. Enfin nous avons

Proposition 9.2.5 L’angle entre deuzx géodésiques (a,b) et (c,d) est l’angle entre les cercles pro-
jectifs orientés correspondants.

Les isométries dans le modéle projectif

Nous avons

Proposition 9.2.6 Les isométries préservant 'orientation du plan hyperbolique H?(P) sont les
homographies préservant Cp et son orientation.

DEMONSTRATION : Soit Gp le groupes des homographies préservant Cp. Montrons tout d’abord
les deux propriétés suivantes
1. Gp préserve H?(P).
2. Gp agit par transformation projective sur Cp et la restriction est un isomorphisme de Gp
sur PSL(P).
Choisissons une carte dans laquelle Cp est I’axe réel. On considere une homographie préservant

l'axe réel
az+b

H:z— .
* cz+d

On considére 'homographie H' B
—— az+b
z— H(Z) = —.
cz+d
Cette homographie H' coincide avec H sur 'axe réel, elle coincide donc avec H partout car une
homographie est déterminée par 'image de trois points. Nous en déduisons que a, b, ¢, d sont tous
réels. Ceci démontre en particulier la deuxieme partie de 1'assertion.
Un calcul direct donne que

(CETIE (ad — be),
et la premiere partie de ’assertion suit.

Nous pouvons maintenant conclure la preuve de la proposition. Comme Gp agit par homogra-
phie préservant 'orientation sur Cp et préserve les cercles projectifs orthogonaux a Cp, elle agit
par isométrie sur H?(P).

Réciproquement, une isométrie ¢ de H?(P) agit par homographie (réelle) préservant 1’orienta-
tion de Cp. Sa restriction a Cp coincide donc avec la restriction d’une homographie (complexe)
préservant Cp. Comme 1 est également une isométrie et qu’une isométrie est caractérisée par son
action sur le bord & l'infini, ¢ et 1 sont égales.

9.2.3 Le modele du demi-plan de Poincaré

Ce modele est le plus facile a utiliser pour les calculs. Il est obtenu a partir du modele projectif
complexe en envoyant un point du bord a linfini a Uinfini. IL joue pour le plan hyperbolique le
role des cartes affines.

Le plan hyperbolique s’identifie dans cette carte affine a

H? = {z € C|3(z) > 0}.
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Le bord a l'infini est donné par 1’axe réel
o2 = {2 € C | ¥(2) = 0} U {c0}.

Les géodésiques sont les cercles ou droites orthogonales a I’axe réel. La distance hyperbolique entre
deux points i.z et i.y de Paxe réel est |log(z/y)|.
On en déduit le résultat suivant

Proposition 9.2.7 Dans le modéle du demi plan de Poincaré, si la géodésique passant par x et y
a comme point a linfini a et b, alors

d(z,y) = |logla; b; z; y]|. (9.3)

Isométries

Les isométries préservant l'orientation du plan hyperbolique sont les homographies

az+b
% s
cz+d

avec a, b, ¢, d, réels et ad — bec > 0. En effet ce sont les seules homographies préservant 1’axe réel et
son orientation.

EXERCICES :

1. Soit (a, b) une géodésique et z un point hyperbolique. Soit o mla symétrie d’axe (a, b), montrez
que la géodésique passant par x et o(z) est 'unique géodésique orthogonale (a,b) passant
par .

2. Montrez que la symétrie axiale d’axe imaginaire pure dans le demi plan de Poincaré est
I’application z — —Z.

3. Montrez que toute isométrie du plan renversant 1’orientation du plan hyperbolique s’écrit

az+b
%7_ y
cz+d

avec a, b, c,d, réels et ad — bc < 0
Longueur des courbes
Le modele du demi plan permet d’introduire une notion importante.

Définition 9.2.8 Soit 7 : [a,b] — z(t) + iy(t) une courbe continue et C' par morceauz a valeurs
dans le demi plan de Poincaré. La longueur hyperbolique de la courbe c est

_ [P VEW + ()
£(c) 7/0, o) dt.

La propriété suivante résume les propriétés importantes de la longueur hyperbolique

Proposition 9.2.9 Soit v une courbe définie de [a,b] dans H>.

1. Soit ¢ un difféomorphisme de Uintervalle [c,d] sur Uintervalle [a,b]. Alors
t(y) = (v 9).
2. Soit H une isométrie de H? dans lui méme, alors

U(y) =L(H o).
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3. Nous avons l'inégalité
£(y) = d(v(a), (b)),

Uégalité ayant lieu si et seulement si la courbe v est une paramétrisation de la géodésique

entre v(a) et y(b)
o (56|

Examinons les conséquences de cette proposition. La deuxieme propriété nous permet de définir
la longueur d’une courbe dans tout plan hyperbolique. En effet si A est un plan hyperbolique, il
existe une isométrie ¢ de A vers H? unique & composition & gauche par une homographie. Soit
maintenant v une courbe tracée dans A. Nous pouvons alors poser sans ambiguité

4. nous avons l’inégalité

d(a,b) >

et d’apres la deuxieme propriété cette longueur ne dépend pas du choix de .

La troisieme propriété nous dit que — comme leur nom I'indique — les géodésiques sont les courbes
de plus petite longueur. Elle nous permet de montrer l'inégalité triangulaire pour la distance
hyperbolique :

d(z,y) +d(y,w) > d(z,w).

En effet la réunion de I'arc géodésique de z & y puis de y & w est une courbe C! par morceaux dont
la longueur est la somme des longueurs des arcs géodésiques, a savoir d(z,y) + d(y, w). L’inégalité
triangulaire est alors une conséquence de I'inégalité de la troisieme propriété.

DEMONSTRATION : La premiere propriété est une conséquence de la formule de changement de

variable

B /d 20 ()2 +x 0 p(t)?
e y

é(’Y © ¢) o (b(t) d
P Eo b()E + o 6(t)?
_ /¢ o PO

Va2 g2
B — (7).

Pour la deuxiéme propriété, soit

az+
H:
S A2+ 0

une homographie, ot a.d — A. = £1. Alors si u est un vecteur complexe

1
Oztop2’

P Bl
1 "/a Sty

D.H(u) =

Nous pouvons par ailleurs écrire

Remarquons par ailleurs que
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Alors

_ " 1H o)
e = | siren™

_ /" ()] "
B ay()+8
PSORRI Gty

bl
/a S0y = )

Un raisonnement analogue montre que si I : z — —Z, alors £({oc) = £(c). Comme tout isométrie
est soit une homographie, soit la composée de I et d’'une homographie nous obtenons le résultat.

Démontrer la troisieme inégalité. En composant avec une homographie, nous pouvons supposer
que v(a) et v(b) sont sur 'axe imaginaire. Alors

b ()2 (12
P ly(t)]
/a vt ©

/” y(t)
o Y(t)

y(a)
= |log ==<| = d(v(a),v(b).
‘ y(b)
Le cas d’égalité implique que & = 0 et y de signe constant, autrement dit v est une paramétrisation
de larc joignant y(a) & v(b).

La quatrieéme inégalité suit de la premiere partie de la preuve de la troisieme inégalité.

dt

9.2.4 Le modeéle du disque de Poincaré

On choisit une carte affine qui envoie le cercle projectif / bord & linfini vers le cercle U de
rayon 1, centré a l'origine de C. Dans ce modele le plan hyperbolique est l'intérieur du disque et
les géodésique sont soit les cercles orthogonaux au bord soit les droites passant par 'origine. La
distance hyperbolique a 'origine se calcule aisément dans ce modele

d(z,0) = log(ij:z:) (9.4)
(CE-DE) (14l
(;xxm‘lg(lﬂ)

Corollaire 9.2.10 Les boules hyperboliques — c’est-a-dire pour la distance hyperbolique — du modéle
de Poincaré sont des boules euclidiennes.

En effet

g

|

d(x,0) = log —i,iw,o = log
|| ||

Attention : la boule hyperbolique et la boule euclidienne avec laquelle elle coincide n’ont souvent
ni le méme centre ni le méme rayon. Si nous notons par By, (z, R) la boule hyperbolique de centre
x et de rayon R. Le résultat s’écrit

VeeU VR>0,JyeU, 3S >0, By(z,R)={2z€C||y—z| < S}

DEMONSTRATION : Les boules hyperboliques centrées en zéro sont des boules euclidiennes par le

calcul de la distance a l’origine.
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Par ailleurs, il existe toujours une isométrie ¢ préservant l'orientation envoyant un point x sur
0. Comme ¢ est une isométrie ¢p(Bp(z, R)) = By (0, R). En particulier

¢_1(Bh(07 R)) = Bh(x7 R)7

est une boule euclidienne car I'image d’une boule euclidienne par une homographie est une boule
euclidienne : les homographies préservent les cercles projectifs.

9.2.5 Le modele projectif de Klein

Considérons la forme quadratique suivante sur R?3

Q(xaya Z) = z2 + y2 - 22'

Nous avons alors trois types de droites dans R?
1. les droites de type espace : celles pour lesquelles la restriction de @) est positive,
2. les droites de type temps : celles pour lesquelles la restriction de @) est négative,
3. les droites de type lumiére : celles pour lesquelles la restriction de @ est nulle.

Soit alors C la conique d’équation x2 + y? — 22 = 0. Montrons tout d’abord la propriété suivante

Proposition 9.2.11 Soit xg une droite de type temps. Il existe alors une carte affine dans laquelle
xo =0, et la conique C est le cercle de centre xg.

DEMONSTRATION : En effet, nous choisissons une base (e1, ea,e3) de R3 dans laquelle es est un

vecteur de norme —1 de zg, (e1,ea) est une base orthonormé de z3. Dans cette base, si z est de
coordonnées (u,v,w) alors Q(z) = u? + v? — w?. Dans la carte affine w = 0, zo est Porigine et
/mathcalC' est une cercle centré sur l'origine.

Définition 9.2.12 Le modele projectif de Klein est le modéle pour lequel
~ Le bord a Uinfini O-,H? est I’ensemble des droites de type lumicere, c’est-a-dire la conique
d’équation 2 +y%> — 22 =0,
— le plan hyperbolique H? est l’ensemble des droites de type temps,
— les géodésiques sont les intersections des droites projectives avec H?,
— le birapport sur O, H? est donnée par la paramétrisation unicursale de la conique OxoH?2.

Nous devons montrer que ce modele vérifie les axiomes. Le seul point délicat & montrer est que
Iinversion par rapport a un point zy préserve le birapport. Ceci découle de la proposition 9.2.11.
En effet dans la carte affine pour laquelle z est l'origine et 0,,H? est une cercle centré sur I'ori-
gine. L'inversion est la restriction de I'application z— > —z qui est une tranformation projective
préservant O,,H? et en particulier préservant le birapport.

Une autre version du modele projectif de Klein consiste a prendre ce modele dans une carte
affine :
Le bord & l'infini 9, H? est le cercle de rayon 1 centré en 'origine
— le plan hyperbolique H? est I'intérieur du disque
— les géodésiques sont les intersections des droites affine avec HZ,
le birapport sur C' est donné par la pramétrisation unicursale de C, c¢’est-a-dire que si quatre
points x; sont repérés par leur angle 6;, leur biraport est

o () () (3 (5]



Chapitre 10

Le plan hyperbolique comme
espace métrique

Nous venons de voir que ’espace hyperbolique muni de sa distance hyperbolique est un es-
pace métrique. Nous allons reconstituer sa géométrie a partir de distance. Nous allons d’abord
reconstituer les géodésiques, I'angle de deux géodésiques, le bord a 'infini et enfin les isométries.

10.1 Reconstruction de la géométrie a partir de la métrique

10.1.1 Géodésiques

Les géodésiques se construisent a partir de la distance.

Proposition 10.1.1 Soit a et b deux points du plan hyperbolique. Alors 'arc géodésique joignant
aabest
{z | d(a,z) + d(x,b) = d(a,b)}.

10.1.2 Le bord a l’infini

Nous pouvons interpréter du point de vue métrique le fait que deux géodésiques passent par le
méme point a I'infini.
Introduisons une définition

Définition 10.1.2 Deux arcs géodésiques (a, A) et (b, B) ot a et b sont des points de H? et A et
B des points de O,H? paramétrées par t — a(t) et t — b(t) respectivement sont asymptotes si et
seulement si

lilrfri)sogp{d(a(t), b(t))} < o0.

Proposition 10.1.3 Deux arcs (a, A) et (b, B) sont asymptotes si et seulement si A = B

Nous pouvons alors reconstruire le bord a l'infini a partir de la métrique de la maniére suivante :
A

nous remarquons que la relation ”étre asymptote” est une relation d’équivalence et nous identifions
le bord a l'infini avec ’ensemble des classes d’équivalence.

DEMONSTRATION : Cela se fait par un calcul explicite dans le plan hyperbolique. Onconstante

suppose tout d’abord que A = B = oo, la premiere géodésique est alors paramétrée par a : t —
a+ ie!T et la deuxieme par b: ¢t — b+ et 15,
En considérant les courbes de niveaux y constante on remarque que d(a+iy,b+1iy) < |a—b|/y.
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Nous obtenons alors que

[l

et

d(a(t),b(t) < a+ Bd(a+ et b+et)<a+ B+

Ainsi a(t) et b(t) sont asymptotes.
Pour la réciproque, on raisonne par ’absurde et on suppose que A = co # B. En particulier

Par ailleurs, on a toujours

En particulier

10.1.3 Birapport

Le birapport se reconstruit lui aussi a ’aide de la métrique & partir de sa définition :

Nous nous donnons quatre points & l'infini (a, b, ¢, d), nous considérons la géodésique (a,b). Il
existe un unique point x tel que larc géodésique (z,c¢) est orthogonal & (a,b), de méme il existe
un unique point y tel que (y, d) est orthogonal & (a, b).

Alors, d’apres la définition de la métrique hyperbolique

la,e,d,b)] = .

Le signe du birapport dépend de I'entrelacement de (a, b) et (¢, d). Ceci nous permet de reconstruire
de birapport entre quatre points a partir de la seule distance.
Voici une autre formule qui nous sera utile par la suite

Proposition 10.1.4 Soit (a,b,c,d) quatre points a Uinfini tels que (a,b) n'est pas entrelacé avec
(¢,d) et (a,c,d,b) est ordonné, il existe alors une unique géodésique orthogonale y avec (a,b) et
(¢c,d). De plus

[a,c,d,b] = %cosh2 (d(a;y)) , (10.1)
[a,b,c,d] = tanh?(d(z,y)). (10.2)

ot x est lintersection de v avec (a,b) et y est Uintersection de v avec (¢, d).

DEMONSTRATION : On choisit un demi plan de Poincaré tel que (a,b) est I'axe vertical. Les

géodésiques orthogonales sont alors les demi-cercles C(z) de centre 0 passant par x, —z avec
x > 0. La géodésique (c,d) est alors un demi-cercle passant donc par z, w avec zw > 0. Pour que
les géodésiques C(x) et (¢, d) soit orthogonales, il faut que

Nous obtenons ainsi ’équation
22+ x(w—2) —1—wz,

qui a deux solutions de signes opposés et donc une seule solution positive. Ceci garantit ’existence
d’une unique géodésique orthogonale & la fois & (a,b) et (¢, d).
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Enfin, pour la derniere formule, on suppose que v va de zéro a l'infini dans le modele du
demi-plan. Alors (a,b) = (=X, X) et (¢,d) = (=Y,Y). Dans ces conditions

X
d(z,y) = |log [ =
(z,y) = |log (Y) ‘
Par ailleurs,
_ (X + Y)2
[a, C, d, b] = W

10.1.4 Triangles

Nous allons montrer le lemme suivant

Proposition 10.1.5 [CLASSIFICATION DES TRIANGLES| Soit p, g, r trois nombres réels strictement
positifs tels que p+q > r, p+71 > q et ¢+ r > p. Il existe alors trois points a, b et ¢ dont les
distances entre les sommets sont exactement p, q et r. Un tel triangle est unique a isométrie preés.

DEMONSTRATION : Soit z et y deux points & distance p. Les hypotheéses entrainent que la boule
de rayon p autour de z et de rayon g autour de y s’intersectent. Les bords de ces boules - qui sont
des cercles projectifs — s’intersectent en deux points qui sont échangés par la symétrie d’axe (x,y).
L’un quelconque de ces deux points forme le troisieme sommet du triangle.

La construction montre que tous les triangles dont les cotés sont de longueur p, ¢ et r sont
isométriques.

10.2 Extension des isométries
Nous avons vu qu’'une isométrie préserve la distance et les géodésiques.

Théoréeme 14 Soit K un sous-ensemble de H2. Soit H une application de K dans H? préservant
la distance. Alors H est la restriction d’une isométrie.

Pour l'unicité, il est intéressent de rappeler qu’une isométrie préservant 1’orientation et fixant
deux points est I'identité.

DEMONSTRATION : Soit a un point de K, en composant avec une isométrie on peut supposer que
H(a) = a. Si K = {a} c’est fini.

On note maintenant par (a, A) la géodésique passant par a et le point & l'infini A de méme que
le K-arc m qui 'intersection de cette géodésique avec K.

D’apres la proposition 10.1.1, I'image de m est un sous-ensemble d'un arc géodésique. En
composant avec une homographie, 1OUS pouvons nous ramener a la situation suivante : il existe

un point A du bord a l'infini, tel que (a, A) contient un point a; distinct de a et est fixé point par

point par H.
Si K = (a, A) c’est fini.

—

Soit donc un arc (a, B) un autre arc non réduit & a et b € (a, B) \ {a}. Par la la proposition
10.1.5, nous savons que le triangle (a, a1, H(b)) = (H(a), H(a1), H(b)) est 'image de (a,a,b) par
une isométrie de H2. En composant avec cette isométrie nous pouvons donc nous ramener au cas

ou H fixe (a,ay,b). Soit alors v 'angle entre m et @T,E).

Montrons maintenant que H préserve tous les K-arcs géodésiques passant par a.

Soit donc n un tel K-arc. Nous savons que H(n) est inclus dans un arc géodésique. Si /3 est
Pangle orienté entre n et (a, A) et si /3 est I'angle orienté entre H(7) et (a, A), la proposition 10.1.5
entraine par unicité des triangles que

cos(8) = cos(B)
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Sip= ,5’ alors H préserve 7. Raisonnons par I’absurde et supposons que H ne préserve par 7, alors

B =21 — .

De méme, si v est angle entre 7 et (a,a1) et alors & est Pangle entre H(7) et (a,a;) alors
cos(ar) = cos(&).
Pour la méme raison, & = 27 — . Supposons « > 3, alors — un petit dessin aide —
a—fB =~ [2n].

De méme .
B—a=r[2n]
Nous obtenons donc la contradiction car v # —v [27].
Nous venons de montrer qu’apres composition avec une homographie H est I’identité.

10.3 Au voisinage d’un point

10.3.1 Les boules ouvertes

Rappelons que la boule ouverte de centre = de rayon R dans un espace métrique M est
B(z,R) :={y € M | d(y,z) < R}.
Nous avons alors

Proposition 10.3.1 Une boule ouverte est un disque dans le modele du disque ou du demi plan
de Poincaré. De plus, une boule est géodésiquement convexe : un arc géodésique passant par deux
points d’une boule est une boule.

DEMONSTRATION : D’apres la formule (9.4), la boule ouverte centrée a lorigine est un disque.

Comme 'image d’un disque par une homographie est un disque nous en déduisons la premiere
partie du résultat.

Pour le deuxieme partie du résultat, nous pouvons choisir un modele du demi-plan tel que la
géodésique passant par deux points est une droite affine verticale. Dans ce modele, une boule est
un disque. Comme un disque est convexe, nous en déduisons le résultat.

De plus, “vu de pres” une tres petite boule ouverte ressemble & une boule euclidienne.

Proposition 10.3.2 I existe une fonction € est une fonction qui tend vers zéro en zéro, telle que
st B une boule de rayon u centrée en 0 dans le modéle du disque de Poincaré. Alors pour tout a et
b de B

|[d(a,b) —|a —b|| < e(u).u.

DEMONSTRATION : Soit alors A et B les extrémités de la géodésiques passant par a et b. Notre

premiere remarque est que A et B sont presque opposés :
|A+ B| < e(u).

Voici une preuve de ce fait géométrique par le calcul. On peut supposer apreés une rotation que
A = 1. On sait alors que

R([1, B,4,a]) = 0 et R([1, B, —i,a]) = 0.
Or

R([1,B,i,a] 4+ [1, B, —i,a]) =R (W) =R (1 —l—E) + e(u).
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Ainsi R(1 4+ B) = e(u). Comme B = cos(#) + i.sin(f), nous obtenons cos(d) = —1 + ¢(u) et donc
que 1+ B = €(u).
Un développement limité nous donne alors

d(a,b) = loglA,B,a,b]

= lg(1-2-b e b
- %\ a B BT aT

M—bL(;+;;+dm>

la —b].(1 4 €(u))

Cette derniere égalité est le résultat recherché.

10.3.2 Angle

Cette derniere proposition nous permet de reconstruire I'angle entre deux géodésiques a l'aide
de la distance :

Proposition 10.3.3 Soit (a, A) et (a, B) deux arcs géodésiques. Pour tout t, soit Ay l'unique point
de (a, A) tel que d(a,Ar) = t; de méme, B; unique point de (a, B) tel que d(a, Bt) = t; alors,
langle B entre les deuz arcs vérifie

1 - cos(8) = lim (‘W> .

t—0 2t2

Cette proposition est une conséquence immédiate de la proposition précédente

10.4 Comment caractériser ’espace hyperbolique

Nous venons de voir que la géométrie de I’espace hyperbolique peut étre reconstruite a ’aide de
la seule distance. Nous n’avons pas parlé du birapport mais celui-ci peut-étre reconstruit a partir
par exemple de I'angle entre les géodésiques.

Autrement dit, un plan hyperbolique est un espace métrique dont la distance vérifie un certain
nombre de propriétés supplémentaires.

Une propriété toute particuliere peut caractériser le plan hyperbolique et résumer ainsi les
propriétés précédentes, cette propriété se définit a I’aide d’un invariant numérique appelé courbure.
Malheureusement, définir la courbure sort du cadre de ce cours.



Chapitre 11

Les figures du plan hyperbolique

0., H?

FI1GURE 11.1 — Polygones convexes hyperboliques

11.1 Demi-plan, quadrant, polygone convexes, triangles

11.1.1 Ensembles convexes

Définition 11.1.1 [CONVEXE] qu’un ensemble G est géodésiquement convexe si pour toute paire
de points x et y de G ; larc géodésique passant par x ety est inclus dans G.

D’apres le modele projectif de Klein — deuxieéme version — un ensemble G est convexe si et
seulement si, vu comme sous-ensemble du plan affine, il est convexe.

11.1.2 Polygones convexes

Définition 11.1.2 Un demi-plan est l’'une des régions complémentaires d’une géodésique. Un qua-
drant est l'une des régions complémentaires de la réunion de deux géodésiques orthogonales. Un
polygone convexe est ['une des composantes connezres comme sur la figure 11.1.

REMARQUES :

1. Tout les demi-plans sont isométriques. Tout les quadrants sont isométriques.
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2. Rappelons qu'un ensemble G est géodésiquement convexe si pour toute paire de points x
et y de G; 'arc géodésique passant par x et y est inclus dans G. Un polygone convexe est
géodésiquement convexe : en effet un demi plan est géodésiquement convexe et 'intersection
d’ensembles géodésiquement convexes est géodésiquement convexe.

3. lintersection de deux polygone convexes est un polygone convexe.

Proposition 11.1.3 Soit P un polygone conveze. Alors
1. Le polygone P est une intersection finie de demi-plans ouverts.

2. Un polygone convexe est géodésiquement convexe.

DEMONSTRATION : Ceci se déduit des propriétés correspondantes des polygones dans 1’espace affine

en utilisant le modele projectif de Klein.

Proposition 11.1.4 Soit v; des géodésiques distinctes. Pour tout i, soit H; un demi-plans bordé
par la géodésique ;. Soit P le polygone convexe P = (), H;. Soit P ladhérence de P. Soit x un
point de P.

1l existe alors un voisinage convere B de x pour lequel nous avons l'une des situations suivantes

1. soit B C P,
2. soit, il existe © tel que BN P =BNH,;, etz €y,
3. soit, il existe i et j distincts tels que {x} = v;Nvy; e¢ BAP = BNH;NHj, ot H; et H;
sont des demi-plans bordés par v; et y;
De plus P est lintersection finie de demi-plans fermés : P = N;H;. Enfin, P est aussi géodésiquement
convexe.

DEMONSTRATION : Ceci se déduit des propriétés correspondantes des polygones dans I’espace affine

en utilisant le modele projectif de Klein.

Définition 11.1.5 Soit P un polygone convere. Un sommet de P est un point de P qui n’est
inclus dans aucun arc géodésique inclus dans P, ¢’est aussi un point x tel que P\ {z} est convexe.
Un coté de P est un arc vy géodésique fermé tracé dans P, tel que P\ {7} est géodésiquement
conveze.

REMARQUES :

1. Un point est un sommet de P si et seulement si il correspond au troisieme cas de la proposition
11.14

La proposition suivante se déduit des propriétés correspondantes des polygones dans 1’espace
affine en utilisant le modele projectif de Klein.

Proposition 11.1.6 Les extrémités d’un cote d’un polygone convexe sont les sommets de ce po-
lygone. Par chaque sommet passe eractement deuzx cotés. Un polygone convexe a un nombre fini
de sommets et de cotés. Un polygone convexe compact a autant de sommets que de cotés.

11.1.3 Triangles

Définition 11.1.7 Un triangle de sommets distincts ay,as,as, éventuellement a l’infini, est l'in-
tersection des trois demi-plans Py, Py et Ps tels que P; est le demi-plan contenant a; et complémentaire
a la géodésique passant par les deux autres sommets. L’angle au sommet a est 'angle est les deux
cotés issus de a, ou par convention deux géodésiques qui se rencontrent a linfini on un angle nul
en ce point.
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REMARQUES :
1. Lorsqu’un triangle a ses trois sommets & l'infini on dit que c’est un triangle idéal. Tout les
triangles idéaux sont isométriques.

Proposition 11.1.8 [CLASSIFICATION DES TRIANGLES| Soit p, g, r trois nombres réels strictement
positifs tels que p+q > r, p+1 > q et q+r > p. Il existe alors un triangle dont les distances entre
les sommets sont exactement p, q et r. Un tel triangle est unique a isométrie pres.

DEMONSTRATION : Soit z et y deux points & distance p. Les hypotheses entrainent que la boule

de rayon p autour de z et de rayon g autour de y s’intersectent. Les bords de ces boules - qui sont
des cercles projectifs — s’intersectent en deux points qui sont échangés par la symétrie d’axe (x,y).
L’un quelconque de ces deux points forme le troisieme sommet du triangle.

La construction montre que tous les triangles dont les c6tés sont de longueur p, q et r sont
isométriques.

11.2 Hexagones droits

Définition 11.2.1 Un hexagone droit — ou demi-pantalon — est un polygone convexre compact
ayant six sommets et six cotés et dont les angles aux sommets sont /2. Une couture d’un hexagone
est la réunion de trois cotés d’intersection vide.

H2

.o H?

FIGURE 11.2 — Hexagone droit

Proposition 11.2.2 [CLASSIFICATION DES DEMI-PANTALONS| On se donne trois nombres réels
positifs p,q,r. Il existe un unique demi-pantalon dont les longueurs des cotés d’une couture sont p,
q et r. Un tel hexagone droit est unique a isométries pres.

DEMONSTRATION : Soit a = (a™,a™), 8= (8%,57), 7= (y",77) les géodésiques correspondants

au trois autres coutures. Nous pouvons toujours supposer que o~ =0, a™ = oo, y" >+~ > T =
1> 7. D’apres la proposition 10.1.4, les longueurs p, g et r des coutures se calculent par
Q =tanh(q)® = [a",at,y7,47],

R= tanh(r)2 = [ﬂ+5_7’7_77+]7
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Remarquons que P, () et R tous compris entre 0 et 1. Nous sommes donc amené a résoudre le
systeme

- = Ppt
S = o= @yt
(BT =y7)(B" =" = RBT-N)B =)
Nous en déduisons

(1-Qy)(P=7") = R(P-Qy")(1—-7").

Soit donc F' la fonction définie par

La dérivée de cette fonction est du signe de
(@ —1)(P —1)(Qz* - P).
Elle est donc postive sur [1/Q, oo[, car puisque P et @ sont plus grands que 1, si > P
Q> >1/Q>1>P.

La fonction F' donc une bijection de [1/Q, oco[ vers [0, 1]. Deés lors, si R > 1, il existe une unique
solution plus grande que 1/Q de I’équation en x définie par

F(z) = R(p— 1)(Q —1).

Le systeme S a donc une solution unique. Nous laissons au lecteur vérifier que ceci entraine
qu’un hexagone droit est déterminé par les longueurs d’un couture a isométrie pres.

11.3 Aire

Soit C' un ensemble mesurable du demi plan {z = z + iy € C | z > 0}. L’aire hyperbolique de
C est la quantité

1
Aireh(C):/ —dzdy.
cly

Proposition 11.3.1 Soit C' un sous-ensemble mesurable du demi-plan de Poincaré et H une
isométrie de ce demi-plan. Alors

Aire, (C) = Aire, (A(C)).
Cette proposition nous permet de donner la définition suivante

Définition 11.3.2 Soit C' un sous ensemble mesurable d’un plan hyperbolique H?. Son aire hy-
perbolique est définie comme l'aire hyperbolique de ¢(C) ot ¢ est une isométrie de H? wvers le
demi-plan de Poincaré.

REMARQUES : L’aire d’'un ensemble est invariant par isométrie.
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11.4 La formule de Gauf3-Bonnet

L’angle & un sommet x d’'un polygone P est I’angle « entre les cotés de ce polygone. L’angle
extérieur & ce sommet x est f =7 — .

La formule de Gauf-Bonnet pour un polygone convexe compact relie la somme des angles
extérieurs et ’aire du polygone.

Théoréme 15 [FORMULE DE GAUSS-BONNET] Soit P un polygone convexe compact. On note S
Uensemble de ses sommets et B(s) Uangle extérieur au sommet s. Alors

D B(s) = 2m+ Airey(P). (11.1)
ses
Pour les triangles cette formule s’énonce différemment :

Théoréme 16 [FORMULE DE GAUSS-BONNET] Soit T un triangle. Soit «, B et v ces angles au
sommet, alors

a+p+y = w—Airey(T). (11.2)

REMARQUES : Voici quelques conséquences de la formule de Gau3-Bonnet qui montre a quelle point
la situation differe du cals euclidien.

1. Il n’y a pas de rectangles hyperboliques : la somme des angles intérieurs d’un polygone a
quatre cotés est strictement plus petite que 2x. Il n’existe donc pas de polygones convexes a
quatre sommets ayant des angles droits.

2. L’aire d’un hexagone droit est 7.

3. La somme des angles d’un triangles est strictement plus petite que .

Nous laissons en exercice la démonstration de la formule de Gaufl-Bonnet a partir de la formule de
Gauf-Bonnet pour les triangles.
Nous allons démontrer cette formule en procédant par étapes.

11.4.1 La formule de Gauf3-Bonnet pour les triangles idéaux

Nous montrons

Proposition 11.4.1 Soit T un triangle idéal. Alors

Aire, (T) = 7.

DEMONSTRATION : Ceci suit d’un calcul. On se place dans le plan hyperbolique et on envoie les

trois sommets en 0, 1 et oo comme sur la figure 11.3. Alors

To={z+iy|-1l<z<l y>+1-2z2}

Airey, (To) = /_11 (

En particulier

/°° dy> e /1 dz
— = —_— =TT
Vi—e® Y2 —1V1—2a?
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FI1GURE 11.3 — Triangle idéal

/.

FIGURE 11.4 — Additivité de Gaufl

11.4.2 La formule de Gauf3-Bonnet pour les triangles avec deux points
a Pinfini
Nous noterons A(#) l'aire du triangle hyperbolique dont deux des sommets sont & Uinfini et

dont I'angle au sommet extérieur est 8. Cette fonction est bien définie car tout ces triangles sont
isométriques. La formule de Gaufl-Bonnet dans ce cas se réduit a

A(6) = 6.

Nous savons par la proposition précédente que A(w) = 7. La fonction A étant continue, il suffit
pour conclure de montrer

Proposition 11.4.2 [ADDITIVITE DE GAUSS] La fonction A est additive : elle vérifie

Ala) + A(B) = A(a + B).

DEMONSTRATION : Cette formule suit du dessin 11.4.
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En effet, 'aire du triangle bleu additionnée a celle du rose est 7 soustraite de I'aire du triangle
marron, et donc égale a celle du triangle jaune.

Par ailleurs la somme des angles extérieurs des triangles bleu et rose est l'angle extérieur au
triangle jaune

11.4.3 La formule de Gauf3-Bonnet pour les triangles

La formule de Gaufl-Bonnet pour un triangle avec un point a I'infini se démontre & partir de la
proposition précédente en utilisant le fait qu’un tel triangle est la différence symétrique entre deux
triangles ayant deux points a l'infini.

De méme, le cas général de la formule de Gaufl-Bonnet se démontre a utilisant le fait qu’un
triangle est la différence symétrique entre deux triangles ayant un point a 'infini.

Ces deux cas sont traités dans la figure 11.5 ou a chaque fois on compare I'aire du triangle rose
avec la différence entre l'aire du triangle bicolore jaune et marron avec celle du triangle marron.

FIGURE 11.5 — Formule de Gauf3-Bonnet



Chapitre 12

Surfaces hyperboliques

Nous allons donner la définition de plusieurs types de surfaces hyperboliques. Commencons par
une définition

Définition 12.0.3 Soit X et Y deux espaces métriques. Soit x un point de X et y un point de
Y. Une isométrie locale de (X, x) vers (Y,y) est la donnée d’un réel r strictement positif, d’une
bijection ¢ entre la boule de rayon r de centre x et celle de rayon r ce centre y, tels que

Vz,t € B(x,r), d(z,t) =d(¢(z),o(t)).

Nous dirons également que (X,z) et (Y,y) sont localement isométriques.
Nous dirons que X est modelé sur Y si pour tout point de x, il existe un point y de Y tel que
(X, z) est localement isométrique a (Y,y); Y est le modele de X.

REMARQUES :
1. Le plan hyperbolique est modelé sur le demi-plan hyperbolique ; la réciproque n’est pas vraie.

2. De méme, le demi-plan hyperbolique est modelé sur le quadrant hyperbolique ; la réciproque
n’est pas vraie.

3. Enfin si @ est un quadrant, si (Q, z) est localement isométrique & (Q,y) alors x est le sommet
de @ si et seulement si y est le sommet de ), de méme x appartient a un coté de @ si est
seulement si y appartient & un coté de Q. En effet, étre un sommet ou appartenir au bord
est par la définition une condition métrique et donc invariante par isométrie locale.

12.1 Premieéres définitions
Voici les différentes définitions.

Définition 12.1.1 1. Une surface hyperbolique est un espace métrique modelé sur le plan hy-
perbolique.

2. Une surface hyperbolique a bord géodésique est un espace métriqgue modelé sur le demi-plan
hyperbolique.

3. Une surface hyperbolique a bord géodésique et coins carrés est un espace métriqgue modelé
sur le quadrant hyperbolique.

REMARQUES :

1. Notre premier exemple de surface hyperbolique a bord géodésique et coins carrés est un
polygone convexe dont tous les angles sont droits : ceci suit de la proposition 11.1.4.

(0]
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2. Par ailleurs, toute surface hyperbolique est également hyperbolique a bord géodésique;
nous verrons plus tard que son bord est vide. De méme, toute surface hyperbolique a bord
géodésique est également hyperbolique a bord géodésique et coins carrés; nous verrons plus
tard qu’elle n’a pas de coins.

3. Une surface hyperbolique est localement compacte et localement connexe par arcs. Ceci suit
de la propriété correspondante pour ’espace hyperbolique.

12.1.1 Cartes et coordonnées

Définition 12.1.2 Soit S une surface hyperbolique a bord géodésique et coin carré. Une carte de
rayon € au voisinage d’un point x de S, est une paire (B, ¢) ot B est une boule de rayon e contenant
x et ¢ une isométrie de B sur une boule du quadrant hyperbolique.

Si (B, ®) est une carte, on dit que B est le domaine de la carte et ¢ les coordonnées de la carte.

12.1.2 Bord et coins

Lorsque nous sommes en présence d’'une surface a bord géodésique et coins carrés, nous allons
identifier son bord et ses coins.

Définition 12.1.3 Soit S une surface hyperbolique a bord géodésique et coins carrés. Notons @ le
quadrant hyperbolique.

1. Un point x de S est un coin, si et seulement si (S, z) est localement isométrique a (Q, sg) ot
s est le sommet de Q.

2. Un point x de S est au bord de S , si et seulement si (S,x) est localement isométrique a
(Q,s) ot s appartient a un coté de Q.
3. le bord de S, noté 0S est l’ensemble des points au bord de S.

D’apres la remarque (3) de lintroduction de ce chapitre, si S et ¥ sont deux surfaces hyperbo-
liques, si (S, ) et (X,y) sont localement isométriques alors x est un coin si et seulement si y est
un coin, de méme z appartient au bord, si et seulement si y appartient au bord.

12.2 Longueur des courbes et distance riemannienne

Nous voulons définir la longueur des courbes. Nous allons définir la longueur des courbes C*
par morceaux et pour cela nous devons définir les courbes C! par morceaux.

12.2.1 Courbes et longueurs

Définition 12.2.1 Une courbe a valeurs dans une surface hyperbolique a bord géodésique et coins
carrés S est une application continue v d’un intervalle I a valeurs dans S. Un telle courbe est
C! par morceaux si pour tout z, il existe une carte (B, ) au voisinage U de x dans I, telle que
c(U) C B et oy est C! par morceaur.

On remarque que si v est une courbe C'!' par morceaux définie de I dans S, il existe alors une
famille {(I;, ;) }ica — ol A est dénombrable — telle que
— les intervalles I; partitionnent I :
I= |_| I;.

€A
— pour tout i, ¢; est une isométrie locale définie au voisinage de ~y(I;).

Une telle famille {(I;, ¢;)}ica s’appelle une découpe de ~.
Nous avons alors
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Proposition 12.2.2 Soit v une courbe et A = {(I;, ¢;)}ica une découpe de . Alors la quantité
0a(y) = tn(piov(L)),
€A
ne dépend pas du choix de la découpe.
Cette proposition nous permet d’introduire les définitions suivantes :

Définition 12.2.3 Soit v une courbe C* par morceauz. Soit A = {(I;, ;) }ica une découpe de .
La longueur de la courbe v est la quantité

() = tn(gi o y(IL)),
€A
Une courbe v : I — S est paramétrée par 'arc si pour tout t et s de I,

E(W'[t,g]) =t —s|.

DEMONSTRATION : Soit A = {(I;, ¢i)}ica et B = {(Jj,v;)}jep deux découpes.

Supposons tout d’abord que les intervalles J; sont des raffinements des intervalles I;, autrement
dit que pour tout i, il existe un ensemble B;, tel que

L= || J.
JEB;

Supposons également dans ce cas que ¢j|,y([j) = ¢|7([].) si j € B;, alors 'additivite de la longueur
entraine que

la(y) = la(7)-

Nous pouvons donc supposer en prenant les intersections des intervalles que A = B et que I; = J;.
Il suffit donc de démontrer que

Cr(diov(1;)) = Ln (i o v(1y)).

or H =1;0 ¢i_1 préserve la distance. Par le théoréeme d’extension 14, H est la restriction d’une
isométrie et préserve les longueurs. Ainsi

En(di 0 y(15)) = Ln(H o s 0 y(1;)) = L(th; o y(1y)).
Nous avons terminé notre preuve.

Il est important de minimiser la longueur des courbes.

Proposition 12.2.4 [MINORER LA LONGUEUR DES COURBES| Soit x un point de S et ¢y > 0 tel
que B(z,eq) est isométrique & une boule du quadrant par Uapplication ¢. Soit o < €y Soit ¢ une
courbe joignant un point z appartenant ¢ B(x,a) & un point y n'appartenant pas & B(z, ey). Alors

L(c) > eg — a.

DEMONSTRATION : En effet supposons ¢(0) = z et c(a) = y. Par le théoréme des valeurs in-
termédiaire appliqué & la fonction ¢ — d(z, c(t)), il existe un intervalle [0, u] tel que
1. ¢[0,u[C B(z,¢€o),
2. d(z,c(u)) = eo.
Alors
Uc) =L (poclou) -
Comme la distance hyperbolique minimise la longueur, nous avons

(o) = dn(¢oc(0),¢oc(u)).

En utilisant successivement l'inégalité triangulaire et le fait que ¢ est une isométrie, nous avons
dn(¢0c(0),¢0c(u)) = dn((z), ¢ 0 c(u)) — dn( 0 c(0),x) = d(z, c(u)) — d(c(0), ) = € — o

Nous obtenons le résultat en combinant ces inégalités.
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12.2.2 La distance riemannienne

Au départ, une surface hyperbolique est un espace métrique. Ceci dit la distance initiale pourrait
ne pas étre tres intéressante. Remarquons en effet que si f est un fonction croissante, égale a
'identité au voisinage de 0, alors ’espace hyperbolique muni de la distance d¢(z,y) = f(d(z,y)
est modelé sur le plan hyperbolique. Il existe cependant sur une surface hyperbolique une meilleur
métrique que nous appelerons riemannienne

Définition 12.2.5 Soit x et y deux points d’une surface hyperbolique a bord géodésique et coins
carrés conneze. La distance riemannienne entre x et y est

dr(z,y) == inf(¢(c) | ¢ courbe C' par morceaux joignant x a y}

On montre aisément qu’il existe toujours une courbe C'! par morceaux joignant deux points d'une
surface connexe.

Proposition 12.2.6 Soit S une surface hyperboliqgue muni d’une métrique d. Soit x un point de
S, il existe alors € > 0, tel que

1. sid(y,x) > € alors dr(y,x) > €.

2. si z et t appartiennent & la boule de centre x de rayon € alors dr(z,t) = d(z,t).

Corollaire 12.2.7 1. La surface S munie de la distance riemannienne est localement isométrique
en tout point a la surface S muni de la distance initiale.

2. La distance riemannienne est une distance.

A partir de maintenant, nous munirons toujours une surface hyperbolique de sa distance rie-
mannienne.

DEMONSTRATION : Notons @ le quadrant. Soit z un point de S. Soit ¢y > 0, tel qu’il existe un

point z¢ de @, une isométrie ¢ de B(x,¢p) avec
Bp={weQ|dp(w,z) <e}NQ.

Posons enfin € = ¢y/4. Soit tout d’abord y n’appartenant pas a B(x,€) et ¢ une courbe joignant x
a y. D’apres la proposition 12.2.4 pour a = 0, nous avons

L(c) > e.

Ceci démontre le premier point.

Soit maintenant ¢ une courbe quelconque joignant deux points z et y de la boule B(x,¢€),

— si ¢ C B(z,€), alors

(c) = U(¢(c)) = dn(9(2),0(y)) = d(z,y).
— si ¢ sort de la boule B(z,¢€p), alors £(c) > 2¢ > d(z,y), en appliquant la proposition 12.2.4
pour « = €/4

Nous obtenons donc que, pour toute courbe ¢ joignant deux points z et y de la boule B(z, €), nous
avons

c) > d(z,y).
En particulier,
Enfin, comme ¢(B) est convexe, il existe une courbe ¢ tracée dans ¢(B) tell que

t(c) = dn(9(2), d(y))-

Il existe donc une courbe ¢y = ¢! o ¢, telle que

U(co) = dn(z,y).
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Ainsi,

dr(z,y) < d(z,y). (12.2)

et en combinant les deux inégalités (12.1) et (12.2)

dR(Za y) = d(z,y)

12.3 Géodésiques

Des courbes jouent un role particulier.

Définition 12.3.1 Une courbe C par morceauz v : I — S est une géodésique, pour tout = de I,
il existe un intervalle J qui est un voisinage de x dans I tel que

Vy,z € J, d(y(y),7(2)) =y — 2.

La proposition suivante donne quelques propriétés élémentaires des géodésiques.

Proposition 12.3.2 1. Si~y est une géodésique, alors d(y(s),v(t)) < |t — s|.

2.

Sty est une géodésique alors v est paramétrée par 'arc : €(7|[S7t]) =ls—t|

REMARQUES :

1.

En particulier, une géodésique minimise localement la longueur : pour tout x de I, il existe
un intervalle J qui est un voisinage de = dans I tel que

Vy,z € J, d(v(y),v(z)) =1 <7|[y7Z]) :

. Cette notion de géodésique coincide avec celle des géodésiques usuelles dans le plan hyper-

bolique, le demi-plan hyperbolique et le quadrant.

. Nous avons méme un résultat plus précis. Soit ¢ :Ju,v] dans le plan hyperbolique, le demi-

plan hyperbolique ou le quadrant qui minimise localement la longueur. Alors ¢ est un arc
géodésique. Ceci suit de la proposition 10.1.1.

Nous en déduisons que si ¢ est une géodésique, si ¢ est une isométrie d’une boule contenant
¢ dans une boule du quadrant. Alors I'image de ¢ par ¢ est un arc géodésique.

. Par contre, nous verrons plus tard que les géodésiques ne minimisent pas toujours globalement

la longueur contrairement au cas du plan hyperbolique.

. Une géodésique «y définie sur R tout entier est périodique s’il existe un T strictement positif

tel que
V(s +T) =(s).
La période de « est alors
T=inf{t >0|vy(s+1t) =~(s)}

On remarque que la période d’'une géodésique périodique est strictement positive; en effet
une géodésique est toujours localement injective car localement minimisante.
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12.3.1 Extension des géodésiques

Définition 12.3.3 Soit v et 7 deux géodésiques definies ur des intervalles I et J respectivement,
nous dirons que vy étend 7 st J C I et

;=71
Nous dirons qu’une géodésique v définie sur un intervalle I est maximale, si pour toute géodésique
7 définie sur un intervalle J tel que J NI est d’intérieur non vide, telle que v étend 7 restreinte a
INJ, alors J C I et~y étend 7.

Notre but est le théoreme suivant

Théoréme 17 [LES GEODESIQUES ONT UNE EXTENSION MAXIMALE| Soit7 :]a, b[— S une géodésique.
1l existe alors une unique géodésique mazimale v : I — S qui étend 7.
De plus, si S est un espace métriqgue complet alors lintervalle I est fermé.

Commencons par un lemme de prolongement.

Lemme 12.3.4 Soit v; et vo définie sur des intervalles I et Iy respectivement tels que I; N Iy est
d’intérieur non vide. On suppose que y1 et 7y coincide sur un intervalle ouvert non vide contenant
a. Alors, il existe une géodésique v qui étend a la fois v1 et 7ys.

DEMONSTRATION : Remarquons tout d’abord que la proposition est vraie pour les géodésiques du
quadrant hyperbolique. Montrons tout d’abord que v; et 72 coincident sur 11 N Is.

ki = inf{t e NIy | t> a, 71(f) 75 ’)/Q(t)},
ky = sup{telinly|t>a, yi(t)#y2(t)}.

Raisonnnons par Pabsurde et supposons que ki € int(l; N I3). Alors 1 (k1) = v2(ke) := x. Soit
€ > 0 tel que la boule B de centre x de rayon € est isométrique a une boule du quadrant. Comme la
proposition est vraie dans le quadrant, nous en déduisons que v, et 2 coincident au voisinage de
k1 et la contradiction. Un raisonnement analogue sur ks montre que 7; et 75 coincident sur 11 N 1.

Ensuite, soit « la courbe définie par v = 1 sur I; et v = 5 sur Is. Comme I; N 15 est d’intérieur
non vide, tout point de I; U I a un voisinage inclus soit dans I soit dans I5. Cette observation
entraine que vy minimise localement la longueur puisque y; et 2 le font. Nous allons maintenant
démontrer le théoreme.

DEMONSTRATION : Nous dirons que ¢ est sup-admissible s’il existe une géodésique ~ définie sur
Ja,t] qui étend 7. Soit alors
k1 = sup{t € R | ¢t sup-admissible }.

Remarquons que k1 > b. Supposons que k < oo. D’apres le lemme précédent, il existe une
géodésique vy définie sur |a, k[ étendant 7. Pour toute suite {t}, cn tendant vers k, la suite {7(t,) }nen
est une suite de Cauchy. Ainsi que 7 définie sur ]a, k]. Par le lemme précédent si ; est définie sur
un intervalle |e, d[ avec ¢ €]a, k[ coincide avec 7 sur un intervalle ouvert alors, d est admissible et
donc v étend 7. Un raisonnement analogue pour la borne inférieure montre que « est maximale
et définie sur un intervalle fermé.

La proposition suivante décrit les géodésiques maximales.

Proposition 12.3.5 Soit v une géodésique mazimale définie sur un intervalle fermé I. Soit ¢ une
borne de I. Alors y(c) appartient au bord de S.

Soit v une géodésique mazximale dont une restriction & un intervalle est incluse dans le bord.
Alors, v tout entiere est a valeurs dans le bord et ses extrémités — si elles existent — sont des coins.

En particulier si le bord de S est vide, alors I = R.

DEMONSTRATION : En effet, supposons que ~y(c) soit dans lintérieur de S. Alors il existe une

boule autour de v(c¢) isométrique & une boule du plan hyperbolique, nous pouvons alors prolonger
v au-dela de ¢ car nous pouvons le faire dans le plan hyperbolique..
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12.3.2 Géodésiques globalement minimisantes

Définition 12.3.6 Une géodésique v : I — S est globalement minimisante si

Vy,z €1, d(v(y),7(2)) = |y — z|.

REMARQUES :
1. Une géodésique entre x et y est globalement minimisante si v(0) = 0 et y(d(x,y)) = y.
2. Une courbe c entre x et y est une géodésique globalement minimisante si ¢(0) = 0, ¢(d(z,y)) =
y et d(c(t),c(s)) > |t — s|.
3. Dans le cas du plan hyperbolique toute géodésique est globalement minimisante.

4. Cela ne sera plus le cas pour les surfaces hyperboliques en général : nous verrons qu’il existe
des géodésiques périodiques.

Le théoreme de Hopf-Rinow nous garantit 1’existence d’une géodésique minimisante entre deux
points quelconques.

Théoréeme 18 [HopF-RINOW]| Soit S une surface hyperbolique d bord géodésique et coins carrés,
connezxe et compléte en tant qu’espace métrique. Il existe toujours une géodésique minimisante
entre deuz points.

DEMONSTRATION : Soit z un point de S. Soit

Sz(€) = {y [ d(y, z) = e}.

Soit y un point quelconque et € < d(y, x). Pour e suffisamment petit, S, (e) est compact, et il existe
z appartenant a S, (e) tel que

d(z,y) = inf{d(u,y) | u € Sz(€)}.
Par ailleurs pour tout courbe ¢ joignant z & y, par continuité de la fonction distance.
L(c) > d(y, z) + e
Nous en déduisons que
d(z,y) = d(y,z) + e

Soit maintenant v la géodésique maximale passant par z et z, telle que v(0) = x et définie sur un
intervalle J. Considérons alors

K =sup{t € J | d(z,y) = d(y,~(t)) +t}.

Comme J est fermé, K est également fermé. Soit alors s = sup(K). Pour conclure, il nous suffit
de montrer que s = d(z,y). On remarque que s < d(z,y). Raisonnons par I’absurde et supposons
que s < d(z,y). Par définition de s, nous avons alors y(s) # y. Soit donc € > 0 tel que

— B(7(s),€) est isométrique & une boule du quadrant.

—e<d(v(s),y).
Raisonnons comme auparavant, et soit u appartenant a S, (s) pour € suffissamment petit tel que

d(y,~(s)) = d(y,u) +e.

Alors
d(y,z) = d(y,~(s)) + s = d(y,u) + s + u.

Soit ensuite ¢ la courbe composée de la géodésique v de = & v(s) et de la géodésique de v(s) a w.
Alors
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1. ¢(0) =z, ¢(s+¢€) = u.
2. d(e(t),e(r)) > |t —r|

3. d(c(0),c(s+¢€) =d(z,u) > d(y,u) —d(z,y) = s+ u.
Donc c est une géodésique globalement minimisante. Par maximalité de «, ¢ coincide avec ~. Des
lors particulier s+ € € K. Nous obtenons donc que s > s+ € ce qui est la contradiction recherchée.



Chapitre 13

Construction par recollement

FIGURE 13.1 — Recollement

Nous voulons recoller des surfaces hyperboliques le long de leur bord. Nous avons besoin de
définitions

Définition 13.0.7 Une aréte du bord d’une surface hyperbolique a bord géodésique et coins carrés
est une géodésique mazimale incluse dans le bord de la surface.

REMARQUES :

1. Nous avons vu dans la proposition 12.3.5 que les extrémités d’une aréte — si elles existent —
sont des coins.

13.1 Recollement et espace quotient

Nous nous donnons une surface S & bord géodésique et coins carrés. Soit ;1 et yo deux arétes
différentes définies sur des intervalles I; et Is de méme longueur. On suppose par ailleurs que
— si 1 et 9 sont périodiques, alors elles ont la méme période T
— si 711 et 2 sont des longueur finies, alors les extremités de -y; sont distinctes, de méme que
les extrémités de vs.
Nous nous donnons enfin une isométrie ¢ de I sur Is.
Nous en déduisons une application noté également ¢ de v(I;) dans y(I2)
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Proposition 13.1.1 Si x est un point de 1 (1), il existe € > 0, tels que z et t sont des points de
v1(I1) tels que d(x, z) < € et d(z,t) < € sont des points de S, alors

d(d(2), ¢(t)) = d(z,1).

DEMONSTRATION : Il suffit de prendre € de telle sorte que les boules de centre = et ¢(x) de rayon

€ soient isométriques a une boule du demi-plan hyperbolique.

Définition 13.1.2 Le recollement de S par ¢ est Uespace Sy = S/ ~, ot ~ est la relation
d’équivalence définie par

T~y
si et seulement si x =y, ou x = 71(s) et y = v2(é(s)). Nous noterons « la projection de S sur Sg.
Nous noterons également

S=5\(mUn).

Nous ne demandons pas a S d’étre connexe. Nous remarquons que 7 est une bijection de $ sur son
image.

EXERCICES :

1. RECOLLEMENT DE DEMIE-BOULES : Soit x un point appartenant au bord d’un demi-plan
hyperbolique P bordé par la géodésique ~y. Soit Sy une surface hyperbolique isométrique par
Yo &

B={yeP|dzvy) <e}.

Soit S; une autre surface isométrique par ¢; & B. Soit ensuite a :] — €, €[ — respectivement b
— laréte de S —respectivement 'aréte de 3. On consideére ¢ = id de | — ¢, €[ dans lui-méme.
Soit enfin, ¢ la symétrie par rapport a la géodésique 7.
Montrez que I’application ¥ de Sy U .S; dans la boule B(z,€) de centre : de rayon €, donnée
par

Va € So, ¥(z) =¢o(x),Ve € S1, V(z)=o1(x),

donne naissance & une bijection, que nous noterons ¢ de (So U S1)/ ~ dans B(z,¢€).

2. RECOLLEMENT DE QUART DE BOULE : Enoncez une construction analogue pour les quarts
de boules.

3. Représentez-vous visuellement le recollement de deux hexagones droits isométriques le long
de leur couture.

13.2 Une distance sur le quotient

13.2.1 Courbes et longueurs

Définition 13.2.1 Soit ¢ une application de [a,b] dans S,. Nous dirons que c est adaptée au
recollement s’il existe une subdivision

a=x9g<x1<...<xTp =0,

et des courbes ¢; C' par morceaus & valeurs dans S définie sur [x;, x;41] telles que
— Toc¢c = Cl[xi7$i+l]’
— o Ci(xi—i-l) =TOo Ci+1(xi+1)-
La longueur de c est alors

Ue) = Zﬁ(ci).

EXERCICE : Montrez que I'application ¢ définie en 1 du pragraphe précédent préserve la longueur
des courbes : si ¢ et une courbe adaptée, alors 1(c) est une courbe adaptée et de plus £(¢(c)) = £(c).
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Minoration de la longueur des courbes

Nous allons démontrer une proposition utile qui nous permet de minorer la longueur des courbes
adaptées. 1l s’agit d’une généralisation de 12.2.4. Cette proposition nous garantit que les courbes
sortant d’une boule sont de grande longueur.

Proposition 13.2.2 Soit x un point de 1. Nous suppososerons que € est telle que les boules de
centre x et ¢(x) de rayon g sont isométriques des boules du quadrant. Pour tout o < eg, posons

Bo =a(B(z,a) UB(¢(z), a)).

Soit alors z et t deux points de B,. Sic est une courbe adaptée joignant z at qui n'est pas incluse
dans B, , alors

€07

£(c) > ¢ — a.

DEMONSTRATION : Remarquons tout d’abord que
71 (Ba) = B(w,a) U B(¢(x), ).

Soit maintenant ¢ une courbe adaptée. Soit ¢; et xg < ... < z;,, comme dans la définition. Si ¢
n’est pas incluse dans n’est pas incluse dans B, alors il existe s, tel que s € [x;, z;4+1] telle que

¢i(s) € B(z,a) U B(¢(z), a).
Soit alors
io = inf{i | Is € [, x; + 1], ¢i(s) € Bz, ) U B(éd(x), )}
Soit y; le point de 71 tel que
yi ~ (cil@i)) ~ (cio1(zi))-
Notre premiere remarque est que si j < i
(ci) = d(yi, yis+1)
En effet
— so0it ¢;(z;) et ¢;(w;+1) appartiennent tous deux a v, et
Uei) = d(ci(@i), ci(@ir))
= d(yi,Yi+1)-
— soit ils appartiennent tous deux a - et alors
Uei) = d(ci(zi), ci(2igr))
= d(¢oci(zi), ¢ oci(zitr))
= d(¥i, Yi+1)-
Par ailleurs, d’apres la proposition 12.2.4 appliquée soit & = soit & ¢(z),
Uciy) > €0 — d(Yiy, ).
Nous en déduisons finalement que

i=ig

(o) = Y e

i=0

> €0 — d(Yip, ) + d(Yig, 2)
Z €0 — d(xv Z)

> € — Q.
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13.2.2 Distance riemannienne

Ceci nous permet de définir une ”distance” sur Sy par

Définition 13.2.3 Soit x et y deux points de Sy. S’il n’existe pas de courbe adaptée joignant x a
y, nous posons d(x,y) = oo ; Sinon, nous posons

d(z,y) = inf{l(c) | ¢ adaptée joignant x d y}.

Recollement de demi-boules

Notre premier lemme nous permet de comprendre le recollement de deux demi-boules (ou de
quart de boule).

Lemme 13.2.4 Soit x un point appartenant au bord d’un demi-plan hyperbolique P bordé par la
géodésique y. Soit Sy une surface hyperbolique isométrique par Vg a

B={yeP|dx,y) <e}

Soit S1 une autre surface isométrique par ¢ & B. Soit ensuite a :] — €, €[ — respectivement b —
Daréte de S —respectivement 'aréte de ¥.. On considére ¢ =id de | — €, €[ dans lui-méme.
Alors (So U §1)/ ~ est isométrique a la boule de rayon e de H?.

Nous avons un lemme analogue pour les quarts de boules.

Lemme 13.2.5 Soit x un sommet du quadrant hyperbolique Q). Soit S une surface hyperbolique
isométrique a .
B={yec@|dxy) <e}

Soit ¥ une autre surface isométrique a B. Soit ensuite a : [0, e[ — respectivement b — une aréte de
S —respectivement une aréte de 3. On considére ¢ = id de [0, ¢[ dans lui-méme. Alors (SUX)/ ~
est isométrique a la boule B de rayon € du demi plan centrée sur un point du bord.

La démonstration du premier lemme repose sur les exercices faits dans les paragraphes précédents :
I’application i construite lors de ces exercices est une isométrie.

13.2.3 Recollement de surface

Nous allons montrer

Théoréme 19 L’espace Sy muni de d est une surface hyperbolique a bord géodésique et coins
Carreés.
De plus,  est une isométrie locale de S sur son image. Enfin, m(v1) est une géodésique de Sy.
Si S a n-arétes et p coins. Alors Sy a moins de n — 2 arétes. Si 1 a k extrémités (avec
0<k<2)alors Sy ap—2k coins.

Dire que 7 est une isométrie locale, c’est dire que pour tout = de S il existe un ¢ > 0 tel que
pour tout z et t de B(x,¢),
d(m(z), m(t)) = d(z,t).

Nous allons démontrer ce théoreme en plusieurs étapes.
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Etape 1 : 7 est une isométrie locale.

Soit tout d’abord z et ¢t deux points de S. L’image par m d'une courbe dans S joignant z a ¢
est adaptée. En particulier

d(z,t) inf{¢(c) | ¢ joignant z a t}

inf{¢(c) | c adaptée joignant m(z) a 7 (t)}

d(m(2),7(t))

Nous allons démontrer 'inégalité opposée. Soit x un point de S. Soit € = %eo un réel positif.
Soit alors z et t deux points de B(z,¢€). Notons Soit maintenant ¢ une courbe adaptée joignant
7(z) & w(t). Il nous suffit de montrer que, pour € suffisamment petit ¢(c) > d(z,t).

Distinguons trois cas.

Tout d’abord supposons que x € S. On peut choisir €y suffisamment petit pour que B(z,€p)
soit aussi inclus dans S et vérifie les hypothees de la proposition 12.2.4. Si ¢ est une courbe adaptée
joignant z a ¢, nous avons deux situations :

— La courbe ¢ = m(cp) est tracée dans B(z,eg) dans ce cas

(AVARIVS

t(c) = U(m(co)) = {(co) = d(z,1).
— La courbe ¢g sort de B(z,€p) et dans ce cas par la proposition 12.2.4
t(c) = U(m(co)) = £(co) =
Supposons maintenant que = € ~y;. Nous noterons comme dans la proposition 13.2.2,
B, = n(B(z,a) U B(¢(z), o).

nous choisissons alors ¢g suffisamment petit produit par la proposition 13.2.2 et posons € = €;/4.
Nous avons a nouveau deux deux cas,
— La courbe c est incluse dans B,. Soit alors ¥ I’application de B, dans la boule de rayon € du
plan hyperbolique. Nous savons alors que

() = £(¥(c)) = d(¥(2), ¥ (1)) = d(z,1).

— La courbe ¢ sort de B.. Dans ce cas, d’aprés la proposition 13.2.2, on a

o) > 2 > d(z,1).

Ceci termine la preuve du fait que 7 est une isométrie locale.

Etape 2 : d est une distance.

Etape 3 : S4 est une surface hyperbolique.

13.3 Hexagones droits et pantalons



Chapitre 14

Constructions par quotient

14.1 Groupes agissant proprement discontinuement sans point
fixe

Les définitions suivantes sont importantes.

Définition 14.1.1 Soit I' un sous-groupe de Iso(H?).

1. On dit que T' agit proprement discontinuement si tout point x de H?, il existe un réel r
strictement positif tel que
Hogel|dz,gz) <r} <oo.

2. On dit que T' agit sans point fixe si tout point x de H?2,

Stab(z) :={g €T | x = ga} =1Id.

EXERCICE : Montrez que le sous-groupe I' de Iso(H?) agit proprement discontinuement sans point
fize si et seulement si pour tout point = de H?, il existe un réel r strictement positif tel que

{geT|d(z,gz) <r}=1d.

14.1.1 La surface hyperbolique quotient

Notre principal résultat est le suivant

Théoréme 20 Soit I' un sous-groupe de Iso(H?) agissant proprement discontinuement sans point
fizes sur H2. Alors, il existe une structure de surface hyperbolique sur T\H?, pour laquelle la

projection de
p:H? = T\H?,

est une isométrie locale.

Nous considérons le temps de cette preuve les éléments de X := I'\H? comme des sous ensembles
de HZ2.
Le théoreme suit de la proposition suivante

Proposition 14.1.2 Soit d: X x X — R définie par
d(z,y) = inf{d(z,t) | p(z) = =, p(t) =y}

Alors,
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1. la fonction d est une distance,

2. pour tout x de H?, il existe € strictement positif tel que p est une bijection préservant les
distances de B(xz,€) dans B(p(z),€).

DEMONSTRATION : d EST UNE DISTANCE : Clairement, d est symétrique et il est facile de vérifier

I'inégalité triangulaire. Pour montrer que d(z,y) = 0 implique x = y. Si d(z,y) = 0, soit z et ¢ tels
que p(z) =z et p(t) = y. Il existe donc des suites d’éléments {~;, n; }ien tels que

d(viz,mit) — 0.
En posant 8; = 77;1.%-, on a
d(Biz,t) — 0. (14.1)

Soit alors r > 0, obtenu par la définition de groupe agissant proprement discontinument sans point
fixe, tel que
{9 €T |d(z,gz) <r}=1d

Or, il existe iy tel que ¢ > iy entraine
d(ﬂzzv t) < T/2a

donc ¢, 5 > 1y,

d(ﬁ;lﬂiz,z) =d(Biz, Bjz) <.
Des lors 6;1 =8""'= ﬁi;l. Nous déduisons de (14.1) que t = S;,z. Ainsi x = p(z) = p(t) = y.
p BEST UNE ISOMETRIE LOCALE : Soit  un point de H? et r tel que
{9 €T |d(z,gz) <r}=1d.

Nous allons montrer que p est une isométrie locale de B(x,r/4) sur son image. Soit en effet z et ¢
appartenant a B(x,r/4). Il est clair que

d(p(2),p(2)) < d(t, z).
Démontrons I'inégalité inverse. Raisonnons par ’absurde et supposons que
d(p(t),p(z)) < d(t,z).
Nous en déduisons qu’il existe v et n dans I" tel que
d(yz,nt) < d(t, z). (14.2)
En particulier,

(t,n~'v2) +d(n vz, yz)
t,n"'vz) 4+ d(z,z)
¢

d(z,n "yz)

VAN VAN VAN VAN

Nous en déduisons donc que n~ !y = Id et dons 1 = . En particulier,

d(yzmt) = d(t, 2),

ce qui contredit (14.2).

Pour conclure, il suffit de montrer que p est surjective de B(z,r) dans B(p(x),r). Or nous
savons que p(B(z,r)) C B(p(x),r). Si maintenant d(p(y), p(x)) < r, alors il existe v dans I" tel que
d(v.y,z) < r. Ainsi p(y) = p(y.y) € B(x,r) et donc B(p(z),r) C p(B(z,r)).
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14.2 Sous-groupes discrets de PSL(2,R)

14.2.1 Sous-groupe discrets et sans torsion

Nous allons démontrer le théoreme suivant

Théoréme 21 Un sous-groupe I' de Iso(H?) agit proprement discontinument sur H? si et seule-
ment si il est discret.

Un sous-groupe I' de Iso(H?) agit proprement discontinument sans point fize sur H? si et seule-
ment st il est discret et sans torsion.

Nous allons définir les termes de ce théoreéme puis le démontrer.

Sous-groupes discrets

Notons SLi(Z,R) le groupe des matrices de déterminant +1. Rappellons que le choix d’un
modele du demi-plan de Poincaré, donne naissance a un homomorphisme surjectif

T SLi(Z,R) — Iso(H?),

dont le noyau est le groupe {+Id, —Id}. Le morphisme est donné si

a b
=0 a)

par
az+b
A)z=——
m(A)e="0
si det(A) =1 et
az+b
A)z=—,
m(A)-2 cz+d
si det(A) = —1. Pour simplifier les notations si A € SL*(2,R) et z € H? nous écrirons A.z plutét

que 7(A).z.
Rappelons enfin qu’un ensemble X d’un espace topologique Y est discret si pour tout x de X,

il existe un ouvert U de Y tel que
UnX ={z}.

Définition 14.2.1 Nous dirons qu’un sous-groupe I' de Iso(H?) est discret si 7= (T') est un sous-
groupe discret de SLE(2,R).

Voici quelques propriétés importantes des sous-groupes discrets de GL(n,R)

Lemme 14.2.2 Soit T’ un sous-groupe de GL(n,R)

1. Si T est discret, toute suite convergente formé d’élements de T est constante a partir d’un
certain rang.

2. Si T est discret, I est fermé.

3. Le sous-groupe I est discret si et seulement si il existe un voisinage U de Id dans GL(n,R)
tel que U N~ = {Id}.

4. Si T est discret, alors tout sous-groupe de I' est discret. Réciproqument, si I' admet un sous-
groupe discret d’indice fini, alors I' est discret.
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DEMONSTRATION : Pour (1), soit {7, }nen une suite d’éléments de GL(n,R). On suppose que cette

suite converge vers go. Comme I est discret, il existe un ouvert U de GL(n, R) tel que UNT = {Id}.
On sait que {90 1}n€N converge vers Id. Pour j suffisamment grand v; g, ! appartient & U. Comme
de plus la suite {v;7,, ' }nen converge vers v;go ! nous en déduisons que pour i suffisamment grand
’yj’yi_l appartient a U et donc v; = ; a partir d’'un certain rang.
L’assertion (2) est une conséquence immédiate de (1). Si enfin U est comme dans (3), alors pour
tout g de I', g.U est un voisinage ouvert de g tel que g.U NT' = {Id}. En particulier I" est discret.
Nous laissons la derniére propriété en exercice.

REMARQUES : La proposition n’utilise que les propriétés suivantes du groupe G = GL(n,R) vu
comme espace topologique

1. Tapplication inverse g — ¢~ de G dans G est continue,

2. le produit (g,u) — g.h de G x G dans G est continu.

En général, un groupe G muni d’une topologie vérifiant ces deux propriétés est appelé groupe
topologique. La proposition est vraie dans le cadre général d’un sous-groupe discret d’un groupe
topologique.

Proposition 14.2.3 Le groupe PSL(2,7) image des matrices d coefficients entiers de SL(2,R) est
un sous-groupe discret de Iso(H?).

DEMONSTRATION : En effet, lorsque ’on réalise les matrices comme des éléments de R*, on a
SL(2,Z) = SL(2,R) N Z*.

Le sous-ensemble Z* étant discret, un sous-ensemble d'un ensemble discret étant discret, SL(2,Z)
est discret.

Elements de torsion
Définition 14.2.4 1. Un élément g de Iso(H?) diférent de l’identité est de torsion s’il existe
n > 0 tel que g™ = 1d.

2. Un sous-groupe I' de Iso(H?) est sans torsion s’il n’a pas d’élément de torsion.

EXERCICE : Montrez que si g = Id et g renverse l'orientation, alors g est un symétrie axiale.
Montrez que si g est de torsion et conserve ’orientation alors g est elliptique. En déduire que si T’
contient un élément de torsion, alors il contient un élément non trivial ayant un point fixe.

Voici une premieére construction de groupe sans torsion :

Proposition 14.2.5 Soit p un entier naturel premier et I'y, le noyau de Uapplication naturelle de
PSL(2,Z) dans PSL(2,Z/pZ). Alors, pour p > 3, le groupe T, est sans torsion.

DEMONSTRATION : Comme un élement de torsion A de T, est elliptique sa trace est plus petite

que 2. Comme elle est entiere elle vaut 1, —1 ou 0. Mais par ailleurs cette trace est congrue a 2
modulo p, ce qui est impossible si p > 3.

Un lemme important di a Atle Selberg généralise ce dernier résultat. Sa démonstration dépasse
le cadre de ce cours. Nous n’utiliserons pas ce lemme.

Lemme 14.2.6 [SELBERG]| Tout sous-groupe de GL(n,R) engendré par un nombre fini d’élements
admet un sous-groupe d’indice fini sans torsion.
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Un premier lemme
Nous avons besoin d’un lemme

Lemme 14.2.7 Soit x un point du demi-plan de Poincaré et € un réel strictement positif Alors

l’ensemble
K, (e) = {g € SL*(2,R) | d(x, g(x)) < e},

est compact.

DEMONSTRATION : Si ¢ est un élément de SL*(2,R), on a

Ky(a)(€) = o7 Ku(e)o.

11 suffit donc de démontrer que K; est compact. Comme cet ensemble est fermé, il suffit de démontrer
qu’il est borné. Or remarquons que pour tout r, il existe kg, k1 et ko strictement positifs tel que

B(iye) C{x +iy | k1 >y > ko, |2| < k2}
Supposons tout d’abord que A € SL(2,R), alors

~  (ai+b)(d—ci) ac+bd i
A(i) = = .
Q c? 4 d? Z1E  ErE

Des lors, si A(i) € B(i,€), alors k1 > S(A(4)) > ko et donc

c < 1/\/%0
d 1/Vko
C2+d2 > ]./kl

A

Comme |R(A(7))| < kg, il vient |ac + bd| < ko/k1 ; en utilisant ac — bd = 1, il vient

ko + kq
k1vVko

> |d]ac+ bd| + |d||ad — bc]|

> |ac® + bdc + ad® — bdc| = |al|c* 4 d?|
> 2

=

Nous venons donc de montrer que a < (ky + k1)/ Vko. Un raisonnement analogue montre que
b < (k2 + k11)/v/ko. Nous venons de montrer que pour tout ¢, il existe K tel que A(4) élément de
B(i,¢), alors

sup(al, [0, ||, [d]) < K.

En particulier, ’ensemble K;(¢) N SL(2,R) est borné et donc compact. Un raisonnement analogue
pour les isométries renversant l'orientation monte que K;(¢) est compact.

Démonstration du théoréme

Nous voulons montrer la premiere partie du théoréeme.

Proposition 14.2.8 Un sous-groupe discret T' de Iso(H?) agit proprement discontinument sur H?.
Si, de plus, il est sans torsion, il agit sans point fixes.

DEMONSTRATION : Soit 2 € H2. Nous allons montrer qu’il existe r > 0 tel que

t{g €T | d(z,gz) <1} < 0.
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Raisonnons par ’absurde. Dans le cas contraire il existe une suite infinie g; d’éléments de T" tous
distincts tels que la suite {g;.z}sen converge vers z. Soit §; des relevés de g; dans SL*(2,R).

D’apres le lemme 14.2.7, la suite {g; }sen est & valeurs dans un compact. Nous pouvons donc
extraire une sous-suite convergente vers go tels que go(x) = . Cette suite étant constante & partir
d’un certain rang d’apres le lemme 14.2.2 nous obtenons la contradiction.

Supposons de plus que I' est sans torsion, raisonnons a nouveau par l’absurde et supposons
qu’il existe g dans ' et 2 € H? tel que gz = . Dés lors, pour tout n, g".x = x, le groupe {g" }nen
est fini, ce qui implique que g est un élement de torsion et la contradiction.

Nous démontrons la deuxieme partie du théoreme,

Proposition 14.2.9 Un sous-groupe T' de Iso(H?) qui agit proprement discontinument sur H? est
discret, si de plus il n’a pas de point fize il est sans torsion.

DEMONSTRATION : Supposons que I' nest pas discret, alors il existe une suite d’éléments {g; }icn

de ' qui converge vers Id. Mais alors pour tout = de H?, la suite {g;.z}ien converge vers z et la
contradiction. De méme, si gy vérifie g = Id, alors gp est un élément elliptique et fixe donc un
point = de H?, ce qui donne & nouveau une contradiction.

14.3 Quotient et pavages

14.3.1 Domaine fondamental
Commencgons par une définition généralisant celle de polygone convexe.

Définition 14.3.1 Une famille de geodésiques {;}icr est localement finie si pour tout = de H?,
pour tout R >0
fliel|vnNB(z,R)#0} < occ.

Un polygone convexe infini est une composant connexe du complémentaire d’une famille loca-
lement finie de géodésiques.

REMARQUES :

1. De la méme maniere que pour les polygones convexes, un polygone convexe infini est une
intersection de demi plan.

2. Par construction, si P est un polygone convexe, pour tout z et R il existe un polygone convexe

Q tel que
B(z,R)NP = B(z,7)NQ.

3. Les propriétés ”locales” des polygones convexes restent vraies pour les polygones convexes
infini.

Définition 14.3.2 Si ' est un sous-groupe de Iso(H?), un domaine fondamental de I' est un
polygone conveze infini P tel que

— Pour tout v de I' différent de lidentité, yP NP = 0.

-~ De plus H? =, cpv-P.

Autrement dit, le plan hyperbolique est pavé par les images de P par I
Nous avons alors

Théoréme 22 Tout sous-groupe discret sans torsion I' admet un domaine fondamental. De plus,
si T\H? est compact, alors T' admet un domaine fondamental qui est un polygone convexe borné.
Réciproquement, si ' admet un domaine fondamental, alors I' est discret.

La premiere partie du theoreme découle du lemme suivant
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Lemme 14.3.3 Soit T’ un sous-groupe discret sans torsion. Soit x un point de H?. Soit
A, ={y e H* | Vg € T\ {ld}, d(z,y) < d(g.z,y)}.

Alors, A, est un polygone convexe infini et un domaine fondamental pour l’action de T’
DEMONSTRATION :

14.4 Des exemples de groupes discrets

Nous allons donner des exemples de groupes et de surfaces hyperboliques quotients. Nous ne
donnerons pas les démonstrations. Les deux premiers cas sont des exercices faciles.
A chaque fois, un domaine fondamental est construit.

14.4.1 Groupes élementaires
Une isométrie hyperbolique et son tube

Nous considérons une translation hyperbolique 7. Alors le groupe I' = {7" | n € Z} est discret
et sans torsion. De plus
— soit vy 'axe de 7 et x € v,
— soit g la géodésique orthogonale a v passant par x;
— soit P le polygone bordé par v et 7(70),
Alors le tube hyperbolique T'\H? est la surface obtenue & partir de P en recollant v et 7(7o) par 7.
Le polygone P est le domaine fondamental de I’

Une isométrie parabolique et sa pointe

Nous considérons une transformation parabolique 7. Alors le groupe I' = {7 | n € Z} est
discret et sans torsion. De plus

— soit x le point fixe & l'infini de 7,

— soit vy une géodésique orthogonale passant par x,

— soit P le polygone bordé par vy et 7(70),
Alors la pointe hyperbolique T\H? est la surface obtenue & partir de P en recollant v et 7(vo) par
T

A nouveau, le polygone P est le domaine fondamental de "

14.4.2 Groupes engendrés par des reflexions
Polygones a angles droits
Le théoreme suivant est utile pour construire des sous-groupe discrets.

Théoréme 23 Soit P un polygone a angles droits. Soit I'p le groupe engendré par les symétries
axiales par rapport aux cotés de ce polygone. Alors I' est un groupe discret dont P est un domaine
fondamental.

Un nouveau point de vue sur les pantalons

Soit 1 et v et 3 des géodésiques disjointes. Soit o; les translations hyperboliques tels que
0i(Vit1) = Yit2- Soit T' le groupe engendré par o1, o2 et ¢3. Soit P le polygone bordé par les trois
géodésiques v; et y2 et 3.

Théoréme 24 Le groupe T' est un sous-groupe discret. De plus T'\ Iso(H?) contient une image
isométrique d’un pantalon. Enfin, P est un domaine fondamental pour T’
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DEMONSTRATION : Soit I'p le groupe engendré par les reflexions sur les cotés de P, et T'o = I'NTp.

On montre que 'y est d’indice 2 dans I' et donc que T est discret.

14.4.3 Groupes de triangles

Voici un autre exemple de construction que nous admetterons sans démonstration.

Théoréme 25 Soit p,q,r des entiers positifs tels que 1/p+ 1/q+ 1/r < 1. Soit T le triangle
d’angles aux sommets w/p, w/q et w/r alors le groupe de triangle T (p, q,r) engendré par les trois
symétries d’aze les cotés de ce triangle est un sous-groupe discret.



Chapitre 15

Les applications a valeurs dans
dans le cercle

15.1 Motivation

Question 1. Soit  un intervalle de R. Soit t ~ c(t), I — R?\ {0} une courbe continue dans
le plan qui évite I'origine. On note 7(t) €]0, +oo|, 8(t) € R/27Z ses coordonnées polaires. Peut-on
choisir une fonction continue ¢ + 0(t), I — R telle que 6(¢) € 0(t) pour tout t?

Question 2. Supposons que I = R et que ¢ est 2m-périodique. Peut-on choisir la fonction
continue ¢ — 0(t) 2m-périodique ?

Question 3. La fonction holomorphe z +— 1/z, C\ {0} — C admet-elle une primitive sur

C\ {0} 7

Rappel : détermination principale du logarithme

Définition 15.1.1 La détermination principale du logarithme est la fonction holomorphe Log
définie sur C\ R_, qui vaut 0 en 1 et dont la dérivée est z +— 1/z.

0

On la calcule en intégrant 1/z le long d’arcs évitant R_. On trouve que si z = re*® avec r > 0

et 6 €] — m, x|, alors
Log(z) = log(r) + i6.

Le fait que les limites par le haut et par le bas de Log en un point de R_ sont distinctes entraine
que z — 1/z n’admet pas de primitive sur C\ {0}. Donc la réponse a la question 3 est négative.
Cela entraine que la réponse a la question 2 est négative elle-aussi.

EXEMPLE : Soit ¢(t) = e € C, qu'on identifie & R?. Alors r(¢) = 1 pour tout ¢ et il n’existe pas

de fonction continue 27-périodique t — 6(t) telle que c(t) = e¥®),

En effet, sinon, la formule my — log(re®) = log(r) + i6(t) définirait une fonction continue sur
C\{0} telle que e™¥~1°9(2) = > Le théoreme d’inversion locale, appliqué & la fonction exponentielle,
entrainerait que my — log est holomorphe, de dérivée 1/z, contradiction.

15.2 Le théoréme de relevement

Théoréme 26 On note U = {z € C||z| = 1}. Soit I un intervalle de R. Soit tg € I. Soitt — u(t),
I — U une application continue. Soit 0y un réel tel que €% = u(xg). Il existe une unique fonction
continue t + 0(t), I — R telle que ') = u(t) pour tout t € T et 6(ty) = .
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DEMONSTRATION : L’unicité est facile : deux solutions different d’une fonction continue & valeur

dans 277Z, nécessairement constante, en fait nulle puisqu’elle s’annule en tg.

Supposons d’abord qu’il existe un point v € U qui n’est pas dans 'image de u. Si v = —1,
posons 6, (t) = —iLog(u(t)). Si v # —1, posons 6,(t) = —iLog(—u(t)/v) — iLog(v) — im. Dans les
deux cas, €'%(®) = y(t) pour tout ¢t € I. En particulier, e*% () = u(ty), donc il suffit d’ajouter un
multiple entier de 27 & 6, pour que 6(ty) = 6y.

Passons au cas général. Soit T' = sup{s € I| il existe une solution définie sur [to, s]} (éventuel-
lement, T' = 400). Supposons que T € I. Soit v € U un point distinct de u(7"). Par continuité de
u, il existe € > 0 tel que u ne prenne pas la valeur v sur |T — €, T + €[NI. Par définition de T, il
existe un t > T — € et une solution 6§, définie sur [to, s]. Alors e'%+(*) = u(s) = €*(*) donc il existe
un entier n tel que 05(s) —6,(s) = 2mn. On prolonge 65 par continuité en posant 6(t) = 6, (s)+2mn
pour ¢ € [s, T+ ¢€[NI. On obtient une solution définie sur [tg, 7'+ ¢[NI. Ceci contredit le choix de T'.
On conclut que T' ¢ I, donc la moitié du contrat est remplie. En faisant le méme travail & gauche
de tp, on construit le relevement souhaité sur I entier. [J

Moralité. On a utilisé la propriété suivante de la paramétrisation exponentielle R — U du
cercle unité : au voisinage de chaque point de U, on dispose d’une famille d’applications réciproques
continues dont les images recouvrent ’image réciproque du voisinage. Cette propriété caractérise
les revétements, on y reviendra.

15.3 Degré

Retour a la question 2. Soit v : R — U une application 27-périodique. Soit § : R — R un
relevement de u. Alors ¢t — 6(t 4 2m) est un autre relevement de u, donc il existe un entier n € Z
tel que O(t + 27) = 0(¢) + 2nw. L’exemple de la paramétrisation exponentielle elle-méme (0(t) = t)
montre que n n’est pas toujours nul.

Définition 15.3.1 Soit f : U — U une application continue, soit § un relévement de t — f(e't).
On appelle degré de f Uentier n = deg(f) tel que 8(t + 27) = 0(t) + 2nm.

EXEMPLE : Le degré de z — 2™ est n.

Proposition 15.3.2 Si deux applications f et g : U — U sont telles que pour tout s, | f(s) — g(s)|
est strictement plus petit que 2, elles ont méme degré.

DEMONSTRATION : Supposons que |f — g| < 2. Soit 6, 6, : R — R des relevements de f et g. On

peut les choisir de sorte que |0(0) — 0,(0)| < 7. Supposons que s = inf{t > 0|[0(t) — 0,(t)| > 7}
est fini. Alors |0f(s) — 64(s)| = 7, ce qui contredit |f(s) — g(s)| < 2. Par conséquent, pour tout
t >0, |07(t) —6,(t)| < 7. En particulier, pour tout k € N,

2km|deg(f) — deg(g)| — |05(0) — ,4(0)| 04(0) — 04(0) + 2km(deg(f) — deg(g)|
|07 (2km) — 04(2km)| < m,

IAIA

ce qui entraine que deg(f) = deg(g). O
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Groupe fondamental

16.1 Chemins et lacets

16.1.1 Définitions

Définition 16.1.1 Soit X un espace topologique. Un chemin dans X est une application continue
v:[0,1] = X. Lorsque v(0) = (1), on parle de lacet, basé au point x = (0) = y(1).

Dans le cas ou X est le cercle U, on définit le degré du lacet a par la formule

1

deg(a) = Py

(n(1) = n(0)),

oll @ = €. On vérifie que cette définition ne dépend pas du choix de 7.

16.1.2 Composition et inverse

Définition 16.1.2 [COMPOSITION] Si o, §: [0,1] = X sont des chemins tels que B(0) = a(1),
leur composition est le chemin noté o - 3 tel que

a-B(t)
a-B(t)

Proposition 16.1.3 Si X = U alors deg(a.f) = deg(a) + deg(5).

a(2t) site0,3],
B2t—1) sitel5,1].

DEMONSTRATION : En effet supposons a = €% et 8 = € tels que 6(0) = 1(0). Nous pouvons alors

éerire a.f = €' ol

£(t) = 0(2) sitel0,1]
£(t) =n(2t — 1) + deg(a)2m sit e [5,1]

)

On vérifie que £ est continue et que &(1) — £(0) = 2n(deg(c + deg(B)).
Définition 16.1.4 [INVERSE| Linverse d’un chemin o, noté a~ !, est défini par

a t(t) = a(l —t).

EXERCICE : Si X = U alors deg(a™!) = — deg().
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16.2 Homotopie

Deux chemins sont homotopes si on peut les déformer contintiiment I'un en I'autre.

Définition 16.2.1 Soit o, 8 :[0,1] = X des chemins de mémes extrémités xg et x1. On dit que
a et B sont homotopes (a4 extrémités fizées), et on note a ~ 3, s’il existe une application continue
F:]0,1] x [0,1] = X - appelée homotopie — telle que

F0,t) = aft),
Pt = B@),
F(s,0) = x9, F(s,1)=u.

Notre premier lemme explique que deux paramétrisations différentes donne deux chemins ho-
motopes.

Lemme 16.2.2 Soit a et § deux chemins. On suppose qu’il existe une application continue h de
[0,1] dans lui-méme tel que h(0) =0 et h(1) =1 et « = Boh. Alors « et B sont homotopes.

16.2.1 Exemples d’homotopie
Voici deux exemples concernant des espaces topologiques particuliers.

Proposition 16.2.3 Si X est un convere d’un espace affine, alors deux chemins quelconques ayant
les mémes extrémités sont homotopes.

Proposition 16.2.4 Soit o un chemin et h une aplication continue de [0,1] dans lui méme tekle
que h(0) =0 et h(1) =1 alors awo h est homotope & «.

Proposition 16.2.5 Si X = U, deux lacets sont homotopes si et seulement si ils ont le méme
degré.

DEMONSTRATION : Supposons tout d’abord que « et 8 sont homotopes par une application H.

Par définition pour tout s, I'application H : t — H(s,t) est un lacet. Par uniforme continuité
de H, il existe € > 0 tel que |s — §'| < e entraine |H,(t) — Hy ()| < 1. En particulier, d’apres la
proposition 21.3.2, deg(H,) = deg(Hy ). La fonction s — deg(Hs) est localement constante donc
constante. En particulier deg(«) = deg(p).

Réciproquement, supposons deg(a) = deg(3). Nous pouvons écrire o = € et 8 = €™ tels que
0(0) = n(0). Puisque deg(a) = deg(B), nous avons également (1) = n(1). Nous pouvons alors
définir une homotopie entre « et 8 par

H(s, t) = ei((1—5)9(t)+517(t).

16.3 Simple connexité

Définition 16.3.1 On dit qu’un espace topologique X est simplement connexe si il est conneze et
si tout lacet est homotope a un lacet constant.

16.3.1 Premiers exemples
Comme premier exemple, nous avons
Proposition 16.3.2 Si X est une partie convere de R™, alors X est simplement connezxe.

Proposition 16.3.3 Si X est un ensemble géodésiquement conveze de H?, alors X est simplement
connezxe.

Proposition 16.3.4 Le cercle U n’est pas simplement conneze.
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16.4 Propriétés de I’homotopie et groupe fondamental

16.4.1 Propriétés fondamentales

Par la suite il ne sera pas toujours utile de construire explicitement les homotopies. Les pro-

priétés suivantes nous permettront de montrer 'homotopie de nombreux chemins
Proposition 16.4.1 Si xy est un point de X, on note par xq le chemin constant égale a xg

(i) Si a est homotope a B, alors B est homotope a a.

(ii) Si a est homotope & B et B a ~y, alors « est homotope a 7.
(iii) Si v est homotope a o' et B a (', alors a. est homotope 4 .5 .

(iv) Le chemin o est homotope & a.a(1) et a a(0).cx.

(v) Le lacet a.a™ ! est homotope a (0).

(vi) Le chemin (a.B).7y est homotope ¢ a.(B.7).

DEMONSTRATION : Pour les propriétés (iv,v,vi), on utilisera avec profit la proposition 22.2.4.

Nous en déduisons immédiatement

Corollaire 16.4.2 FEtre homotope est une relation d’équivalence.

16.4.2 Le groupe fondamental
Nous déduisons immédiatement des propriétés prouvées dans la proposition 22.4.1.

Théoréme 27 Soit x € X. Soit w1 (X, x) U'ensemble des classes d’homotopie (a extrémités fizées)
de lacets basés en x. La composition des lacets induit sur m (X, x) une structure de groupe.

Définition 16.4.3 On appelle m (X, x) le groupe fondamental de X.
On note quelquefois §2,,(X) I'ensemble des lacets de X basés en x de telle sorte que

(X, z) = Qu(X)/ ~ .

16.4.3 Exemples

Nous pouvons énoncer de maniere plus savante nos diverses remarques sur le degré des lacets
dans le cercle.

Proposition 16.4.4 Le groupe fondamental du cercle unité U = {z € C||z| = 1} est isomorphe
au groupe Z. L’isomorphisme est donné par le degré deg : m (U, 1) — Z.

Proposition 16.4.5 Soit S™ la sphére de dimensionn. Sin > 2, alors S™ est simplement connexe.

DEMONSTRATION : Soit 7 : [0,1] — S™ un lacet. Nous appelerons cercle I'intersection d’un plan

de dimension deux avec la s sphere.

PREMIER CAS. Supposons que 7 évite au moins un point v € S™. Comme S™ \ {u} est
homéomorphe & R™, v est homotope & une constante dans S™ \ {u}, et a fortiori dans S™. Plus
géneralement, le méme raisonnment montre que tout chemin évitant un point est homotope a un
chemin tracé sur un cercle.

CAS GENERAL. Pour se ramener au premier cas, on montre que 7 est homotope & un lacet
qui évite un point. Par continuité uniforme, il existe un entier N tel que si [t/ —¢| < 1/N, alors
[v(#')—=~(t)| < 1. En particulier, le chemin +; qui est la restriction de + a l'intervalle [i/N, (i+1)/N]
evite le point —v(¢;). Le chemin 7; est donc homotope & un chemin tracé sur un cercle. Le chemin
v est alors lui aussi homotope a un chemin tracé sur une réunion finie de cercles. Si n < 2 alors.
Cette réunion finie de cercles évite un point.
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Proposition 16.4.6 Soit X, Y des espaces topologiques, x € X, y € Y. Alors
m (X x Y, (z,y)) = m(X,z) & m(Y,y).

En particulier, le groupe fondamental du tore T™ = R™/Z™ est 7.

DEMONSTRATION : Un lacet basé en (z,y) dans X x Y, c’est un couple d’'un lacet de X basé en x

et d’un lacet de Y basé en y. Les homotopies aussi sont des couples d’homotopies, donc les classes

d’homotopie sont des couples de classes.
Enfin, R"/Z" = (R/Z)".

16.5 Changement de points base et applications

Les théorémes suivants résument quelques constructions supplémentaires.

16.5.1 Chemins et changements de points base

Théoréme 28 Soit ¢ un chemin joignant x & y, alors Uapplication o — ¢ L.a.c de Q. (X) dans
Qy(X) donne naissance a un isomorphisme de groupe ¢, : [a] — [c™ .ouc] de (X, x) dans m(Y,y).
De plus si ¢ joint x ay et ¢ jointy a z alors (c.c')x = ¢4 0 CL.

16.5.2 Applications entre espaces

Théoréme 29 Soit f une application continue de X dans Y alors application o — f o a de
Q(X) dans Q) (Y) donne naissance a un morphisme de groupe f, : [a] — [f o a, de m1(X,x)
dans m (Y, f(x)).

1. de plus (f o0 g)« = fi0 s,
2. si f et g sont homotopes par H alors g, = ¢y o fy, ot ¢ est le chemin t — H(t,x).

16.6 Surfaces hyperboliques simplement connexes

Notre résultat principal est le suivant

Théoréme 30 Soit S une surface hyperbolique simplement connexe compléte alors il existe une
isométrie locale p de S dans H?.

Si de plus S est compléte alors S est une isométrie de S sur un polygone hyperbolique a angle
droit localement fini du plan hyperbolique.

16.6.1 Isométries et chemins de boules

Définition 16.6.1 Soit x ety deux points d’une surface hyperbolique S. Un chemin de boules de
x ay est une famille finie de boules {B;}ieq1,....ny 0t les By sont des boules de S isométriques a
des boules de l’espace modéle telles que

— La boule By contient x, la boule B,, contient y,

- B;N By #* @, . B

— Pour tout 1, il existe un boule B; isométrique a une boule hyperbolique et tel que alors B; C B;

ovje{i—1,i,i+1},

Les boules By et B,, sont respectivement appelées boules initiales et boules finales.

Nous dirons qu’un courbe ¢ : [0,1] — S est couverte par un chemin de boules {(B;, Bi)}i€{17.._m,}
si 4l exiset une subdvision 0 =ty < t; <t, =1 telle que c[t;, t;11] C B;
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FIGURE 16.1 — Un chemin de boules

Nous remarquons que toute courbe est couverte par un chemin de boules : il suffit de trouver
un € > 0 tel que la boule B(c(t),€) est isométrique avec une boule de l’espace hyperbolique
pour tout ¢, puis de considérer N tel que |t — s|frm[o]——/N implique d(c(t),c(s)) < €/4. Alors
{B(c(i/N),e/4), B(c(i/N),€)} est un chemin de boules qui recouvre c.

Réciproquement tout chemin de boules recouvre un chemin.

La propriété utile est la suivante

Proposition 16.6.2 Soit B = {B;}icq1,...n} un chemin de boule. Soit fi une isométrie de B,
dans ’espace modele. Il existe alors une unique suite d’isométries f; de B; dans Uespace modéle,
telle que si i — j| < 2

fils;, = filB;-

L’isométrie f, est lisométrie finale déterminée par fi et le chemin de boule B.

DEMONSTRATION : Cette proposition repose sur les deux remarques suivantes :

1. Soit ¢ et 1 deux isométries d’une boule b dans dans H?, alors il existe une unique isométrie
F de H? telle que ¢ = Ho W,

2. Soit B une boule de S isométrique & une boule de H?, soit b C B une autre boule et ¢ une
isométrie de b dans H2. 1l existe alors une unique isométrie ¢ de B dans H? telle que ¢ = t)|p.

Nous en déduisons de (1) I'unicité de la suite f;. On construit cette suite par récurrence de la
maniére suivante. Soit f; I'isométrie de B; dans H?. Par (2), il existe une isométrie g; de B; dans
H? telle que g;|B; = f;. On pose alors fiy1 = gils,,,

16.6.2 Chemin de boules homotopes

Définition 16.6.3 Nous dirons que le chemin de boule B est une restriction du chemin de boules
B’ si les boules définissant B forment un sous ensembles des boules définissant B’.

Deuz chemins de boules B et B’ sont homotopes & extrémité fixées s’il existe une famille finie
de chemins de boules {B;}icq,...p) allant de x a y tels que pour tout i,

- soit B; est une restriction de B;1,

— soit Biy1 est une restriction de B;,
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Nous remarquons immédiatement

Proposition 16.6.4 Soit ¢ et ¢’ deuz chemins de x a y couverts par deux chemins de boules
homotopes, alors ¢ et ¢’ sont homotopes.

Nous démontrerons dans la proposition 16.6.6 la réciproque de ce résultat.
Nous avons la proposition immédiate suivante

Proposition 16.6.5 Si B et B’ sont homotopes, alors l’isométrie finale déterminée par B et fi
coincide avec l'isométrie finale déterminée par B’ et f;.

DEMONSTRATION : En effet, il suffit de considérer le cas oli B est obtenu & partir de B en intercalant

une boule B entre la boule B; et By. On sait alors qu’il existe une boule B isométrique & une
boule hyperbolique qui contient By et Bsy. Soit alors (f1, f2) les isométries correspondant au chemin
(B1, B2) et (g1, f,g2) les isométries correspondant au chemin (Bjy, B, Bs). Nous voulons montrer
que si fi = fo alors g1 = go. Ceci provient de ce qu'il existe ¢ de B dans H2 telle que f; = qls,
Alors, g2 = g|B, = fo-

Nous allons montrer

Proposition 16.6.6 Deux chemins de boules couvrant des courbes homotopes allant de © a y
sont homotopes. En particulier, deux chemins de boules sur une surface simplement connexe sont
homotopes.

DEMONSTRATION : On utilise la méme idée que pour recouvrir les chemins en recouvrant les

homotopies. Soit B et B’ deux chemins de boules allant de x & y. Soit ¢ et ¢’ deux chemins de z &
y couvert par B et B’ respectivement.

Soit H I’homotopie entre ¢ et ¢’. Considérons alors € tel que la boule de centre H (s, t) de rayon
4e soit isométrique a une boule hyperbolique. Soit ensuite N € N tel

Vs, t, s t' tel que |s —t| + |s' —t'| < 1/N, alors d(H(s,t), H(s',t'))]e.

Soit ensuite by, ; la boule de centre H(k/N,l/N) et de rayon e. Par construction pour toute suite
d’indice k;,1; tels que sup(|k; — ki1l [li — lit1] < 1) la suite B; = by, ;, est un chemin de boules.
Cette suite d’indice se représente graphiquement comme un ”chemin” sur le quadrillage du carré
[0,1] x [0, 1] par N2 cotés.

Nous remarquons que les chemins (B; j, Bit1,j, Biy1,j+1), (Bij, Bit1,j4+1) et (Bij, Bij+1, Big1,j+1)
sont homotopes. Nous en déduisons que tous les chemins joignant le c6té inférieur du carré au coté
supérieur sont homotopes & extrémités fixés (voir figure 16.2)

La fin de la preuve suit de la proposition suivante.

Proposition 16.6.7 deux chemins de boules couvrant le méme chemin sont homotopes.

DEMONSTRATION : Nous dirons qu'un chemin de boule {B;} est plus fin que le chemin {B}}, ¢’il

existe une suite croissante k; tel que B; C B}, . Un chemin plus fin qu'un autre lui est homotope :
par construction, il suffit de regarder le cas ot k; = i. L’homotopie est obtenue en ajoutant la boule
B! entre B; et B;;1 puis en retirant la boule B;. La proposition suit de ce qu'il existe toujours un
chemin de boule plus fin que deux chemins de boules couvrant le méme chemin.
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Y

FIGURE 16.2 — Homotopie des chemins de boules

16.6.3 Surfaces hyperboliques simplement connexes

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 18.4. Nous fixons un point « de S et une
isométrie définie au voisinage de x. Nous allons construire une isométrie locale ¢ de S dans H?Z.
Soit v un autre point de H? et soit B un chemin de boule joignant x & y. Soit B la derniére boule
de B. Nous posons alors pour tout z de B, ¢(z) = g(z) ou g est l'isométrie finale de B. Comme
tous les chemins de boules sont homotopes ¢g(z) ne dépend pas du chemin de boule de x & z. Nous
en déduisons que ¢ est bien définie et que c’est une isométrie locale.

Si enfin S est complete. Il existe une géodésique entre deux points quelconques de S, I'image
de cette géodésique est une géeodésique de H?. Les extrémités d’un arc géodésique de H? étant
distinctes, nous en déduisons que ¢ est injective.



Chapitre 17

Revétements

17.1 Introduction

Il s’agit d’étendre & d’autres situations la propriété de relevement mise en évidence pour 'ap-
plication exponentielle R — U.

17.1.1 Définition
Définition 17.1.1 Une application continue p: E — X est un revétement si tout point x € X a
un voisinage U tel que

1. p7 Y (V) = UierVi, Vi C E, I # 0, réunion disjointe d’ouverts,

2. pour chaque i € I, piy, = V; — U est un homéomorphisme.

On appelle X la base et E l'espace total du revétement. J'appelle U un voisinage trivialisant.

Démontrons les propriétés suivantes
Proposition 17.1.2 1. si U est un ouvert trivialisant, si V est un ouvert contenu dans U,
alors V est égelement trivialisant.

2. SiU est un ouvert trivialisant connexe, alors p est un homéomorphisme de chaque composante
conneze de p~t(U) sur U.

3. p est un homéomorphisme local, donc les fibres p~*(y) sont discrétes.
4. On peut faire des produits de revétements (p,p’) : EX E' — X x X'.
5. Si X est connexe, les fibres p~1(x), x € X, ont toutes le méme cardinal (éventuellement

6. Sip: B — X est un revétement et Y C X, alors pj,-1¢y) :p YY) = Y est un revétement.

DEMONSTRATION :

1. Ce premier point est trivial.

2. Pour le deuxiéme point, on voit que si p~ (V) = U;e;V; ol les V; sont ouverts, alors chaque
V; est a la fois ouvert et fermé dans p~(V).

3. Les derniers points sont évidents.

17.1.2 Exemples

1. Soit S un espace topologique discret. Alors la projection sur le premier facteur p : X xS — X
est un revétement appelé revétement trivial de fibre S.

105
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t— e, R — U est un revétement.
z+ e*, C— C\ {0} est un revétement.
Sin#0,z— 2" U — U, est un revétement.

N

La restriction de ¢ — €' & ]0, 37| n’est pas un revétement de ]0, 37| sur U.

CL W

En effet, soit U le voisinage de —1 dans U formé des z € U dont 'argument differe de 7 (modulo
27) d’au plus e. Alors p~1(U) est la réunion disjointe de deux intervalles, V; =] — €, 7 + €[ et
Vo =]3m — €, 37[. V1 est 'image d’une section de p au-dessus de U, mais V5 ne U'est pas. D’ailleurs,
le cardinal des fibres n’est pas constant.

Proposition 17.1.3 Soit p: E — X un homéomorphisme local, avec E compact. Alors p est un
revétement.

DEMONSTRATION : Soit z € X. Alors p~1(x) = {ey1,...,e,} est fini car discret et compact. Soit W;

un voisinage ouvert de e; tel que pjy, soit un homéomorphisme de W; sur un ouvert U; contenant
z. On peut construire le ouverts W; de facon a ce qu’ils soient tous disjoints. Soit

K =FE\u;w,.
On va montrez qu’il existe un ouvert O, contenant x inclus dans 'intersection des U; tel que
pil(O) C UWi.

si un tel ouvert O existe alors p~1(0) = LUO; avec O; = W; Np~1(O) et p est un homeomophisme
de O; sur O — car c’est un homéomorphisme de W; sur U;.

Supposons donc qu'il tel ouvert O n’existe pas, il existe alors une suite {zj }ren de points de K,
tels que {p(zx)tren converge vers x. Comme K est compact, on peut extraire une suite une sous-
suite convergente vers un point zg de K. Par continuité, p(zg) = . Nous obtenons la contradiction
car p~Y(z) CE\ K. O

EXEMPLE : L’application f : S® — P*(R) qui & un vecteur unitaire de R"*! associe la droite
vectorielle qu’il engendre est un revétement.

En effet, soit p € P"(R). Choisissons des coordonnées homogeénes de sorte que p =[0: --- : 1].
Si ¢ € P"(R) est proche de p, il admet des coordonnées homogenes de la forme ¢ = [xg : - : 2]
avec x, > 0. Alors (22 + --- + 22)"Y?(z0,--- ,2,) est I'unique vecteur unitaire sur la droite ¢

dont la derniere composante est > 0. Il dépend contintiment de ¢. Il y a deux telles applications
réciproques locales de f, donc f est un revétement. [J

Proposition 17.1.4 Soit E un espace topologique localement compact (i.e. tout point admet une
base de voisinages compacts). Soit G un groupe qui agit sur E

1. librement, i.e. si x € E et g # 1, alors ge # ¢ ;
2. proprement, i.e. si K C E est compact, I’ensemble des g € G tels que gK N K # () est fini.
Alors X = G\E est séparé, et la projection p: E — G\ E est un revétement.

DEMONSTRATION : Séparation : voir TD. Soit e € E. Soit V' un voisinage compact de e. Comme

E est séparé, et comme 'intersection de V' et de l'orbite de e est un ensembme fini, les points de
GenV = {e = goe, gie, ..., gne} admettent des voisinages U; deux & deux disjoints dans V. Soit
U=09 HU;). Clest un voisinage de e dont les translatés par des éléments de G sont deux &
deux disjoints. La restriction de p & chaque gU est un homéomorphisme sur le voisinage [U] de la
classe [p] € G\E. O
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EXEMPLE : L’application S™ — P"(R) est le revétement associé a l’action du groupe & 2 éléments
sur la sphere par z — —zx.

EXEMPLE : Soit C,, = {z € C| 2™ = 1} le groupe cyclique & n éléments, agissant par multiplication
sur U. Alors le revétement associé n’est autre que z — 2", U — U.

EXEMPLE : Soit G C R le groupe engendré par la translation de 27. Alors G agit librement et
proprement sur R. Le revétement associé coincide avec le revétement exponentiel R — U.

17.2 Relevement des homotopies

17.2.1 Relévements

Définition 17.2.1 Soit p: E — X un revétement. Soit f : Y — X une application continue. Un
relevement de f a E, ¢’est une application f:Y — E telle que f = po f. Si on se donne en plus
des points bases yo € Y, o € X, et un relévement o € p~*(xg) dans E, on parle de relévement
d’origine Zg.

Lemme 17.2.2 Lorsque Y est connexe, quand f admet un relévement d’origine g, il est unique.

DEMONSTRATION : Soit f et f’ deux relevements d’oigine Zo. Alors {y € Y | f(y) = f'(y)} est ou-

vert. En effet, au voisinage de f (y), p est un homéomorphisme, donc pour z proche de y, I'équation
p(z) = f(2) admet une unique solution voisine de f(y), c’est f(z) = f'(y). Comme cet ensemble
est non vide et fermé, c’est Y, donc f = f. O

17.2.2 Sections

Définition 17.2.3 Soit p: E — X un revétement. Une section de p est une application continue
s: X — FE telle que pos = idx. Une section au-dessus de Y C Y, c’est une section de pj,-1¢y), i.e.
définie seulement au-dessus de Y. Une section locale en = est une section définie sur un voisinage
de x.

Proposition 17.2.4 Nous avons
1. Une section s au-dessus de Y est automatiquement un homéomorphisme de' Y sur s(Y).

2. Par définition méme, un revétement possede des sections locales en tout point x, eractement
autant que d’images réciproques de x

3. S1'Y est connexe, deux sections au dessus de Y qui coincident en un point sont égales
4. une section locale est une application ouverte.

5. si o est une section au-dessus d’un ouvert U connexe alors o(U) est une composante conneze
de p~1(U).

17.2.3 Reléevement des chemins

La proposition suivante généralise le théoreme de relevement du revétement exponentiel. On
organise la preuve différemment.

Proposition 17.2.5 Soit p : E — X un revétement. Tout chemin ~ : [0,1] — X admet des re-
levements. Si on fixe xg € X et un relevement Ty € E de xg, il exriste un unique relevement 7y
d’origine Tg.
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DEMONSTRATION : On se donne une subdvision 0 = tg < t; < ... < t, = 1, tel que pour tout 7,
c[tj, tj1] soit inclus dans un ouvert trivialisant O7. On pose ensuite p~(07) = U;c;O7 et on note

o) la section locale de p définie de O7 dans O.
Ensuite on construit par récurrence une suite i1, .. .14, telle que

o] (e(tjs1)) = ol (e(tj4)).

J

Enfin, on définit ¢ = o7 (c) sur l'intervalle [t;,¢;41] O

17.2.4 Relevement des homotopies

La proposition suivante généralise 'invariance du degré par homotopie.

Proposition 17.2.6 Soit p : E — X un revétement. Soit Y un espace topologique. Fizons des
points bases yo €Y, xg € X et un relévement Tg € FE de xo. Soit F : [0,1] xY — X une homotopie
entre deux applications fo et f1: Y — X envoyant yo sur xo. Si fo posséde un relevement d’origine
Zg, il en est de méme de F', et par conséquent de fi.

DEMONSTRATION : D’aprés la proposition précédente, pour chaque y € Y, le chemin v, : s —

F(s,y) possede un unique relevement 4, d’origine fo(y). On pose F(s, y) = Jy(s). Pour montrer
que F est continue, il suffit de vérifier que le procédé de relévement est continu, i.e. que deux
chemins voisins se relevent en deux chemins voisins. Or relever un chemin v, c’est faire appel a
un nombre fini de sections locales s; (définies sur les ouverts trivialisants recouvrant le compact
v([0,1])). Les mémes sections locales permettent de relever «y, pour z proche de y.

Donnons une preuve plus précise, en utilisant la démonstration du relevements des chemins.
Nous nous donnons un point y de Y et le chemin ¢ = ~y, défini plus haut. D’apres la preuve du
relevement des chemins, nous avons une subdvision 0 =ty <#; < ... <t, = 1, tel que pour tout
i, c[tj, tj+1] soit inclus dans un ouvert trivialisant O7. On pose ensuite p~1(07) = ;0! et on
note crg la section locale de p définie de O’ dans Of .

Nous avons ensuite par récurrence une suite i1, . . . i,, définie de maniére unique par la propriétés
suivantes

ol (c(tj1)) = o (c(tjtn))-

Enfin, on définit ¢ = agj (c) sur Vintervalle [t;,t;41].

Nous nous proposons de montrer que pour ¢ appartenant a [t;,t;41], pour (2,s) au voisinage de
(y,t) on a F(z,s) = ijF(z, 5). Ceci montrera que F est continue. Or pour z suffisamment proche
de y on a par continuité de F'

V= [tjv tj+1] C Ojv
4 "
0;, (1=(tj41)) € Of,
car ce sont deux propriétés ouvertes. En particulier, comme les o sont des sections locales on a
j j+1
0F (1a(ty41)) = 3 (2 (t510)).
D’aprés la construction du relevement des chemins, cela donne bien F(z,s) = ong(z, s). O

O
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Corollaire 17.2.7 Soit o, 3 deux chemins dans X de mémes extrémités xo et 1. Soit Tg € E
un relevement de xo. Soit &_et 3 les relevements de o et 3 d’origine To. Si « et 8 sont homotopes
a extrémités firées, a(1) = B(1). En particulier, si « est un lacet homotope a une constante, & est
un lacet.

DEMONSTRATION : Par I’hypothése, Phomotopie F' de o & 3 satisfait F(s,1) = x; pour tout s.

Son relevement F satisfait F(sll) € p~!(x1) pour tout s. Comme p~!(z1) est discret, F(s,1) ne
dépend pas de s, donc &(1) = F(0,1) = F(1,1) = 5(1). O

17.3 Critere de relevabilité

Théoréeme 31 Soit p : E — X un revétement conneze, xg € X un point base, Tg € E un
relevement de xq. Soit Y un espace conneze et localement connexe par arcs, soit yg € Y un point
base. Soit f :' Y — X une application continue qui envoie yy en xg. Alors f posséde un relevement
d’origine o si et seulement si

fi(m1(Y,y0)) C py(mi(E, Zo))-

Le relévement est alors unique.

DEMONSTRATION : Supposons que f possede un relevement f :Y = E. Alors fy =pgo fﬁ donc

son image est contenue dans celle de py.

Réciproquement, supposons que 'image de f; est contenue dans celle de p;. Soit y € Y et v un
chemin de yg & y. Le chemin o = f oy de g & f(y) possede un relevement & d’origine Zo. Posons
f(y) = a(1). Si 4 est un autre lacet de yo & y, alors le lacet o - o™ = fi( -yt dans X est
homotope & un lacet de la forme py(3) ot B est un lacet dans E basé en zo. Autrement dit, les
chemins (po f3) - a et o sont homotopes & extrémités fixées dans X. Ils se relevent donc en des
chemins de méme extrémités. Or I'unique relevement d’origine Zg de (po ) -« est 8- &. On conclut
que @&(1) = a/(1). Nous définissons alors f par f(y) = &(1) ne dépend pas du choix du chemin ~.

Il nous reste & démontrer la continuité de f . Soit ¢ un point quelconque de Y. Par construction
nous avons une section locale o définie sur un ouvert trivialisant O contenant f(y) et telle que
f(y) = o o f(y). Pour conclure, il suffit de montrer que f = ¢ o f au voisinage de y. Soit donc U
un voisinage connexe par arcs de y tel que f(U) soit inclus dans O. Soit z un point de U, nous
pouvons alors trouver un chemin de yg & z tel que ¢(1/2) = y et ¢[1/2, 1] soit inclus dans U. Soit par
ailleurs f, le relevement de foc partant de Z. D’apres ce que nous avons vu, fc(l /2) = f (y). Nous
en déduisons par unicité du relevement des chemins que o o f o ¢ coincide avec fc sur l'intervalle

[1/2,1]. En particulier, o’ f(2) = 0' o foc(1) = f(2)

EXEMPLE : Une application f : U — U se releve a travers le revétement z — z" si et seulement si
elle représente une classe d’homotopie divisible par n. Autrement dit, si et seulement si son degré
est divisible par n.

En particulier,
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Corollaire 17.3.1 Soit p : E — X un revétement, soit xg € X wun point base, Tg € E un
relévement de xq. Soit Y un espace connexe par arcs, simplement conneze et localement connexe
par arcs, avec point base yg. Toute application continue f:Y — X envoyant yo en x¢ possede un
(unique) relévement ¢ E d’origine Zg.

O

REMARQUES : Supposons E connexe par arcs. La réciproque du corollaire 25.2.5 est vraie si et
seulement si F est simplement connexe.

Lemme 17.3.2 Soit p : E — X un revétement. Supposons E connexe par arcs. Alors les deuz
énoncé suivants sont équivalents.

1. Pour tout lacet o, & est un lacet = « est homotope a une constante.

2. E est simplement connexe.

DEMONSTRATION : Si E est simplement connexe, un relévement & qui est un lacet est homotope

a une constante, donc o = p o & 'est aussi. Réciproquement, soit ¥ un lacet dans E basé en Zg.
C’est un relevement du lacet v = p o 4. Par hypothese, v est homotope a une constante dans X.
Soit F' : [0,1] x [0,1] — X une homotopie du lacet constant 1., & v. Comme 1., se releve en le
lacet constant 1z,, F' se releve en F, qui est une homotopie de 1z, a~. 0O

EXERCICE : La figure suivante représente un revétement a 3 feuillets. Soit xg le sommet de droite
de X. Déterminer les relevements de divers lacets basés en xg, pour diverses origines Zy. Fn déduire
que certains lacets ne sont pas homotopes & une constante.

17.3.1 Automorphismes d’un revétement

Définition 17.3.3 Un automorphisme ¢ d’un revétement connexep : E — X est un homéomorphisme

tel que po ¢ = ¢ On note Aut(E/X) le groupe des automorphismes d’un revétement p: E — X.

Théoréme 32 Soit p: E — X un revétement simplement connexe de X. Alors
1. pour tout xg € X, Aut(E/X) agit simplement transitivement sur p~(zo).

2. Soit xg un point fixé, Uapplication qui & un élement v de Aut(E/X) associe le lacet [p o ]
ot ¢ est un chemin quelconque de xo & y(xg) est un isomorphisme de groupe.

DEMONSTRATION : Cela résulte du théoréme 31 : étant donnés deux relevements T et Zf de o,

il existe un unique isomorphisme du revétement f : E — E envoyant & en . O
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Corollaire 17.3.4 Soit p : E — X, un revétement d’espace total simplement connexe. Alors X
est homéomorphe a E/ Aut(E; X).

DEMONSTRATION : En effet, le résultat précédent assure que il y a une bijection entre £/ Aut(E, X)

et X de plus cette application est un homéomorphisme : on remarque en effet que p étant un
revétement est a la fois continue et ouverte, des lors U est un ouvert de X si et seulement si
p~1(U) est un ouvert de E.

EXERCICE : Vérifier que Aut(E/X) agit librement et proprement sur E.

REMARQUES
1. En particulier (71 (X)) = #(p~*(z0)) si p : E — X est un revétement simplement connexe.
Montrez en application que 7 (RP)" = Z/27.
2. Pour le revétement exponentiel, les automorphismes du revétement sont les translations d’un
multiple de 2.
3. Si p est une isométrie locale qui est un revétement entre deux surfaces hyperboliques, alors
tout automorphisme est une isométrie. En particulier, Aut(H?/(T'\H?)) =T.

4. De méme, 1 (T'\H?) =T.

17.4 Construction d’un revétement simplement connexe
Notre but est de démontrer la propriété suivante

Théoréme 33 Soit X une surface hyperbolique connexe. Alors X posséde un revétement E conneze
et simplement connezxe.

REMARQUECe théoreme est beaucoup plus général. Il est vrai en géneral si X est semi-localement
simplement connexe c’est-a-dire vérifie les propriétés suivantes.
— X est connexe,
— tout point x admet un voisinage U tel que tout lacet basé en x, contenu dans U soit homotope
a une constante dans X.
Nous avons alors

Théoréme 34 Soit X un espace topologique semi-localement simplement connexe. Alors X posséde
un revétement E conneze et simplement conneze.

La preuve utilise la méme idée mais est plus technique. Nous préférons donner la preuve dans
le cadre des surfaces hyperboliques.

17.4.1 Construction d’un revétement simplement connexe

La construction que nous allons donner utilise les chemins de boules. La démontrastion dans le
cas d’'un espace topologique quelconque utilise les chemins et elle suit le méme schéma.

La construction

Nous fixons un point zo dans S et considérons 'espace 1, formé des paires (B,y) ou y est un
point de S et B un chemin de boules de z¢ & y. NOus considérons 'espace E = Q,,/ ~ ol ~ est
la relation d’équivalence donnée par ’homotopie. Nous notons 7 la projection de E dans .S donnée

par 7[(B,y)] = y.



CHAPITRE 17. REVETEMENTS 112

Des courbes

Soit g = [(B,y)] et Z = [(B’, z)] deux points de F, nous dirons qu'un chemin ¢ tracée sur S est
une B-courbe de § a Z si

— la courbe ¢ va de x a v,

— la courbe c est homotope & une courbe de la forme v~1.7/ oi1 v est couverte par B et ¥/ par

B.

Nous avons alors la proposition suivante dont la preuve est évidente

Proposition 17.4.1 Soit §j = ([B],y) et § = ([B], 2) avec B = (By,...,B,) alors toute courbe c
de y a z tracée dans B, est une B-courbe de § a Z.

Une distance
Nous construisons maintenant une fonction sur d la fonction définie sur E x E par
d(z,y) = inf{{(c) | ¢ est une B-courbe de Z & § }.
Nous démontrons la proposition cruciale suivante

Proposition 17.4.2 Soit & = ([B],x) un point de E. Soit € tel que la boule de centre x de rayon
€ est isométrique a une boule hyperbolique. Soit

Ue :={21]d(2,7) <€}

Alors, pour tout Z € U, nous avons

z = (B, 7(2))-

Nous en déduirons deux corollaires important.

DEMONSTRATION : OnaB = (By,...,By,). Soit b C B,B(x,€) une boule. Alors (By, ..., By, b, B(z,¢€))

est un chemin de boules homotope a B. Autrement dit on peut toujours supposer que
B,, = B(z,¢).

Soit maintenant Z = ([B'], z) un point de U.. Soit 4" un chemin couvert par B’ et v un chemin
couvert par B.

Par définition de U, il existe une courbe ¢ de longueur plus petite que € qui va de z a x telle
que 7.c est homotope & ~'.

La courbe c est de longueur plus petite que € et est donc tracée dans B. En particulier 7.c est
couverte par B. Deux chemins de boules recouvrant des chemins homotopes sont homotopes, nous
en déduisons que

[B] = [B].

Isométrie locale
Nous avons alors, avec les méme hypotheses et notations que le paragraphe précédent

Proposition 17.4.3 1. L’application 7 est une bijection de U. dans B(z,¢€).
2. Pour tout y et z de U,
d(z,9) = d(m(9), 7(2))-
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DEMONSTRATION : Le premier point suit immédiatement de la proposition précédente. Pour le

deuxieme point il nous suffit de prouver

d(2,9) < d(w(g), 7(2))-

L’autre inégalité étant évidente. Soit ¢ un arc géodésique de 7(g) & w(g) tracée dans B(x,€). Alors
d’apres les deux propositions précédentes ¢ est une B-courbe de 3 a Z.
Des lors
d(y,%) < l(c) = d(z,y).

Isométrie locale et revétement
Nous en déduisons
Proposition 17.4.4 1. d est une distance,

2. m est un isométrie locale,

8. m est un revétement

DEMONSTRATION : La fonction d vérifie 'inégalité triangulaire et est symétrique. Par la proposition

précédente d(g,2) = 0 si et seulement si § = Z). De méme 7 est une isométrie locale.

Montrons que 7 est un revétement. Soit z un point de S et € tels que B(xz, 2¢) est isométrique
a une boule hyperbolique. Pour tout y tel que 7(y) = x. Nous avons vu que 7 est une isométrie de
B(y, 2¢) sur B(z,2¢). Nous en déduisons que

wle(z,e) = I_Iy‘Tr(y):gEB(y,e). (17.1)

Montrons tout d’abord que la réunion est disjointe : dans le cas contraire soit y,z € m*{z}. Si
B(y,¢) N B(e) # 0 alors
z € B(y, 2¢),

comme 7(z) = m(y), nous en déduisons que y = z.
Il est évident que
Uylr(y)=z By, €) C 77 Bz, €). (17.2)

Montrsons l'inclusion inverse. Soit donc z tel que d(m(z),z) < e. Alors
B(n(z),€) C B(x, 2¢).

en particulier B(7(z), €) est isométrique & une boule hyperbolique et notre proposition précédente
nous assure que 7 est une bijection de B(z,e) dans B(w(z),¢). Comme xz € B(z,¢), il existe
y € mH{x}, tel que y € B(z,¢). Ainsi z € B(y, €). Nous venons de montrer que

7 B(z,€) C Uy|r(y)=2 By, €). (17.3)
Ceci conclut la preuve.

Conclusion

I1 nous reste & montrer

Proposition 17.4.5 L’espace E est simplement connexe.
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DEMONSTRATION : Soit 3 un lacet dans F basé en zg. Par le lemme 25.3.2 , il nous suffit de

montrer que « est homotope a une constante.

Recouvrons o = 7(3) par un chemin de boules (By, ... B,). Par la proposition 16.6.4, il nous
suffit de montrer que le chemin de boules (By,... B,) est homotope & une constante.
Soit

O0=ty<t1 <...<tp,=1

)

une subdivision de [0, 1] telle que «[t;—1,;] C B;.
Nous allons montrer que si t;_1 <t < t; alors

B(t) = [(By, ..., Bi),a(t)]
Supposons par recurrence que

B(tifl) = [(Bl,...,Bi,1)7Oz(ti,1)] (174)

Par définition, (By, ... B;_1) est homotope & (B, ... B;) avec les extrémités fixées a(0) et au(t;—1).
Nous en déduisons que lensemble des ¢ qui vérifie I’équation (17.4) est non vide. Par ailleurs, la
courbe définie de [t;_1,t;] dans E par

t—[(B1,...,B;),at)]

est continue et est donc un relevé de « sur [t;—1,t;]. Nous en déduisons que tous les éléments de
[t’i—17ti] vérifie (174)
En particulier, puisque S est un lacet

[(Br,a(0)] = 8(0) = B(1) = [(By, .- -, Bn), (0)].

Nous en déduisons par définition de E que le chemin de boules (By,...,B,) est homotope au
chemin constant.

17.4.2 Propriété universelle

Proposition 17.4.6 Soit p : E — X un revétement connexe par arcs et simplement conneze de
X. Soitp' : E' — X un autre revétement. Soit g € E et &, des relévements d’un méme point base
xo € X. Alors il existe une unique application m : E — E' envoyant o en I, telle que p' om = p.

DEMONSTRATION : D’apres le Corollaire 25.3.1, 'application p : E — X possede un relévement

p: E — E' tel que p=1p'op et p(Zy) = (. C’est un morphisme de revétements. Inversement, si
m : E — E’ est un morphisme de revétements, alors p = p’ o m, donc m est un relévement de p.
D’apres le Corollaire 25.3.1, la condition sur les points bases le rend unique. [

1. Lorsque F’ est connexe, m : E — E’ est un revétement. On peut donc penser au revétement
E’ comme & un revétement intermédiaire entre X et F.

2. Les revétements finis du cercle z — 2™, U — U, sont eux mémes revétus par le revétement
exponentiel.

17.4.3 Unicité du revétement simplement connexe

Théoréme 35 Soit X un espace topologique connexe, localement connexe par arcs et semi-loca-
lement simplement connexe. Soit xg € X un point base. Soit p : E — X etp' : B/ — X deux
revétements connezes et simplement connexes de X. Soit &g € E et &, € E' des reléevements de
xg. Il existe un unique homéomorphisme f : E — E' envoyant To en I, tel que p’ o f = p.
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DEMONSTRATION : Résulte de la propriété universelle. (]

Autrement dit, une fois fixés des points bases, le revétement connexe et simplement connexe de
X est canoniquement défini, i.e. unique a unique isomorphisme pres.
Terminologie. On appelle le revétement simplement connexe revétement universel.

EXERCICE : Soit X le graphe de l’exercice 25.3. Déterminer le revpetement universel de X (c’est
un arbre infini de valence 3, comment s’enroule-t’il autour de X 7



Chapitre 18

Revétement des surfaces
hyperboliques

18.1 Le théoréeme d’uniformisation

Notre but principal est de démontrer le résultat suivant qui montre que les surfaces hyperbo-
liques completes sont obtenues par quotient.

Théoréme 36 [UNIFORMISATION DES SURFACES HYPERBOLIQUES] Soit X une surface hyperbo-
lique compléte, alors il existe un sous-groupe discret I des isométries du plan hyperbolique H? tel
que X est isométrique ¢ T\H?2.

De plus T est isomorphe au groupe w1 (X%, s).

Nous démontrerons dans les prochaines sections des résultats dont 'intérét est autonome et qui
relient revétements et isométries locales dans le cas des surfaces hyperboliques.
— L’espace total d’un revétement de base une surafce hyperbolique peut étre muni d’une struc-
ture de surface hyperbolique tel que la projection soit une isométrie locale.
— Une isométrie locale surjective d’une surface hyperbolique complete dans une autre est un
revétement.

18.2 Revétements

Commengant par étudier ’espace total d’un revétement au-dessus d’une surface hyperbolique.

Théoréme 37 Soit p un revétement de S un espace topologique connexe sur une surface hyperbo-
lique X3. Alors il existe une structure hyperbolique sur S telle que p est une isométrie locale. Si de
plus X2 est complete alors S est compléte.

Nous allons procéder comme nous I’avons fait pour les quotients : définir les courbes C' par
morceaux, puis leur longueur, puis une métrique.

Définition 18.2.1 Si ¢ est une courbe d valeurs dans S, nous dirons que ¢ est C1 par morceaus
sipoc lest.

Nous avons alors

Proposition 18.2.2 Il existe toujours une courbe C' par morceauz joignant deuz points quel-
conques de S.

DEMONSTRATION : On montre en effet que I’ensembles des point joints & z par une courbe C! par

morceaux est ouvert et fermés en utilisant la propriété de revétement.
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Définition 18.2.3 La longueur £(c) d’une courbe ¢ est la longueur de p o c.

Nous définissons enfin, pour tout = et y de S

d(z,y) = inf{l(c) | c(0) ==, c(1) = y}.
Nous avons alors la proposition suivante

Proposition 18.2.4 Soit yo un point de X, il existe € > 0, tel que pour tout xg tel que p(zo) = xo,
si d(z,mg) < € et d(y,zo)e, alors d(z,y) = d(p(z),p(y)).

DEMONSTRATION : Soit € tel que U = B(p(xg), 2¢) est isométrique a une boule de I'espace modele
et tel que
pH(U) = WU,

ol p est un homéomorphisme de U; dans U. On suppose que zg € Uj,.
Nous remarquons que si ¢ est une courbe joignant xzg a x de longueur plus petite que € alors
p(c) C p(U) et done ¢ C U;,. Nous en déduisons que

Ui, = {z € S,d(x0,2) < 2¢}.

Par ailleurs, si d(z, o) < € et d(y, zg)e, et si ¢ est un courbe joignant x & y de longueur plus petite
que € alors c est incluse dans U;,. En particulier

d(z,y) = inf{{(c

I
—
B
=
~
=)
—~
o
~

= dp(z) p(y)). (18.1)

Corollaire 18.2.5 la fonction d est une métrique et p est une isométrie locale. En particulier, S
est une surface hyperbolique.

18.2.1 Complétude

Il nous reste & montrer que si o est complete alors S est compléte. Nous nous donnons donc un
suite de Cauchy {z,}nen. Par construction de la distance

d(r(x), m(y)) < d(z,y).

Nous en déduisons donc que la suite {m(x,)}nen est de Cauchy et soit donc yo sa limite. Soit e
tel que U = B(yo, 2¢) soit isométrique avec une boule hyperbolique et trivialisant. Nous avons vu
alors que pour tout y; dans p~1(yo), p est une isométrie de B(yo, €) sur B(yo, €). Nous en déduisons
que si y; # y;, d(yi, y;) > €

Nous allons montrer qu’il existe un unique zy € p~!(yo) tel que pour n suffisamment grand
d(xn, 20) < €.

En il existe N, tel que si n et p sont plus grands que NV, alors

d(zp,xp) < €/2
d(n(zn),y0) < €/2.

Il existe donc pour n plus grand que N, un point y(n) € p~*(yo) tel que d(x,,y(n)) < €/2. Des
lors si n et p sont plus grands que N, alors d(y(n), y(p)) < € et donc y(n) = y(p) := 2.

Comme p est une isométrie de B(zp, €) sur B(yo, €), nous en déduisons que la suite {z,,} converge
vers zg. La surface S est donc complete.
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18.3 Toute isométrie locale est un revétement

Théoréme 38 Soit m une isométrie locale sujective d’une surface hyperbolique compléte S sur une
surface hyperbolique 3. Alors 7 est un revétement.

18.3.1 Préliminaires : isométries locales et revétement

Lemme 18.3.1 Soit S une surface hyperbolique compléte sans bord. Soit x un point de S. Soit
7 une isométrie locale de B(x, R) sur X. Soit x un point de S et v une géodésique passant par
mw(x) et de longueur inférieure a R, il existe alors une géodésique ¢ dans S passant par x telle que
Toc=r.

DEMONSTRATION : Soit donc v définie de l'intervalle I & valeurs dans ¥, telle que v(0) = p(z).

Comme p est un isométrie locale au voisinage de z, il existe une géodésique ¢ définie sur un intervalle
J C I contenant 0 telle que poc|r = |;. Comme S est compléte sans bord, nous pouvons prolonger
par le théoreme de Hopf-Rinow c sur R tout entier. La courbe poc est alors une géodésique, comme
elle coincide avec y sur un intervalle, elle coincide avec  partout.

Lemme 18.3.2 Soit S une surface compléte et m une isométrie locale de B(x, R) avec x apparte-
nant a S dans B(xg, R) ot mg appartient a H2. Alors 7 est une bijection isométrique de B(x, R/4)
dans B(xzo, R/4).

DEMONSTRATION : Nous devons montrer que 7 de B(x, R/4) dans B(xg, R/4) est injective et

surjective.

L’injectivité est facile : si z et y sont deux points distincts de B(z, R/4), il existe une géodésique
minimisante v joignant x & y. Comme £(v) < R/2, nécessairement 7 est & valeurs dans B(zo, R).
La courbe 7(7) est alors un arc géodésique non constant de H? ; ses extrémités sont donc distinctes.
Nous venons de montrer que 7(z) # 7(y).

La surjectivité découle du lemme précédent. Soit z un point de B(w(z), R/4). Soit v la géodésique
de m(x) & z de longueur plus petite que R/4. Nous avons vu alors qu’il existe une géodésique ¢ de
méme longueur que 7 telle que 7 o ¢ = . En particulier, soit ¢t = ¢(d(z, 2)), alors d(t,z) < R/4 et
7(t) = z.

18.3.2 Preuve du théoréme

DEMONSTRATION : Soit en effet z un point de ¥ et € tel que B(z,¢€) est isométrique & une boule
hyperbolique. Soit U = B(x,¢/4). Soit z € p~1(z) et

U, = B(z,¢/4)

D’apres le lemme 18.3.2, m est une isométrie bijective de U, dans U. Par ailleurs, si U, N U, #,
nous en déduisons que d(z,z’) < e. Soit alors v la géodésique minimisante joignant z a z’. Alors
7(7y) est une géodésique de longueur inférieure & € joignant = & = et nous obtenons la contradiction
avec le fait que B(z,€) est isométrique avec une boule hyperbolique.

18.4 Uniformisation des surfaces hyperboliques

Nous pouvons maintenant démontrer notre théoreme d’uniformisation.

Théoréme 39 Si S est une surface hyperbolique compléte, il existe alors un sous-groupe I' de
Iso(H?), tel que S est isométrique a H?/T. De plus, T' est isomorphe & 71 (9).
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DEMONSTRATION : D’apreés le théoréme 55, la surface S admet un revétement simplement connexe.

D’apres le théoreme 37, l'espace total de ce revétement ¥ admet une structure hyperbolique
compléte. D’apres le théoréme , ¥ est isométrique au plan hyperbolique. Alors soit I' = Aut(3, S),
comme ¥ est isométrique au plan hyperbolique, I' C Iso(H?). D’apres le théoréme 58, S = /T et

T est isomorphe & 71(.5).



Chapitre 19

Décomposition en pantalons

Le but de ce chapitre est de démontrer qu toute surface hyperbolique compacte s’obtient par
recollement en pantalons.

19.1 Géodésique fermées

Soit S une surface hyperbolique Nous rappelons qu’un lacet géodésique est un lacet « : [a,b] — S
localement minimisant. Une géodésique fermée ou périodique de longueur ¢ est une géodésique
~v:R — S telle que y(s + £) = v(s).

Théoréme 40 Soit S une surface hyperbolique compléte et s un point de S. Alors
1. tout lacet ¢ basé en s est homotope — a extrémités fizées — a un unique lacet géodésique -y.
De plus €(c) > £(7).
2. Supposons S compacte, alors tout lacet ¢ est homotope librement d une géodésique fermée ~y.
De plus, ¢(c) > £(¥).

19.2 Courbes plongées

Nous dirons qu’un lacet est plongé s’il est injectif.

Théoréme 41 Soit Soit S une surface hyperbolique compacte. Alors
1. Si c est un lacet plongé, alors la géodésique auquel il est librement homotope est plongée.

2. Soit ¢; et Cy deux lacets qui ne s’intersectent pas. Alors les géodésiques fermées auzquelles
ils sont homotopes librement ne s’intersectent pas.

19.3 Une caractérisation des surfaces hyperboliques simple-
ment connexes

19.3.1 Surfaces a coins carrés

Théoreme 42 Soit S une surface hyperbolique compacte a coins carrés ne contenant aucune
géodésique fermée. Alors S est simplement connexe et est isométrique a un polygone du pan hy-
perbolique.

19.4 Une caractérisation géométrique des pantalons

Théoréme 43 Soit S une surface hyperbolique compacte. On suppose que les seules géodésiques
fermées plongées dans S sont tracées sur le bord. Alors S est un pantalon.
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19.5 Classification des surfaces
Nous pouvons alors montrer

Théoréme 44 Soit S une surface hyperbolique. Il existe alors g géodésique plongées {v1,...,Vp}
telle que S\ 71 U...7, est une réunion finie de l'intérieur de n pantalons.

Nous remarquons que ce nombre n est tel que Aire(S) = 27n. Autrement dit, le nombre de
pantalons ne dépend que de la surface. Il s’appelle la caractéristique d’FEuler de la surface. Nous
verrons plus tard que ce nombre ne dépend que du groupe fondamental de la surface. Un petit
calcul combinatoire nous dit que 3p = 2n.



Chapitre 20

Géomeétrie différentielle des
surfaces

20.1 Cartes et atlas

Définition 20.1.1 Soit M un espace topologique.

(i) Une carte sur M est une paire (U, X) ot U est un ouvert de U et X = (x1,...,x,) est un
homéomorphisme de U sur un ouvert de RP. Les fonctions x; sont les coordonnées, ['ouvert
U est le domaine de la carte, [’entier p est la dimension de la carte..

(ii) Deux cartes (U,X) et (V,Y) sont C*-compatible si le changement de cartes Y o X! de
X({UNV)versY(UNV) est un C™ difféomorphisme.

(iii) Un atlas est un ensemble de cartes {(U;, X*)} de méme dimension qui sont C>° compatibles
et telles que {U;} est un recouvrement de M.

(iv) Deux atlas sont équivalents si toutes leurs cartes sont compatibles, ou de maniére équivalente
st la réunion est encore un atlas.

(v) Une structure différentielle sur M est une classe d’atlas compatibles.
Ceci nous amene a la definition suivante

Définition 20.1.2 [VARIETES DIFFERENTIELLES| Un espace topologique séparé et réunion dénombrable
de compact muni d’une structure différentielle est une variété différentielle. Une carte est compa-
tible avec la structure de variété si elle est compatible avec un atlas définissant la structure de
variété.

Par abus de langage on dira que X = (21, ..., z,) défini au voisinage de m sont des coordonnées
au voisinage d’un point m d’une variété M si il existe un ouvert U contenant m tel que (u, X) est
un cartes compatible avec la structure de variété. Autrement dit, on sera souvent amené a parler
de coordonnées sans préciser le domaine de la carte corrrespondante.

20.1.1 Exemples

Nous avons vu deux exemples de variétés différentielles

1. Les cartes affines donnent un structure de variétés différentielles sur les espaces projectifs
réels et complexe.

2. Les surfaces hyperboliques (sans bord) sont également des variétés différentielles de dimension
2 (on parle alors de surface) leur structure de variété est donnée par les atlas des cartes (U, X)
ou X est une isométrie de U sur un ouvert du plan hyperbolique.

3. Un ouvert d’un espace affine est muni d’une structure de variété. Plus généralement tout
ouvert d’une variété a une structure de variété.
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20.2 Fonctions et applications différentiables

Dans ce qui suit une fonction sera indifféremment a valeurs réelles ou complexes.

20.2.1 Fonctions

Définition 20.2.1 (i) Soit f une fonction définie sur un ouvert V. d’un espace topologique espace
topologique M. On dit que f est C" par rapport & la carte (U, X) si fo X1 est de classe C".

(ii) Soit f une fonction définie sur un espace topologique M. On dit que f estC" par rapport &
un atlas si f est de classe CP dans toutes les cartes de l’atlas.

(iii) Soit f une fonction sur une variété, alors elle est de classe C" si elle est de classe C" pour
l'un des atlas définissant la structure différentielle.

Autrement dit une fonction f est de classe C" au voisinage d’un point, s’il existe des coordonnées
(z1,...;2p) telles que f = F(xq,...,xz,) avec F de classe C".

On a alors les propriétés immédiates suivantes qui utilise le fait que si une fonction est de classe
C" sur un ouvert d’un espace affine, alors f o ¢ est de classe C" pour tout difféomorphisme ¢.

Proposition 20.2.2 Pour qu’une fonction soit de classe C" au voisinage d’un point, il suffit de
trouver une carte compatible avec la structure de variété telle que f est de classe C" pour cette
carte. En particulier, les coordonnées d’une carte sont des fonctions de classe C°.

En particulier pour qu'une fonction F définit au voisinage de m soit C" au voisinage de m, il
suffit de trouver des coordonnées X = (x1,...,x,) définies au voisinage de m, telle que la fonction
f vérifiant F = f(x1,...,x,) soit de classe C".

20.2.2 La différentielle d’une fonction

Ceci nous permet de définir définir la notion suivante.

Définition 20.2.3 Soit f une fonction de classe C! définie au voisinage d’un point m d’une
variété. Nous dirons que f est de différentielle nulle en m si et seulement si elle vérifie ['une des
propriétés equivalentes suivantes

1. Il existe des coordonnées X = (x1,...,x,) tel que f = F(x1,...,x,) au voisinage de m avec
dx(m)F =0.
2. Pour toutes coordonnées X = (x1,...,x,) si F' est définie par f = F(x1,...,2,) au voisinage

de m alors dx (m)F = 0.

3. il existe un entier k, des fonctions h;,g; s’annulant en m, dérivable en m et définies au
voisinage de m pour i € {1,...k}, telle que au voisinage de de m on ait

i=k
f=fm)+Y_ gihi.
i=1

L’équivalence entre les deux premieres propriétés est facile. La troisieme est donnée simplement
pour illustrer le fait que I'on peut se passer de coordonnées. Cette derniere carcatérisation provient
d’une formule de Taylor dans une carte .

Nous avons alors la proposition immédiate

Proposition 20.2.4 L’espace E(m,U) des fonctions définies sur un voisinage U de m, nulle en
m et de différentielle nulle est un sous-espace vectoriel de l’espace G(m,U) des fonctions de classe
C' s’annulant en m et définie sur U de m. De plus, si V est un voisinage de m inclus dans V,
alors la restriction donne un isomorphisme de G(m,U)/E(m,U) avec G(m,V)/E(m, V).
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DEMONSTRATION : le point délicat est la surjectivité de la restriction : elle s’obtient en utilisant

une fonction cloche constante au voisinage de m et de support dans V. O

Ceci nous permet de proposer la définition suivante

Définition 20.2.5 [ESPACE COTANGENT ET DIFFERENTIELLE] Avec les motations de la propo-
sition précédente, l'espace cotangent de la variéte M en m, noté T M est l’espace vectoriel
G(m,U)/F(m,U). La différentielle d’une fonction f de classe C' définie au voisinage de m -
notée d,, f — est alors la classe de f — f(m).

On remarque en particulier que la différentielle d’une constante est nulle et que d(fg) = fdg+
gdf.

Le théoréme suivant permet de comprendre ce qu’est I'espace cotangent et la différentielle d’une
fonction.

Théoréme 45 Soit X = (x1,...,x,) des coordonnées au voisinage d’un point m. Alors (dpmx1,. .., dmxy)
est une base de T, M. En particulier dim T\ M = dim M. De plus si f = F(x1,...,2y), alors
OF
dp f = A (5).
! 27: 0x; | X (m) (i)

20.2.3 Applications différentiables

Les fonctions de classe C°*° vont nous permettre la notion d’application différentiable. Alterna-
tivement, nous verrons que tout peut se définir en fonction de cartes.

Définition 20.2.6 Une application continue ¢ : M — N entre variétés est de classe C" si pour
toute fonction ¢ de classe C" au voisinage de f(x), ¢ o f est de classe C" au voisinage de x.

Nous venons de voir que l'injection d’une sous-variété dans R™ est une application C*°. Nous
déduisons immédiatement de cette définition que la composée d’applications de classe C" est de
classe C".

Alternativement, la caractérisation suivante est plus efficace.

Proposition 20.2.7 Une application ¢ entre deux variétés est de classe C" au voisinage de m,
sl existe des coordonnées X au voisinage de m, des coordonnées Y au voisinage de f(m), telles
que X o po Y1 est de classe C".

Par exemple, les coordonnées sont des exemples d’applications C*°, de méme que les isométries
locales entre surfaces hyperboliques.

Définition 20.2.8 Si F' est une application différentiable de M dans N. Son application cotan-
gente au point x est Uapplication linéaire, notée T;T, définie de TP’Z(I)N dans T, M par

Ty f: dpygrr de(go F).

Nous remarquons que si 7 est un revétement entre surfaces hyperboliques alors T * 7 est une
application linéaire inversible.

20.3 Formes différentielles

20.3.1 Formes différentielles sur les variétés

Définition 20.3.1 [FORME DIFFERENTIELLE DE DEGRE 1] Une I-forme différentielle ou forme
différentielle de degré 1 sur une variété M est une application w : m — w,, définie de M dans
T*M telle que pour tout m de M on a wy, € T M.
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REMARQUES :
1. La différentielle d’une fonction f définie par
df :x — d.f,

est une 1-forme diiférentielle.

2. Si « et B sont deux 1-formes différentielles. La somme o + 8 définie par

atf:m — am + Bm

est une 1-forme différentielle.
3. Si f est une fonction et w est une 1-forme différentielle le produit

fw:m—= f(m)wn,

est également une 1-forme différentielle.

4. Si w est une forme différentielle et (x1,...,x,) des coordonnées au voisinage U d’un point
m. Il existe des fonctions uniques w; définies sur U telles que

n
w = E wj.dz;.
i=1

Cette derniere remarque nous permet de donner un sens a la notion de 1-forme différentiable.

Définition 20.3.2 [FORME DIFFERENTIELLE LISSE| Nous dirons qu’une I1-forme différentielle w
est de classe C* au voisinage du point m, s’il existe des coordonnées (x1,...x,) telles qu’au voi-
sinage de m nous ayions

w=Y_ fidz;, (20.1)
=1

pour des fonctions f; de classe C* au voisinage de m. Nous dirons qu’un 1-forme différentielle est
de classe C* si elle est de classe C* au voisinage de tout les points de la variété M.

Comme précédement nous remarquons

REMARQUES :
1. La somme de deux 1-formes différentielles de classe C* au voisinage d’un point est de classe
C* au voisinage d’un point.
2. Le produit d’une fonction et d’une forme de classe C* au voisinage d’un point est de classe
C* au voisinage de ce point.

3. Siw est de classe C* au voisinage de m alors pour toutes coordonnées (1, .. ., x,) au voisinage
d’un point, nous avons

n
w=Y_ fidz;, (20.2)
i=1
pour des fonctions f; de classe C* au voisinage de ce point.

Définition 20.3.3 Nous notons Q' (M) l’espace des formes diiférentielles de classe C>° sur M.
L’espace QY (M) est un espace vectoriel. La multiplication par les fonctions C™ lui donne la struc-
ture d’un module sur ’anneau C°(M) des fonctions de classe C*° sur M.

Les différentielles de fonctions jouent un role particulier et nous dirons

Définition 20.3.4 [FORMES EXACTES, FORMES FERMEES| Nous dirons qu’une 1-forme différentielle
est exacte si elle est la différentielle d’un fonction. Une forme est fermée est au voisinage de tout
point la différentielle d’une fonction. Deuz formes fermées sont cohomologues si leur différence est
exacte.
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20.3.2 Intégration des formes différentielles sur les courbes

Définition 20.3.5 Une courbe c de classe C1 est une application continue d’un intervalle I dans
une variété M telle que pour tout t de I, il existe une carte (U, X) au voisinage de c(t) telle que
X oc — définie sur un voisinage de t — est une courbe C' & valeurs dans R™.

Proposition 20.3.6 Soit f une fonction de classe C' et ¢ une courbe, alors f o c est de classe
ct.

Définition 20.3.7 Nous définissons alors

df oc
dt

(dfleto)) =

t=to

Les formes différentielles et les courbes sont reliées.

Proposition 20.3.8 Soit ¢ une courbe et f une fonctionw une forme différentielle qui s’écrit

i=N
w= Y fidg,
=1

alors le nombre réel
i=N

i=1
ne dépend que de w, c et t. On le note
w(é(t)).
De plus la fonction t — (w(¢(t)) est continue.

Nous pouvons alors intégrer les fonctions le long des courbes

Définition 20.3.9 L’intégrale de la forme w sur la courbe ¢ est

Lw:[ﬁMdmw.

Nous vérifions que si f est une fonction alors
[t = seto) - feeta)

En particulier, si ¢ est un lacet, c’est-a-dire si c(a) = ¢(b), alors pour toute forme w = df nous

avons
/w =0.
C

Nous en déduisons qu’il Il existe des formes différentielles qui sont fermées sans étre exactes. Ainsi
la forme définies sur C\ {0} par

£ Y

w = dy —
x2+y2 Y 1:2_|_y2

dz,

est fermée et non exacte. Pour ce dernier point, nous avons en effet qui si ¢ est le lacet ¢ : [0,1] — C,
définit par c(t) = €™ alors
/ w = 2.
(&
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20.3.3 Premier groupe d’homologie

Définition 20.3.10 [COHOLOMOGIE] Soit M une variété. Son premier groupe de cohomogie est
l’espace vectoriel
H*(M,C) = Fer(M)/Ex(M),

ot Fer(M) désigne l’espace vectoriel des formes fermées sur M et Ex(M) celui des formes ezactes
sur M. Autrement dit, H'(M,C) est l’espace vectoriel des classes de cohomologies de formes
fermées.

20.3.4 Lemme d’homotopie
Nous avons le résultat important suivant

Lemme 20.3.11 Soit ¢y et ¢y deux chemins homotopes a extrémités fixées. Soit w une forme

fermée alors
/ w= / w.
Co C1

20.3.5 Formes fermées et groupe fondamental

Nous en déduisons le résultat suivant.

Proposition 20.3.12 Soit w une forme abélienne sur une surface S. Alors application @ de
(S, s) dans C définit par

A= a) = (v
(&
est un homomorphisme de groupe.

Définition 20.3.13 [PERIODE|Si ¢ est un lacet et w une forme fermée la quantité

\/w’
c

s’appelle la période de w
20.3.6 Le théoreme d’Hurewicz
Le théoreme d’Hurewicz précise la relation entre groupe fondamental et groupe d’homologie.

Théoréme 46 Soit M une variété, alors l'application définie de

H'(M) — Hom(7 (M, C),

cr—>/w,
(&

which associates to [w] the homomorphism

s well defined and a linear isomorphism.
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Chapitre 21

Les applications a valeurs dans
dans le cercle

21.1 Motivation

Question 1. Soit  un intervalle de R. Soit t ~ c(t), I — R?\ {0} une courbe continue dans
le plan qui évite I'origine. On note 7(t) €]0, +oo|, 8(t) € R/27Z ses coordonnées polaires. Peut-on
choisir une fonction continue ¢ + 0(t), I — R telle que 6(¢) € 0(t) pour tout t?

Question 2. Supposons que I = R et que ¢ est 2m-périodique. Peut-on choisir la fonction
continue ¢ — 0(t) 2m-périodique ?

Question 3. La fonction holomorphe z +— 1/z, C\ {0} — C admet-elle une primitive sur

C\ {0} 7

Rappel : détermination principale du logarithme

Définition 21.1.1 La détermination principale du logarithme est la fonction holomorphe Log
définie sur C\ R_, qui vaut 0 en 1 et dont la dérivée est z +— 1/z.

0

On la calcule en intégrant 1/z le long d’arcs évitant R_. On trouve que si z = re*® avec r > 0

et 6 €] — m, x|, alors
Log(z) = log(r) + i6.

Le fait que les limites par le haut et par le bas de Log en un point de R_ sont distinctes entraine
que z — 1/z n’admet pas de primitive sur C\ {0}. Donc la réponse a la question 3 est négative.
Cela entraine que la réponse a la question 2 est négative elle-aussi.

EXEMPLE : Soit ¢(t) = e € C, qu'on identifie & R?. Alors r(¢) = 1 pour tout ¢ et il n’existe pas

de fonction continue 27-périodique t — 6(t) telle que c(t) = e¥®),

En effet, sinon, la formule my — log(re®) = log(r) + i6(t) définirait une fonction continue sur
C\{0} telle que e™¥~1°9(2) = > Le théoreme d’inversion locale, appliqué & la fonction exponentielle,
entrainerait que my — log est holomorphe, de dérivée 1/z, contradiction.

21.2 Le théoreme de relévement

Théoréme 47 On note U = {z € C||z| = 1}. Soit I un intervalle de R. Soit tg € I. Soitt — u(t),
I — U une application continue. Soit 0y un réel tel que €% = u(xg). Il existe une unique fonction
continue t + 0(t), I — R telle que ') = u(t) pour tout t € T et 6(ty) = .
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DEMONSTRATION : L’unicité est facile : deux solutions different d’une fonction continue & valeur

dans 277Z, nécessairement constante, en fait nulle puisqu’elle s’annule en tg.

Supposons d’abord qu’il existe un point v € U qui n’est pas dans 'image de u. Si v = —1,
posons 6, (t) = —iLog(u(t)). Si v # —1, posons 6,(t) = —iLog(—u(t)/v) — iLog(v) — im. Dans les
deux cas, €'%(®) = y(t) pour tout ¢t € I. En particulier, e*% () = u(ty), donc il suffit d’ajouter un
multiple entier de 27 & 6, pour que 6(ty) = 6y.

Passons au cas général. Soit T' = sup{s € I| il existe une solution définie sur [to, s]} (éventuel-
lement, T' = 400). Supposons que T € I. Soit v € U un point distinct de u(7"). Par continuité de
u, il existe € > 0 tel que u ne prenne pas la valeur v sur |T — €, T + €[NI. Par définition de T, il
existe un t > T — € et une solution 6§, définie sur [to, s]. Alors e'%+(*) = u(s) = €*(*) donc il existe
un entier n tel que 05(s) —6,(s) = 2mn. On prolonge 65 par continuité en posant 6(t) = 6, (s)+2mn
pour ¢ € [s, T+ ¢€[NI. On obtient une solution définie sur [tg, 7'+ ¢[NI. Ceci contredit le choix de T'.
On conclut que T' ¢ I, donc la moitié du contrat est remplie. En faisant le méme travail & gauche
de tp, on construit le relevement souhaité sur I entier. [J

Moralité. On a utilisé la propriété suivante de la paramétrisation exponentielle R — U du
cercle unité : au voisinage de chaque point de U, on dispose d’une famille d’applications réciproques
continues dont les images recouvrent ’image réciproque du voisinage. Cette propriété caractérise
les revétements, on y reviendra.

21.3 Degré

Retour a la question 2. Soit v : R — U une application 27-périodique. Soit § : R — R un
relevement de u. Alors ¢t — 6(t 4 2m) est un autre relevement de u, donc il existe un entier n € Z
tel que O(t + 27) = 0(¢) + 2nw. L’exemple de la paramétrisation exponentielle elle-méme (0(t) = t)
montre que n n’est pas toujours nul.

Définition 21.3.1 Soit f : U — U une application continue, soit § un relévement de t — f(e't).
On appelle degré de f Uentier n = deg(f) tel que 8(t + 27) = 0(t) + 2nm.

EXEMPLE : Le degré de z — 2™ est n.

Proposition 21.3.2 Si deux applications f et g : U — U sont telles que pour tout s, | f(s) — g(s)|
est strictement plus petit que 2, elles ont méme degré.

DEMONSTRATION : Supposons que |f — g| < 2. Soit 6, 6, : R — R des relevements de f et g. On

peut les choisir de sorte que |0(0) — 0,(0)| < 7. Supposons que s = inf{t > 0|[0(t) — 0,(t)| > 7}
est fini. Alors |0f(s) — 64(s)| = 7, ce qui contredit |f(s) — g(s)| < 2. Par conséquent, pour tout
t >0, |07(t) —6,(t)| < 7. En particulier, pour tout k € N,

2km|deg(f) — deg(g)| — |05(0) — ,4(0)| 04(0) — 04(0) + 2km(deg(f) — deg(g)|
|07 (2km) — 04(2km)| < m,

IAIA

ce qui entraine que deg(f) = deg(g). O

21.3.1 Degré des applications différentiables

Rappel 21.3.3 On dit que f : U — U est de classe C* si g(t) = f(e') définit une application de
classe C* de R dans C.
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Proposition 21.3.4 Soit f : U — U une application de classe C*. Posons g(t) = f(e'). Alors

st - [ 20

o g(t)

DEMONSTRATION : Soit § un relevement de g, i.e. g(t) = e?®). Alors 6 est dérivable, et % =0 (t),

d’ou

27 g/(t) _ 27 , _ N —de
/0 okl o' (t) dt = 0(2m) — 6(0) = deg(f).

O

Proposition 21.3.5 Soit f : U — U une application de classe C'. Soit u € U tel que pour tout
v €U tel que f(v) = u, la dérivée de f en v est non nulle. Elle posséde un signe, e(v) = +1 si la

vitesse va dans le sens trigonométrique, e(v) = —1 sinon. Alors
deg(f)= Y el
vef~1(u)

DEMONSTRATION : La somme est finie, car 'ensemble f~!(u) est discret (chacun de ses points

est isolé) donc fini. En effet, soit 6 un relevement de f, f(e') = ¢?() et soit 6y € [0, 27| tel que
u = €% Par hypothése, pour tout ¢ tel que 6(t) = 6 mod 2, 6'(t) # 0, donc t est isolé.

Notons d = deg(f). Quitte & translater le temps, on peut supposer que #(0) = 0 et 6y # 0.
Lorsque t varie de 0 a 27, la fonction 6 croise chacun des niveaux 0y + 2kmw, k = 0,...,d — 1 un
nombre fini de fois, avec une dérivée positive ou négative, mais la somme des signes vaut 1. Pour
un niveau 6y + 2km, ou k n’est pas compris entre 0 et d — 1, la somme des signes vaut 0. Par
conséquent, la somme des signes des dérivées a toutes les traversées des niveaux 0y + 2kw, k € Z,
vaut d. Or cette somme coincide avec celle de ’énoncé. [J

A

0 2n

21.3.2 Indice

Définition 21.3.6 Soity : U — R? une courbe dans le plan qui évite un point p. On appelle indice
(w) —p

de v par rapport a p le degré de l’application u .
17(u) —pl

Autrement dit, 'indice de « par rapport & p, c’est le nombre de tours que v fait autour de p.
On peut le calculer en coupant v par une demi-droite bien choisie : on compte le nombre de fois
que y coupe la demi-droite dans le sens trigonométrique, moins le nombre de fois que v coupe la
demi-droite dans ’autre sens.
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Chapitre 22

Groupe fondamental

22.1 Chemins et lacets

22.1.1 Définitions

Définition 22.1.1 Soit X un espace topologique. Un chemin dans X est une application continue
v:[0,1] = X. Lorsque v(0) = (1), on parle de lacet, basé au point x = (0) = y(1).

Dans le cas ou X est le cercle U, on définit le degré du lacet a par la formule

1

deg(a) = o (n(1) = n(0),

oll @ = €. On vérifie que cette définition ne dépend pas du choix de 7.

22.1.2 Composition et inverse

Définition 22.1.2 [COMPOSITION] Si «, 8 : [0,1] = X sont des chemins tels que B(0) = a(1),
leur composition est le chemin noté o - 3 tel que

a- B(t) = a(2t) sitel0,3],
a-Bt)=pB(2t—1) sitels,1].

Proposition 22.1.3 Si X = U alors

deg(a.5) = deg(a) + deg(6).

DEMONSTRATION : En effet supposons o = e%? et 8 = € tels que 6(0) = 1(0). Nous pouvons alors
écrire a.f = €% ol

£(t) = 0(2t) site0,1],
£(t) =n(2t — 1) 4+ deg(a)2r sit € [3,1].

On vérifie que £ est continue et que £(1) — £(0) = 2n(deg(a + deg(B)). O

Définition 22.1.4 [INVERSE] Linverse d’un chemin a, noté a™', est défini par

a t(t) = a(l —t).

EXERCICE : Si X = U alors
deg(a™!) = — deg(a).
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22.2 Homotopie
Deux chemins sont homotopes si on peut les déformer contintiiment I'un en I'autre.

Définition 22.2.1 Soit o, 8 :[0,1] = X des chemins de mémes extrémités xg et x1. On dit que
a et B sont homotopes (a extrémités fizées), et on note a ~ 3, s’il existe une application continue
F :]0,1] x [0,1] = X — appelée homotopie — telle que

F(0,t) = «aft),
F(lvt) = 6(”7
F(s,0) = z, F(s,1)=u.

Notre premier lemme explique que deux paramétrisations différentes donne deux chemins ho-
motopes.

Lemme 22.2.2 Soit a et 8 deux chemins. On suppose qu’il existe une application continue h de
[0,1] dans lui-méme tel que h(0) =0 et h(1) =1 et « = Boh. Alors a et B sont homotopes.

22.2.1 Exemples d’homotopie

Voici deux exemples concernant des espaces topologiques particuliers.

Proposition 22.2.3 Si X est un conveze d’un espace affine, alors deux chemins quelconques ayant
les mémes extrémités sont homotopes.

Proposition 22.2.4 Soit a un chemin et h une aplication continue de [0,1] dans lui méme tekle
que h(0) =0 et h(1) =1 alors awo h est homotope a «.

Proposition 22.2.5 Si X = U, deuzx lacets sont homotopes si et seulement si ils ont le méme
degré.

DEMONSTRATION : Supposons tout d’abord que « et 8 sont homotopes par une application H. Par
définition pour tout s, 'application Hy : t — H(s,t) est un lacet. Par uniforme continuité de H, il
existe € > 0 tel que |s — s'| < € entraine |H,(¢t) — Hy (t)| < 1. En particulier, d’aprés la proposition
21.3.2, deg(H;) = deg(H, ). La fonction s — deg(H;) est localement constante donc constante. En
particulier deg(a)) = deg(3).

Réciproquement, supposons deg(a) = deg(3). Nous pouvons écrire o = €' et 3 = €™ tels que
0(0) = n(0). Puisque deg(a)) = deg(3), nous avons également #(1) = n(1). Nous pouvons alors
définir une homotopie entre « et 8 par

H(s, t) = (=)0 +sn(t)

d

22.3 Simple connexité

Définition 22.3.1 On dit qu’un espace topologique X est simplement connexe si il est connezxe et
si tout lacet est homotope a un lacet constant.

22.3.1 Premiers exemples
Nous avons déja montrer les deux propositions suivantes.

Proposition 22.3.2 Si X est une partie convere de R™, alors X est simplement conneze.

Proposition 22.3.3 Le cercle U n’est pas simplement conneze.



CHAPITRE 22. GROUPE FONDAMENTAL 135

22.4 Propriétés de ’homotopie et groupe fondamental

22.4.1 Propriétés fondamentales

Par la suite il ne sera pas toujours utile de construire explicitement les homotopies. Les pro-

priétés suivantes nous permettront de montrer 'homotopie de nombreux chemins
Proposition 22.4.1 Si xy est un point de X, on note par xgy le chemin constant égale a xg

(i) Si «a est homotope a B, alors B est homotope d .

(#i) Si o est homotope ¢ B et B a v, alors a est homotope a .
(#ii) Si o est homotope 6 o et B a ', alors a.B est homotope ¢ o'.f3.

(iv) Le chemin o est homotope d a.a(l) et a a(0).c.

(v) Le lacet c.a™ est homotope a «(0).

(vi) Le chemin («.0).7y est homotope a a.(B.7).

DEMONSTRATION : Pour les propriétés (iv,v,vi), on utilisera avec profit la proposition 22.2.4. [J

Nous en déduisons immédiatement

Corollaire 22.4.2 FEtre homotope est une relation d’équivalence.

22.4.2 Le groupe fondamental

Nous déduisons immédiatement des propriétés prouvées dans la proposition 22.4.1.

Théoreme 48 Soit x € X. Soit m (X, x) Uensemble des classes d’homotopie (4 extrémités fixées)
de lacets basés en x. La composition des lacets induit sur m (X, x) une structure de groupe.

Définition 22.4.3 On appelle 71 (X, x) le groupe fondamental de X.

22.4.3 Exemples

Nous pouvons énoncer de maniere plus savante nos diverses remarques sur le degré des lacets
dans le cercle.

Proposition 22.4.4 Le groupe fondamental du cercle unité U = {z € C||z| = 1} est isomorphe
au groupe Z. L’isomorphisme est donné par le degré deg : m (U, 1) — Z.

Proposition 22.4.5 Soit S™ la sphére de dimensionn. Sin > 2, alors S™ est simplement connezxe.

DEMONSTRATION : Soit 7 : [0,1] — S™ un lacet. Nous appelerons cercle I'intersection d’un plan

de dimension deux avec la s sphere.

PREMIER CAS. Supposons que 7 évite au moins un point v € S™. Comme S™ \ {u} est
homéomorphe & R™, v est homotope & une constante dans S™ \ {u}, et a fortiori dans S™. Plus
géneralement, le méme raisonnment montre que tout chemin évitant un point est homotope a un
chemin tracé sur un cercle.

CAS GENERAL. Pour se ramener au premier cas, on montre que 7 est homotope & un lacet
qui évite un point. Par continuité uniforme, il existe un entier N tel que si [t/ —¢| < 1/N, alors
[v(t")—~(t)| < 1. En particulier, le chemin ~; qui est la restriction de «y & 'intervalle [¢/N, (i+1)/N]
evite le point —v(t;). Le chemin ; est donc homotope & un chemin tracé sur un cercle. Le chemin
~ est alors lui aussi homotope a un chemin tracé sur une réunion finie de cercles. Si n < 2 alors.
Cette réunion finie de cercles évite un point. [J
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Proposition 22.4.6 Soit X, Y des espaces topologiques, v € X, y € Y. Alors
m (X x Y, (z,y)) = m(X,z) & m(Y,y).

En particulier, le groupe fondamental du tore T™ = R™/Z™ est 7.

DEMONSTRATION : Un lacet basé en (z,y) dans X x Y, c’est un couple d’'un lacet de X basé en x

et d’un lacet de Y basé en y. Les homotopies aussi sont des couples d’homotopies, donc les classes

d’homotopie sont des couples de classes.
Enfin, R"/Z" = (R/Z)™. O



Chapitre 23

Type d’homotopie

23.1 Homotopie entre applications

Définition 23.1.1 Soit X, Y des espaces topologiques. Deux applications continues fo et fi :
X — Y sont homotopes s’il existe une homotopie de fo a f1, i.e. une application continue F :
[0,1] x X =Y telle que F(0,-) = fo et F'(1,-) = f1. On le note fo ~ f1.

C’est une relation d’équivalence et on note [X, Y] 'espace des classes d’homopopies d’applications
de X dans Y.

23.1.1 Le cas du cercle

Toute application continue continue v du cercle U dans X donne naissance a un lacet 4 basé
en (1) par (t) = v(e?™"). Réciproquement, si 7 est un lacet, il existe une application continue y
de U dans X telle que v(e?™) = 7(t).

Pour éviter la confusion sur le sens du mot ”homotope”, nous préciserons soit homotopie a base
fizées — en tant que lacet basé en un point — soit homotopie libre — c’est a dire en tant qu’application
de U dans X. Notons par ailleurs D le disque unité

D={zeC||z| <1}
Nous avons alors les équivalences suivantes en utilisant les notations précédentes

Proposition 23.1.2 Les trois affirmations suivantes sont equivalentes
(i) Le lacet 7 est homotope a base fixée au lacet constant.
(ii) L’application v est homotope librement a une application constante.

(i4i) L’application v d’étend en une application F de D dans X, c’est-a-dire F}U =1.
ATTENTION Il existe des lacets qui sont homotopes librement pas mais pas homotopes a base fixée.

DEMONSTRATION : L’implication (i) donne (ii) est facile. En effet si H est ’homotopie & base fixée
de 7 vers le lacet contant, 'application g : G(s, e*™*) = H(s, t) réalise une homotopie libre entre
et 'application constante ~y(0).

Supposons maintenant (ii) et montrons (iii). Soit G 'homotopie libre entre ’application constante
xg et 7. On construit une application du disque D par
z

F(0) =z, F(2) =G(l2]; ),

E

et on vérifie en exercice que F' est bien continue.
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Supposons enfin (iii) et montrons (i), on utilise 'homothétie de centre 1 et de rayon s z —
s(1 — z) + 1 pour construire _
H(s,t) = G(s(e*™ — 1) + 1),

qui réalise une homotopie a base fixée entre le lacet constant v(1) et 4. O

23.1.2 Applications

Théoréme 49 7[L.E.J. BROUWER, 1909]. Soit D le disque unité fermé du plan. Toute application
continue D — D posséde un point fize.

DEMONSTRATION : Par ’absurde. Supposons qu'il existe une application continue f : D — D sans

point fixe. Considérons 'application g : D — U qui & # € D associe le point d’intersection g(z) de
la demi-droite d’origine f(z) passant par x. g est continue. En effet, g(z) est caractérisé par une
condition fermée

{ det(f(T),; W) =0,
—
f(x)z- f(z)z > 0.

Si x; est une suite tendant vers x, toute sous-suite convergente de g(x;) doit converger vers g(z).
Par conséquent, g(z;) converge vers .

g(x)

Posons, pour s € [0,1] et u € U, F(s,u) = g(su). Alors F(0,-) = g(0) est constante, et F(1,-)
est l'identité. Par conséquent, l'identité U — U est homotope a une constante. Or le degré de
I’identité vaut 0, alors que celui d’une application constante vaut 0, contradiction. [J

REMARQUES : Le théoréeme est vrai en toutes dimensions. Brouwer a traité le cas n = 3 en 1919,
le cas général est di a J. Hadamard.

J’ignore I'histoire du cas n = 2. Pour généraliser la preuve aux dimensions supérieures, il faut
un invariant d’homotopie (groupe d’homotopie ou d’homologie) en chaque dimension, alors que le
groupe fondamental ne capture que des propriétés unidimensionnelles.
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Corollaire 23.1.3 Quand on est a Paris et qu’on déplie un plan de Paris, il y a un point du plan
qui est exactement a sa position réelle dans Paris.

Théoréme 50 [JEAN LE ROND D’ALEMBERT, CARL FRIEDRICH GAuss]. Tout polynéme a co-
efficients complezes, de degré non nul, posséde au moins une racine complexe.

Ce théoréme fut enoncé par D’Alembert au XVIII*™ dans I’Encycolopédie puis démontré par
Gauss au XIX*™,

DEMONSTRATION : Par 'absurde. Supposons qu’il existe un polynéme f de degré d & coefficients

complexes, qui ne s’annule pas. Il ne cotte rien de supposer que le coefficient directeur de f vaut
1. Considérons I’application ]0, 1[— U définie par

_ fluis)
9o = )

Lorsque s tend vers 0, g(s,u) tend vers u. Lorsque s tend vers 1, g(s,u) tend vers %. Par
conséquent, g se prolonge en une application continue G : [0,1] x U — U, qui est une homotopie

entre la constante I;ES;\ et I'application u +— u?. Si d # 0, c’est incompatible avec Iinvariance

homotopique du degré. [

23.1.3 Equivalences d’homotopie

Définition 23.1.4 Une équivalence d’homotopie entre X et Y, c’est une application continue
f: X =Y telle qu’il existe une application continue g :' Y — X telle que go f et fog sont
homotopes a lidentité. S’il existe une équivalence d’homotopie entre X et Y, on dit que X et'Y
ont méme type d’homotopie.

C’est une relation d’équivalence.

EXEMPLE : R"™ a méme type d’homotopie qu'un espace x réduit & un point (on dit qu’il est
contractile).

En effet, soit f : R™ — * 'application constante, et g : x — R™ ’application dont I'image est 0.
Alors go f = id,, f o g est la fonction nulle, homotope a l'identité par F(s,z) = sz. O

EXEMPLE : Soit X, Y des espaces topologiques. Si X a méme type d’homotopie que X', alors
X XY a méme type d’homotopie que X’ x Y. En particulier, C \ {0} a méme type d’homotopie
que le cercle unité U.

Fin du cours n°11

Proposition 23.1.5 Soit G un graphe fini, i.e. [’espace topologique obtenu a partir d’une réunion
disjointe finie de copies de Uintervalle [0, 1] en identifiant des extrémités. Soit a une aréte, i.e. un
des intervalles constituant G. On suppose que les extrémités de a sont distinctes dans G. Soit G’
le graphe obtenu en écrasant a, i.e. en identifiant tous les points de a. Alors G et G' ont méme
type d’homotopie.

DEMONSTRATION : Notons f : G — G’ le passage au quotient. Pour construire son inverse g,

montrons que G peut étre vu comme un quotient de G’. Notons p et ¢ € G les extrémités de
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I’aréte écrasée. Notons a = pq, ai,...,a les arétes dont I'une des extrémités est p. Si une aréte
a ses deux extrémités égales a p, on la compte deux fois. Paramétrons chacune d’entre elles par
t— a;(t), t € [0,1], de sorte que p corresponde au parametre 0. Si une aréte a ses deux extrémités
égales a p, on la parametre deux fois, une fois dans chaque sens, i.e. a;(t) = a;(1 —t). Pour chaque
t € [0,1/3], identifions les points a1 (t), ..., ar(t). On obtient un espace G’ homéomorphe & G. On
note g : G’ — G"” — G le passage au quotient suivi de ’homéomorphisme, qui étire un tiers d’aréte
(obtenu par identification du premier tiers des a;) en 'aréte a entiere. C’est I'inverse homotopique

de f.

G

Considérons 'application Fs : G — G qui est I'identité en dehors des arétes contenant p, envoie
a(t) en a(s + (1 — s)t), a;(t) en a(|2st — s + t|) pour t < s/1 4 2s, a;(t) en a;(|2st — s + t|) pour
s/1+2s<t< %, sans rien changer si t > %, sauf pour les arétes a; ayant leurs deux extrémités
en p, pour lesquelles les points a;(t) = a;(1 — t) subissent le traitement prescrit aussi pour ¢ > %
Alors F' est une homotopie de l'identité a g o f.

Considérons I'application Hy : G’ — G’ qui est 'identité en dehors des arétes a;, envoie a;(t) en
a;(0) pour ¢ < s/1+2s, a;(t) en a;(|2st — s+ t|) pour s/1+2s <t < %, sans rien changer si ¢t >
sauf pour les arétes a; ayant leurs deux extrémités en p, pour lesquelles les points a;(t) = a;(1 —

)

O

Corollaire 23.1.6 Tout graphe fini connexe a méme type d’homotopie qu’un graphe n’ayant qu’un
sommet auquel sont attachées un nombre fini de boucles.

DEMONSTRATION : On écrase 1'une aprés lautre toutes les arétes dont les extrémités sont dis-

tinctes. A la fin, il ne reste que des boucles attachées au méme sommet. [

23.1.4 Homotopie et groupes fondamentaux

Nous devons tout d’abord examiner ce qui se passe lorsque ’on change de point base. Soit Soit
« un chemin allant de = a y, nous laissons en exercice la proposition suivante.

Proposition 23.1.7 L’application o, de m(X,z) dans w1 (X,y) définie par a.([y]) = [a~1.yq]
est bien définie et est un isomorphisme. De plus,
— la composition des chemins donne la composition des morphismes, oy o By = (o.fB)y,

— si o est homotope a 3, alors oy = fy.

En particulier si X est un espace topologique connexe par arcs, alors pour tous z, 2’ € X, les
groupes 71 (X, x) et w1 (X, 2’) sont isomorphes. De fagon un peu abusive, on note tous ces groupes
1 (X) .

Nous allons maintenant pouvoir préciser le lien entre homopie entre applications continues.

Proposition 23.1.8 Toute application continue f : X — Y induit un morphisme de groupe fy :
mo(X,z) = mo(Y, f(x)) donné par fy([v]) = [f o]
(i) De plus (f o g)y = fy o gy-
(i1) Si f est homotope a g par une application H, alors gy = oy o fy, ot « est le lacet joignant
f(x) a g(x) donné par a(s) = H(s,t).
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DEMONSTRATION : Le point délicat est le dernier point. Donnons tout d’abord I'idée. Notons f,
lapplication ¢ — H(s,t). Pour tout lacet v, nous devons réaliser une homotopie entre le lacet
a L f(7).a et le lacet g(7). L’idée est de construire une déformation de telle sorte que le lacet
déformé au temps s est obtenu en suivant o' jusqu’au temps s, puis f, oy puis enfin o & partir
du temps s.

Considérons pour cela le carré [0,1]2. Le bord du carré est composé de quatre chemins orienté
par le sens direct :

— Le ¢6té bas cpas qui va de (0,0) a (1,0).

— Le ¢6té droit caroir qui va de (1,0) a (1,1).

— Le c6té haut cpayt qui va de (1,1) a (0,1).

— Le c6té gauche cgaucne qui va de (0,1) a (0,0).
D’apres la proposition 22.2.3 appliquée au convexe [0,1]2, le chemin cqyoit est homotope par une
homotopie G a extrémités fixées au le chemin (cg;ut.cg_aluche).cgss.
Ensuite posons W(s,t) = H(s,7(t)). On remarque que W o c;! . est le lacet g o, le lacet

w ((Chas-Cdroit )-Chaut) est le lacet (o™t f(7)).a.
L’homotopie F(s,t) = W(G(s,t) réalise alors I'homotopie a base fixée que nous recherchions.
0

Corollaire 23.1.9 Si X et Y ont méme type d’homotopie et sont connezxes par arcs, alors m1(X)
et m1(Y') sont isomorphes. En particulier, la simple connezité est un invariant d’homotopie.

DEMONSTRATION : on utilise la fait algébrqieu que si F' : A — Bet G : B — A sont des morphismes

de groupes et si F'oG de méme que Go F est un isomorphisme alors F' et G sont des isomorphismes.
O

Corollaire 23.1.10 S' = U n’a pas méme type d’homotopie que S™ ou T™ = R"™/Z"™ pour n > 2.

Corollaire 23.1.11 Les espaces vectoriels R? et R3 ne sont pas homéomorphes.

23.1.5 Rétraction par déformation

Définition 23.1.12 Soit X un espace topologique et Y C X un sous-espace. Une rétraction r :
X — Y est une application continue qui fize chaque point de Y. Une rétraction par déformation
de X surY, c’est une rétraction r : X — Y qui est homotope a l’identité parmi des applications
qui fizent chaque point de Y .

REMARQUES : Si Y est un rétracte par déformation X, il a méme type d’homotopie que X.
EXEMPLE : R™ \ {0} se rétracte par déformation sur S™~ 1.

DEMONSTRATION : Poser F(s,z) = S
slel+1—3s

Proposition 23.1.13 Soit p € R2. Soit ¢ C P?(R) la droite a linfini. Alors { est un rétracte par
déformation de P?(R) \ {p}.

DEMONSTRATION : Soit m : P?(R) \ {p} — /¢ la projection de centre p sur £. Alors 7 est une

rétraction. Chaque fibre m7=1(q), ¢ € ¢ est une droite projective avec un point marqué (¢q) et un
point retiré (p), elle possede donc une structure canonique de droite vectorielle. On peut donc
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multiplier un point r € 771(q) par s € R. L’application F(s,r) = sr définit une homotopie de 7 &
I'identité a travers des rétractions.

Concretement, sip=1[0:0:1], r = [zg : @1 : x2], (r) = [z : 21 : 0], et on pose F(s,1) = [xg :
X1t swe]. O

Corollaire 23.1.14 Le complémentaire d’un disque dans P?(R) n’est pas homéomorphe d un
disque. En fait, il n’a pas le méme type d’homotopie.

EXEMPLE : C\ {—i,7} a méme type d’homotopie que la réunion du cercle de rayon 2 centré en 0
et de lintervalle [—2, 2] de I'axe réel.

En effet, notons B = B(0,2) \ {—i,i}. Alors B est un rétracte par déformation de C \ {—i,i}.
La rétraction p envoie un point z du complémentaire de B sur 2z/|z|. La déformation p, envoie z
sur (1 — s)z + sp(2).

Notons C = [-2,2] U {|z| = 2}. Alors B se rétracte par déformation sur C. Dans chacune des
moitiés de B, la rétraction r envoie un point z sur le premier point d’intersection de la demi-droite
iz (resp. (—i)z) avec C. La déformation 7 envoie z sur (1 — s)z + sr(z).



Chapitre 24

Le théoreme de Van Kampen

24.1 Motivation

Un espace topologique eut souvent étre décrit comme réunion d’espaces toplogiques plus ”simples”.
Le probleme que resout le théoreme de van Kampen est de donner une description du groupe fon-
damental d’un espace en fonction des morceaux dans lequel il est découpé.

Par récurrence on est amené a comprendre ce qui se passe pour deux morceaux. Dans tout ce
chapitre, nous donnerons un espace C'X, deux ouverts connexes X; et Xo de X tels que

1. Pespace X est la réunion de X7 et Xo,

2. lintersection Xy de X7 et Xy est connexe.

Nous nous proposons de décrire w1 (X) & l'aide de w1 (X7), 71(X2) et m1(Xo).

Un bon exemple a l'esprit est le cas de l'espace topologique X = C\ {—i,i}, X1 = {Sm(z) >
—1, z # i} et X5 = X5. Dans ce cas, nous connaissons déja w1 (X7), m1(Xs2) et w1 (Xo).

Notations. Dans toute cette section, on suppose que X7 et X5 sont ouverts, et que Xg, X1 et Xo
sont connexes par arcs. On fixe un point base xg € Xy. On note Go = 71 (Xo, x0), G1 = 71 (X1, x0),
G2 = 7T1(X2,SC0) et G = 7r1(X,9:0).

24.1.1 Un résultat partiel
Lemme 24.1.1 G est engendré par les images de Gy et de Gs.

DEMONSTRATION : Soit 7 : [0,1] — X un lacet basé en xy. On note pose

K = 77X\ Xy),

Uy = 7 '(X).
Nous remarquons que 'ouvert U; est formée d’une réunion dénombrable disjoints d’intervalles dis-
joints qui recouvre le compact K. Nous en déduisons qu’il existe un nombre fini de ces intervalles
disjoints |a;, b;[ qui recouvre K; pour i appartenant {1,...,n}. Par construction a; et b; n’appar-

tiennent pas a K;. Par compacité de K, il existe € > 0 tel que pour tout x € Ki, et pour tout

i
inf{|z —a;|, | —bi|,|a; —b;| |z € K1,1 <i<n}>3e

Soit alors ¢; = a; + € et d; = b; — €. Alors par construction, on a a; < ¢; < d; < b; et de plus
Ve di]) < X,
Y([di,civ1] C Xo.
Posons enfin 7; : t = v((1 — t)e; +td;) et 4 : t — y((1 — t)d; + teip1) en adoptant la convention

quedg=0et cpp1 =1

143
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Par construction, le lacet v homotope au lacet 9v17y1 - . . Vn¥n qui est la composition de chemins
alternativement tracés dans X et Xs.

Nous choisissons maintenant pour tout ¢ un chemin «; de xg & y(¢;) et 5; de zp & v(d;). Ces
chemins existe bien X est connexe.

On pose enfin

& = B,
& = amiBLh
Par construction £ sont des lacets dans X; et é des lacets dans X5 basés en xg. Enfin le lacet &

homotope au lacet £o&1&1 . . . Enn, C'est ce que nous voulions montrer.
O

Corollaire 24.1.2 Si X est connezxe et X1, Xo simplement connexes, X est simplement connexe.

24.2 Constructions de théorie des groupes

ON va donner denas cette section des constructions de ”recollements de groupes”.

24.2.1 Produit libre de deux groupes
Théoréme 51 Soit G1 et Gy deux groupes. Il existe un groupe G, unique a unique isomorphisme
pres, ayant les propriétés suivantes.

1. 1l existe des homomorphismes k; : G; — G, i =1, 2.

2. Inversement, €tant donnés un groupe H et des homomorphismes h; : G; — H, i = 1,2 il
existe un homomorphisme unique h : G — H tel que hy = hoky, ho = ho k.

G-—-n--SH
>/
ha

Définition 24.2.1 On appelle le groupe G produite par le théoréme précédent produit libre des
deuzx groupes G et Ga, noté Gy * Gs.

Go

DEMONSTRATION : . On considére ’ensemble des suites finies (gy, . .., gx) d’éléments non triviaux
pris alternativement dans G et Ga, sans oublier la suite vide, notée (). On multiplie deux suites
(g1,---,9k) et (g1,.-.,9¢) selon la régle définie par récurrence sur la longueur comme suit : si gg

et g; n’appartiennent pas au méme groupe,

(915 -9%) - (915 90) = (915 Gks 915 -+ o).
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Sinon, et si de plus grg; # 1,

(G15--s91) - (g1 90) = (9155 GrGLs - -+ Ge)-

Enfin, si grg] = 1,

(91,...,gk) : (g/lv"'agl) = (glwuvgk*l) . (gév""gf)v

qui est déja défini, car de longueur inférieure. On vérifie (laborieux) que cette multiplication
est associative. Cela donne un groupe G, avec élément neutre (), l'inverse de (g1,...,gx) étant
(gehs- 07 0):

Clairement, l'application k1 : G; — G, e — (), g — (g) est un homomorphisme injectif. De
méme pour G3. Remarquer que k1(G1) et ko(G2) engendrent G. Si H est un groupe, et si h; :
G, — H,i=1, 2, sont des homomorphismes, l’application h : G — H, définie par h(g1,...,9x) =
;he(;)(g5), ot o(g;) est le numéro du groupe auquel g; appartient, est un homomorphisme, et
c’est le seul possible, qui satisfait hy = h o k1, ho = h o ka. On conclut que G est le produit libre
de G1 et de Go. I

EXEMPLE : Z * Z s’appelle le groupe libre a deux générateurs.

EXEMPLE : En général, G1 * (G2 * G3) = (G1 * G3) x G3, qu’on note Gy * G x G3. On peut donc
noter Z * Z - - - x Z le groupe libre a n générateurs.

24.2.2 Groupes définis par générateurs et relation

Nous nous intéressons au groupe libre a n générateurs Z x Z * - - - * Z.

Mots et alphabets

Donnons quleques définitions.

Définition 24.2.2 [MOTS ET MOTS REDUITS] Un mot sur un alphabet & n lettres est une paire
de k-uplets (i1,...,1) et (n1,...,nx) — éventuellement vide — telle que i; € {1,...,n} et n; € Z.
Un mot est réduit si de plus

1. ona ij 75 ij+1,

2. on an; #0.

Pour représenter de maniere pratique les mot sur un alphabet a n lettres, on choisit n symboles
ou lettres {ay,...,an} et on représente le mot w = ((i1,...,%), (n1,...,nk)) sous la forme w =

agt.o.... a;*. Par convention, on note la suite vide e.

Définition 24.2.3 [CONCATENATION] On définit ensuite le produit de concaténation des mots

_ni Nk _,ma mg
wy =a;’..... a;t et wg =ajt... .. aj* sous la forme
— N1 nE M1 mp
w1. Wy = ail ..... aik .ajl ..... ajk
Linverse du mot w =a;’'..... ap* est le mot w™' =a; ™. .. a;™

On remarque que le produit de concaténation est compatible avec ’écriture d’un mot en lettres.
On remarque que le produit de concaténation est associatif. On a alors une projection naturelle
7 des mots vers les mots réduits caractérisée par les propriétés suivantes.

mlaw"wPb) = m(aw"tPb)

7(aw’b) = m(ab)
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Définition 24.2.4 [GROUPE LIBRE| Le groupe libre & n générateurs sur les lettres aq, ..., an est
alors le groupe dont les éléments sont les mots réduits et le produit est donné par a xb = w(a.b).
Par convention, on note le groupe libre sur les n lettres ay, ..., a, sous la forme {ay,...,an).

Groupes définis par générateurs et relations

On se donne un ensemble fini de relations Ri,...,R,, c’est & dire de mots sur 'alphabet
{a1,...,a,}.

Définition 24.2.5 [GROUPE DEFINI PAR GENERATEURS ET RELATIONS]| Le groupe engendré par

ai,...,an vérifiant les relations Ry, ... R, est le groupe

(a1,...,an | R1=...Ry,=¢):={a1,...,a,)/N(R1,..., Rp),
ot N(R1,...,Rp) est le groupe normalement engendré par Ry, ..., R,, c’est-a-dire Uintersection
de tous les sous groupes distingués contenant les mots Ry, ..., R,.

On a les deux propositions suivantes.

Proposition 24.2.6 Si G = (a1,...,an | Ri=...Ry=¢) et H=(b1,...,bn | S1=...5: =€)
alors le produit libre G * H est isomorphe a

<a1,...,an,b1,...,bm|R1:...Rp251:...5k:e>.

Si G = (ai,...,an | R1 = ...R, =€) et si N est un sous groupe normalement engendré par les
mots S1...Sk alors G/N est isomorphe a

(a1,...,an | R1=...R, =851 =...5; =e).

24.2.3 Somme amalgamée de groupes

Nous allons maintenant recoller deux groupes G et G en utilisant un troisieme groupe.

Théoréme 52 Soit Gy et G deux groupes. Soit Gy un troisiéme groupe, soit f1 : Go — G et
f2 : Go = G2 deuxr homomorphismes. Il existe un groupe G, unique & unique isomorphisme pres,
ayant les propriétés suivantes.

1. 1l existe des homomorphismes k; : G; — G, i =1, 2 tels que ky o f1 = kg o f.

2. Inversement, étant donnés un groupe H et des homomorphismes h; : G; — H, i =1, 2 tels
que hi o fi1 = hg o fa, il existe un homomorphisme unique h : G — H tel que hy = hokq,
h2 =ho ]{iz.

4

G-—-n--=H

[N

Définition 24.2.7 On appelle le groupe G produit par le théoréme précédent la somme amalgamée
de G et G au-dessus de Gy, et on le note Gy *g, Ga.

ho

DEMONSTRATION :

Unicité. Soit G, G’ deux solutions du probléme. On applique la propriété universelle & chacun
d’entre eux, cela donne deux homomorphisme h : G — G’ et i/ : G’ — G, puis on constate que
h' oh: G — G est solution du probléme universel pour H = G, d’ou h' o h = idg.
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DEMONSTRATION :

Soit N C Gj * G2 le plus petit sous-groupe distingué de Gy x Go qui contient fi(ker(f2)),
fo(ker(f1)) ainsi que tous les éléments de la forme (f1(go), f2(g0) 1) pour go € Go\(ker(f1)Uker(f2)).
Soit G le groupe quotient G1+Ga /N, avec les homomorphismes k1 : G; — G1xGy — Get ky : Gy —
G1 G5 — G. Par construction, pour tout go € Go, k1 0 f1(go) (k2 0 fa(60))* = f1(go) fo(g0) ™ = €
mod N, donc k1 o f1 = kg o fo.

Si H est un groupe, h; : G; — H et hy : G; — H des homomorphismes tels que hjo f; = hoo fo,
alors ’homomorphisme induit i : Gy * Gy — H est trivial sur N, donc passe au quotient en
h: G — H qui satisfait hy = ho fi, ho = ho fy. Inversement, tout homomorphisme h : G — H tel
que hy = ho fi, hg = ho fy se releve en un homomorphisme G; * Go — H trivial sur N, donc il
n’y a aucun choix pour h. On conclut que G = Gy *g, G2. O

REMARQUES : Lorsque f; : Gg — G1 et fy : Gy — G2 sont injectives, les homomorphismes naturels
k1 : G1 — G1 %, G2 et kg : G2 = G xg, G2 sont injectifs.

Dans ce cas, on peut penser a Go comme a un sous-groupe commun a G et Ga, et a Gy *g, G
comme le produit libre dans lequel on s’est arrangé pour que chaque élément de Gy n’apparaisse
qu’une seul fois. En terme de générateurs et relations, on a la proposition suivantes

Proposition 24.2.8 Si G1 = (a1,...,an, | R1 =...Ry, =¢) et Go = (b1,..., by | S1 = ...5k =
e). Si Go est engendré par les éléments w1, ..., w, alors G g, G2 est isomorphe au groupe
<a1, ‘e ,an,bl, NN 7bn ‘ R1 = ... Rp = Sl =... Sk = il(wl)igl(wl) =...= il(wq)igl(wq)@.

24.3 Théoreme de Van Kampen

Théoréme 53 Soit X un espace topologique, soit X1, Xo des ouverts connexes par arcs de X tels
que X = X1UX5 et tels que Xog = X1 N Xa soit connexe par arcs. Notons G; = m1(G;), 1 =0, 1, 2,
avec les homomorphismes f1 : Go — G1 et fo : Gy — Ga induits par les injections Xo — X7 et
Xo — Xa. Alors Uhomomorphisme naturel Gy xg, G2 — m1(X) est un isomorphisme.

DEMONSTRATION : Nous donnons tout d’abord 'idée de la démonstration lorsque X est simple-

ment connexe. Nous voulons donc montrer que si une composition d’arc g = g1.h1.g2.hso . .. .g, avec
les g; tracées alternativement dans X; et les h; dans X5, est homotope a zéro alors chacun des g;
—respectivement h; — est homotope a zéro dans X; — respectivement dans Xs.

Nous comencgons comme dans la preuve de la surjectivité. Nous avons par hypothese une appli-
cation C du carré [0, 1]? & valeurs dans X et réalisant une homotopie de g vers le lacet constant.

Nous nous représentons ce carré de fagon a ce que 'image des coté haut, bas et droit soit
Iorigine xg de nos lacets x7.

Nous découpons le carré [0, 1]? en N2 carrés dont les longueurs on 1/N, avec sufisamment grand
de telle sorte que d’apres notre lemme topologique 7.5.2, chaque carré soit envoyé soit dans X;
soit dans X5. Notons C ’ensemble de ces carrés.

Choisissons une bonne fois pour tout un coloriage, c’est-a-dire une fonction € de C a valeurs
dans {1, 2} de telle sorte que le carré c¢ soit incls dans €(c). Nous avons representé sur le dessin par
les carrés verts ceux qui ont inclus dans X et les carrés roses ceux qui sont inclus dans Xo.

Nous pouvons toujours choisir le découpage et le coloriage de fagon a ce que tous les carrés qui
touchent les lacets g; et h; soient respectivement verts et roses.
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—

I []

La réunion des carrés verts peut alors étre décomposée en une réunion finie de régions ” connexes”
disjointes. Chacune de ces régions est composée des carrés qui peuvent étre joints I'un a 'autre
par une succession de carrés verts se touchant en un cotés. On procéde de la méme maniere pour
les carrés roses.

Nous allons maintenant utiliser la simple connexité de Xy pour éliminer toutes les régions
intérieures, c’est-a-dire celle qui ne touchent pas les cotés du grand carrés. Par éliminer, nous
voulons dire remplacer I’homotopie par une autre.

Chacune de ces régions est bordé par un nombre finies de lacets pas nécessairement basés en g
et qui dans le dessin sont représentés en orange. Par construction, 'image de ces lacets est tracée
dans Xj. Soit v I'un de ces lacets, ce lacet borde une région D, homéomorphe a disque. Nous
supposons que les carrés intérieurs le long de v sont verts.

Comme X est simplement connexe, nous pouvons pouvons trouver une application du disque
a valeurs dans Xy qui prolonge 7. Comme le disque est homéomorphe a D., ceci signifie que nous
prouvons trouver une application F' de D, a valeurs dans X, qui prolonge 7. Nous remplagons
C||p, par cette application F' pour obtenir une nouvelle homotopie C. Nous ne changeons par le
coloriage a I'extérieur de vy, mais nous avons toute liberté de choisir la couleur & I'intérieur de D.,
puisque l'image de D, est maintenant a la fois dans X; et X;. Nous choisissons donc la couleur
rose. Nous avons ainsi un nouveau coloriage avec une courbe de moins.

En répétant cette procédure nous arrivons a la situation suivante : la région attenante a un arc
g; est homéomorphe au disque, et son bord est composé de la réunion de g; et d'un arc ”orange”
c’est-a-dire dont I'image est tracés dans Xy. Ainsi g; est homotope dans X; & un arc tracé dans
X0, qui lui-méme est homotope a zéro — par hypothese dans X et donc en particulier dans Xj.
Nous venons de démontrer que g; est homotope a zéro dans X;. Le méme raisonnement montre
que h; est homotope a zéro dans X5. [

Voici une démonstration plus formelle dans le cas général.

DEMONSTRATION : Notons G = 71 (X). Notons h : G1%G4 — G ’homomorphisme naturel. Comme

les injections Xg C X7 C X et Xg C X3 C X forment un diagramme commutatif, il en est de méme
au niveau des groupes fondamentaux, donc il y a un homomorphisme naturel o : G *g, G2 — G.
Comme les images de G et G5 dans G engendrent G, h est surjectif. Comme h releve h, il est
trivial sur le sous-groupe distingué D engendré par les f1(go)f2(g90) "%, go € Go. Reste a voir que

ker(h) C D.

Soit v = 71 -+, un lacet dans X, basé en z¢, obtenu par composition de lacets v; C Go(j)-
Supposons v homotope & une constante (i.e. [y] € ker(h)). Soit F' : [0,1] x [0,1] — X une telle

homotopie, dans laquelle F(0,t), t € [%, %] est une paramétrisation de ;.. On applique le lemme

7.5.2 au recouvrement du carré [0, 1] x [0, 1] par les deux ouverts F~!(X;) et F~!(X3). On obtient
un entier N tel que tout sous-carré de coté 1/N soit envoyé entierement dans X; ou dans X5. On

peut supposer que N est un multiple de k. Pour tout (%, %) €10,1] x [0,1], on pose o(j,5') = 0 si
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F(N7 N) € Xo, 0(4,7') =1 ou 2 sinon, et on relie zy a F(%, %) par un chemin q; ;» entierement
contenu dans X ; ;). Si ] =1,7/=0o0uy =1, F(N, N) = xg et on choisit le chemin constant.
Pour chaque j, t — F( ,t) est un lacet basé en xg, noté ;. On écrit 5; = B;1--- BN, ol

— o . . . . . . 71 .. . .
Bt = -1 F|{%}X[J'1;17%] Qi C Xmax{J(J,J/—l),a(m’)}'

Lorsque max{c (7,5’ — 1),0(j,7')} = 0, on décide de voir j3;;; comme un lacet de X;. Autrement
dit, on peut voir 5; comme 1’élément m; = [5,1]-- - [8;,n] du produit libre G1 * Ga.

Montrons que modulo le sous-groupe distingué D, m; est indépendant de j. Notons €; ;7 =

. . ./ . -/ -/
F(IIH L) < {& D). St P[4, 4] x [L5, &]) € Xy, alors f3;;/ est homotope dans X &
! o -1 o . . -1
B = jgr—1- €5 151" O 1 - 1 Bi—1y gy €51y TG g
Si F([ , N] X [j'1;1’ %}) n’est pas entierement contenu dans X, alors il est contenu dans Xo.

Demder de changer le statut de j3; ;» de celui de lacet de X; a celui de lacet de X5 n’est nécessaire
que si 55 ;o C Xo et revient & multiplier [3; ;] par un élément de D. Donc quitte & multiplier m; et
m;j_1 par des éléments de D, on peut décider que tout se passe dans X, et dans ce cas I’homotopie
de f3; ;- a B;’j, a lieu a nouveau. Dans ’élément m;, on trouve, modulo D, le produit

/ / — .. . 71 . 71 . . . . .. . . . . 71 . .. . 71 1
BiiBije1 = Qjj—1 €1,/ —1 " %5151 Bij—1,j - Qjjr - €5—1,50 Qg5 " Qggr €150 " Qg 4
-1
Bim1,541 QG €141 QG iy
au coeur duquel figure

-1 -1 -1
Qg jrt €j—1,4/ * Qg jr " Qggr " €59 jr " Qg 4oy

qui est trivial si les 6 chemins sont contenus dans le méme X; ou Xs. Sinon, c’est qu’ils sont tous
contenus dans Xg. On a donc affaire au produit de deux lacets de Xy inverses I'un de 'autre,
leur produit appartient & D. Modulo D, le facteur qui s’intercale entre 5,1 j et Bj_1 j/+1 dans le
produit est trivial. Les termes de bords a; g - €5 1 0" 11 oet o N-€1N- o -1 1, sont des lacets
constants. On conclut que m; = m;_; mod D dans G * G2 Comme le dermer mot mpy est trivial
et le premier égal & 7, on conclut que v C D, i.e. que ker(h) C D. O

24.3.1 Exemples

Proposition 24.3.1 Soit G un graphe fini conneze. Alors w1(G) est un groupe libre d k générateurs,
01U K, la connectivité de G, vaut

k=1-S+A,

ot S est le nombre de sommets et A le nombre d’arétes de G.

DEMONSTRATION : Lorsqu’on écrase une aréte dont les sommets sont distincts, S et A diminuent
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d’une unité, donc la connectivité ne change pas. Lorsque toutes les arétes sont écrasées, sauf les
boucles, on se retrouve avec k boucles attachées a I'unique sommet. On introduit une aréte entre
deux boucles, pour obtenir la figure suivante, notée L. A nouveau, cela ne change ni la connectivité,

ni le groupe fondamental.

On lui applique le théoreme de Van Kampen, avec X7 homéomorphe & un cercle avec une aréte
qui dépasse, Xo a un L,_1 avec une aréte qui dépasse, Xy une aréte sans ses extrémités. Comme
m1(Xo) est trivial, 1 (X) est un produit libre. Clairement, le cercle avec aréte ouverte qui dépasse
se rétracte par déformation sur le cercle. De méme pour L,_;1. On trouve que 71 (G) est un produit
libre de x copies de Z. [

Corollaire 24.3.2 1. La connectivité est un invariant d’homotopie des graphes.

2. Le groupe fondamental de C privé de 2 points est un groupe libre a 2 générateurs. Il n’est
donc pas commutatif.



Chapitre 25

Revétements

25.1 Introduction

Il s’agit d’étendre & d’autres situations la propriété de relevement mise en évidence pour 'ap-
plication exponentielle R — U.

25.1.1 Définition
Définition 25.1.1 Une application continue p: E — X est un revétement si tout point x € X a
un voisinage U tel que

1. p7 Y (V) = UierVi, Vi C E, I # 0, réunion disjointe d’ouverts,

2. pour chaque i € I, piy, = V; — U est un homéomorphisme.

On appelle X la base et E l'espace total du revétement. J'appelle U un voisinage trivialisant.

Démontrons les propriétés suivantes
Proposition 25.1.2 1. si U est un ouvert trivialisant, si V est un ouvert contenu dans U,
alors V est égelement trivialisant.

2. SiU est un ouvert trivialisant connexe, alors p est un homéomorphisme de chaque composante
conneze de p~t(U) sur U.

3. p est un homéomorphisme local, donc les fibres p~*(y) sont discrétes.
4. On peut faire des produits de revétements (p,p’) : EX E' — X x X'.
5. Si X est conneze, les fibres p~1(x), € X, ont toutes le méme cardinal (éventuellement

6. Sip: B — X est un revétement et Y C X, alors pj,-1¢y) :p YY) = Y est un revétement.

DEMONSTRATION :

1. Ce premier point est trivial.

2. Pour le deuxiéme point, on voit que si p~ (V) = U;e;V; ol les V; sont ouverts, alors chaque
V; est a la fois ouvert et fermé dans p~(V).

3. Les derniers points sont évidents.

25.1.2 Exemples

1. Soit S un espace topologique discret. Alors la projection sur le premier facteur p : X xS — X
est un revétement appelé revétement trivial de fibre S.

151
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t— e, R — U est un revétement.
z > e*, C— C\ {0} est un revétement.

Sin=#0,z~ 2" U — U, est un revétement.

AN S

La restriction de ¢ — €' 4]0, 37| n’est pas un revétement de ]0, 37| sur U.

En effet, soit U le voisinage de —1 dans U formé des z € U dont l'argument differe de 7 (modulo
27) d’au plus e. Alors p~1(U) est la réunion disjointe de deux intervalles, V; =] — €, 7 + €[ et
Vo =]3m — €, 3w[. V1 est I'image d’une section de p au-dessus de U, mais V5 ne Uest pas. D’ailleurs,
le cardinal des fibres n’est pas constant.

Proposition 25.1.3 Soit p: E — X un homéomorphisme local, avec E compact. Alors p est un
revétement.

DEMONSTRATION : Soit z € X. Alors p~*(z) = {e1,...,e,} est fini car discret et compact. Soit W;

un voisinage ouvert de e; tel que pjw, soit un homéomorphisme de W; sur un ouvert U; contenant
x. Quitte a rétrécir, on peut supposer les W; deux a deux disjoints. Quitte & retrécir encore, on
peut supposer qu’il existe un voisinage U de z, tel que pour tout ¢, p est un homéomophisme de
W; sur U.

Il reste & montrer, au besoin en rétrécissant U, que p~(U) C |J; W;. Considérons K = Y'\|J, W5,
K est un compact, donc p(K) est un compact qui ne contient pas x. Par construction O =
X \ p(K) est un voisinage ouvert de z. Considérons enfin, O; = p~! N W;. A nouveau, p est un
homéomorphisme local de O; sur O, et les O; sont tous disjoints.

Par construction p~*(0) N K = . Nous en déduisons que p~1(O) C U;W; et ainsi p~1(0) =
L; W;. L’ouvert O est donc trivialisant. [

EXEMPLE : L’application f : S™ — P"(R) qui & un vecteur unitaire de R"! associe la droite
vectorielle qu’il engendre est un revétement.

En effet, soit p € P"(R). Choisissons des coordonnées homogenes de sorte que p =[0: --- : 1].
Si g € P*(R) est proche de p, il admet des coordonnées homogenes de la forme g = [zg : -« @ 2]
avec x, > 0. Alors (22 + - 4+ 22)"/2(zq, - ,x,) est I'unique vecteur unitaire sur la droite ¢

dont la derniere composante est > 0. Il dépend contintiment de ¢. Il y a deux telles applications
réciproques locales de f, donc f est un revétement. [

Proposition 25.1.4 Soit E un espace topologique localement compact (i.e. tout point admet une
base de voisinages compacts). Soit G un groupe qui agit sur E

1. librement, i.e. si x € E et g # 1, alors ge # ¢
2. proprement, i.e. si K C E est compact, [’ensemble des g € G tels que gK N K # () est fini.
Alors X = G\E est séparé, et la projection p: E — G\ E est un revétement.

DEMONSTRATION : Séparation : voir TD. Soit e € E. Soit V' un voisinage compact de e. Comme

FE est séparé, et comme l'intersection de V et de 'orbite de e est un ensembme fini, les points de
GeNV = {e = goe, g1e, ..., gne} admettent des voisinages U; deux & deux disjoints dans V. Soit
U =), 9; " (U;). Cest un voisinage de e dont les translatés par des éléments de G sont deux a
deux disjoints. La restriction de p & chaque gU est un homéomorphisme sur le voisinage [U] de la
classe [p] € G\E. O

EXEMPLE : L’application S™ — P*(R) est le revétement associé a 'action du groupe & 2 éléments
sur la sphere par x — —zx.
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EXEMPLE : Soit C,, = {z € C| 2™ = 1} le groupe cyclique & n éléments, agissant par multiplication
sur U. Alors le revétement associé n’est autre que z +— 2", U — U.

EXEMPLE : Soit G C R le groupe engendré par la translation de 27. Alors G agit librement et
proprement sur R. Le revétement associé coincide avec le revétement exponentiel R — U.

25.1.3 Sections

Définition 25.1.5 Soit p: E — X un revétement. Une section de p est une application continue
s: X — FE telle que pos = idx. Une section au-dessus de Y C Y, c’est une section de pj,-1(y), i.e.
définie seulement au-dessus de Y. Une section locale en x est une section définie sur un voisinage
de x.

Proposition 25.1.6 Nous avons
1. Une section s au-dessus de Y est automatiquement un homéomorphisme de Y sur s(Y).

2. Par définition méme, un revétement posséde des sections locales en tout point x, exactement
autant que d’images réciproques de x

3. Si'Y est connexe, deux sections au dessus de Y qui coincident en un point sont égales
4. une section locale est une application ouverte.

5. si o est une section au-dessus d’un ouvert U connexe alors o(U) est une composante connexe
de p~1(U).

25.1.4 Morphismes

On précise le sens de “coincide”.

Définition 25.1.7 Soitp: E — X et p’ : E' — X deux revétements. On appelle morphisme de E
vers E' une application continue m : E — E' telle que p’ om = p. Si f est une bijection, on parle
d’isomorphisme.

Remarquer que si E’ est connexe, un morphisme injectif est automatiquement un isomorphisme,
lequel est automatiquement un homéomorphisme.

EXEMPLE : Dans la situation de la proposition 59, le groupe G agit sur E par automorphismes du
revétement £ — G\ E.

Définition 25.1.8 On dit qu’un revétement est trivial s’il est isomorphe a un revétement trivial
X xS.

Noter que si S a plus d'un élément, X x S n’est jamais connexe. Par conséquent, un revétement
p: E — X avec E connexe n’est trivial que si ¢’est un homéomorphisme.

EXEMPLE : Soit G C R™ le groupe engendré par n translations linéairement indépendantes. Le
revétement associé est isomorphe au produit de n copies du revétement exponentiel R — U.

En effet, a changement linéaire de coordonnées pres, on peut supposer que G = Z" est ’ensemble
des translations par les vecteurs a coordonnées entieres.
Voici une maniere de comprendre les morphismes de revétements.

Proposition 25.1.9 Soitp: E — X et p' : E' — X deux revétements et m un morphisme de E
vers E'. Alors

1. Soit U un ouvert de X a la fois trivialisant pour p et p'. Soit o une section locale de p définie
de U dans U;, alors m o o est une section locale de p’.
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2. Un morphisme de revétement est un homéomorphisme local dont l’image est fermée.

3. Si E' est conneze alors, un morphisme de revétements est un morphisme.

DEMONSTRATION : Le premier point suit de la définition.

Montrons un résultat intermédiaire : soit U un ouvert connexe trivialisant a la fois pour p et
p’, soit V une composante connexe de p~1(U) alors m est un homéomorphisme de V' sur une com-
posante connexe de p'~1(U). Il est clair que m (V') est connexe et donc inclus dans un composante
connexe V' de p'~1(U). Soit ¢’ la section de p’ définie de U dans V'. Alors m = o’ op. Ainsi m est
un homéomorphisme deV sur V.

Nous en déduisons immédiatement que m est un homéomorphisme local. Montrons que I'image
est fermée : soit y un point qui n’appartient pas a 'image, soit U un voisinage connexe trivialisant
a la fois pour p et p’ de p(y) et V un voisinage de y telle que p’ est un homéomorphisme de V
sur U. Montrons que V' n’intersecte pas m(E), ceci montrera que m(E) est fermé. Soit z tel que
m(z) appartiennent & V. Soit O la composante connexe de p~!(U) contenant z. Comme m(O) est
la composante connexe de p'~!(U) contenant m(z), c’est donc V. En particulier V est inclus tout
entier dans m(FE) et la contradiction.

Un homéomorphisme local étant une application ouverte, I'image m(E) est un ouvert. Son
image est fermée par ce qui précede. Si E’ est connexe nous en déduisons que m est surjective.
Le résultat intermédiaire montre que m est un revétement dont les ouverts trivialisant sont les
composantes connexes des préimages par p’ des ouverts trivialisant & la fois pour p et p'.

25.2 Relevement des homotopies

25.2.1 Relévements

Définition 25.2.1 Soit p: E — X un revétement. Soit f : Y — X une application continue. Un
relevement de f a E, c’est une application f: Y — E telle que f =po f Si on se donne en plus
des points bases yg € Y, g € X, et un relévement &g € p~*(xg) dans E, on parle de relévement
d’origine Zg.

Lemme 25.2.2 Lorsque Y est connexe, quand f admet un relévement d’origine g, il est unique.

DEMONSTRATION : Soit f et f/ deux relevements d’oigine Zo. Alors {y € Y | f(y) = f'(y)} est ou-

vert. En effet, au voisinage de f (y), p est un homéomorphisme, donc pour z proche de y, I'équation
p(Z) = f(z) admet une unique solution voisine de f(y), c’est f(z) = f'(y). Comme cet ensemble
est non vide et fermé, c’est Y, donc f = f/. O

25.2.2 Relévement des chemins

La proposition suivante généralise le théoréeme de relevement du revétement exponentiel. On
organise la preuve différemment.

Proposition 25.2.3 Soit p : E — X un revétement. Tout chemin ~ : [0,1] = X admet des re-
levements. Si on fixe xg € X et un relevement To € E de xg, il existe un unique relevement 7
d’origine Tg.

DEMONSTRATION : On se donne une subdvision 0 = tg < t; < ... < t, = 1, tel que pour tout 7,
c[tj, tj1] soit inclus dans un ouvert trivialisant O7. On pose ensuite p~(07) = U;c;O7 et on note
o) la section locale de p définie de O7 dans O7.
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Ensuite on construit par récurrence une suite i1, ..., telle que

o] (e(tjs1)) = ol (e(tj41)).

J

Enfin, on définit ¢ = ai'j (¢) sur Vintervalle [t;,t;41] O

25.2.3 Relevement des homotopies

La proposition suivante généralise I'invariance du degré par homotopie.

Proposition 25.2.4 Soit p : E — X un revétement. Soit Y un espace topologique. Fizons des
points bases yo €Y, xg € X et un relévement g € E de xo. Soit F : [0,1] xY — X une homotopie
entre deux applications fy et f1 1 Y — X envoyant yo sur xg. Si fo posséde un reléevement d’origine
Zo, il en est de méme de F', et par conséquent de fi.

DEMONSTRATION : D’aprés la proposition précédente, pour chaque y € Y, le chemin v, : s —

F(s,y) posséde un unique relevement 4, d’origine fo(y). On pose EF(s,y) = ,(s). Pour montrer
que F est continue, il suffit de vérifier que le procédé de relévement est continu, i.e. que deux
chemins voisins se relevent en deux chemins voisins. Or relever un chemin v, c’est faire appel a
un nombre fini de sections locales s; (définies sur les ouverts trivialisants recouvrant le compact
~([0,1])). Les mémes sections locales permettent de relever -y, pour z proche de y.

Donnons une preuve plus précise, en utilisant la démonstration du relevements des chemins.
Nous nous donnons un point y de Y et le chemin ¢ = v, défini plus haut. D’apres la preuve du
relevement des chemins, nous avons une subdvision 0 = ¢y < t; < ... <t, = 1, tel que pour tout
i, c[t;,tj+1] soit inclus dans un ouvert trivialisant O7. On pose ensuite p~!(07) = U;c;O! et on
note o7 la section locale de p définie de O7 dans O7.

Nous avons ensuite par récurrence une suite i1, . . . i,, définie de maniere unique par la propriétés
suivantes A ‘

o7 (cltj1)) = 07" (elton).

1. (c) sur Vintervalle [t;, ¢;41].

Nous nous proposons de montrer que pour ¢ appartenant a [t;,¢;41], pour (z, s) au voisinage de
(y,t) on a F(z,s) = o] F(z,s). Ceci montrera que I est continue. Or pour z suffisamment proche
de y on a par continuité de F'

Enfin, on définit ¢ = o

’YZ[tjvthrl] C Ojv
ol (v=(tj11)) € OIF)

Li+1”

car ce sont deux propriétés ouvertes. En particulier, comme les o sont des sections locales on a

j +1
ol (2(t41)) = 077 (1 (t40)).

D’apres la construction du relevement des chemins, cela donne bien ﬁ'(z7 s) = oij(z, s). O

O
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Corollaire 25.2.5 Soit o, 3 deuz chemins dans X de mémes extrémités xo et 1. Soit Tg € E
un relevement de xo. Soit &_et 3 les relevements de o et 3 d’origine To. Si « et 8 sont homotopes
a extrémités firées, a(1) = B(1). En particulier, si « est un lacet homotope a une constante, & est
un lacet.

DEMONSTRATION : Par I’hypothése, 'homotopie F' de o & 3 satisfait F(s,1) = x; pour tout s.

Son relevement F satisfait F(sll) € p~!(x1) pour tout s. Comme p~!(z1) est discret, F(s,1) ne
dépend pas de s, donc &(1) = F(0,1) = F(1,1) = 5(1). O

25.3 Critere de relevabilité

Théoreme 54 Soit p : E — X un revétement connexe, ro € X un point base, Tg € E un
relevement de xo. Soit Y un espace conneze et localement connexe par arcs, soit yo € Y un point
base. Soit f :' Y — X une application continue qui envoie yo en xg. Alors f posséde un relévement
d’origine g si et seulement si

fi(m(Y,yo)) C py(mi(E, Zo))-

Le relévement est alors unique.

DEMONSTRATION : Supposons que f posséde un relevement f : Y — E. Alors fi=po fﬂ donc

son image est contenue dans celle de p;.

Réciproquement, supposons que 'image de f; est contenue dans celle de p;. Soit y € Y et v un
chemin de yg & y. Le chemin o = f oy de g & f(y) posseéde un relevement & d’origine Zy. Posons
f(y) = a(1). Si 4 est un autre lacet de yo & y, alors le lacet o - o™ = fi(7 -yt dans X est
homotope & un lacet de la forme py(3) ot B est un lacet dans E basé en zo. Autrement dit, les
chemins (po f3) - « et o' sont homotopes & extrémités fixées dans X. Ils se relevent donc en des
chemins de méme extrémités. Or I'unique relevement d’origine Z de (po ) -« est 8- &. On conclut
que @&(1) = a/(1). Nous définissons alors f par f(y) = &(1) ne dépend pas du choix du chemin ~.

Il nous reste & démontrer la continuité de f . Soit ¢ un point quelconque de Y. Par construction
nous avons une section locale o définie sur un ouvert trivialisant O contenant f(y) et telle que
f(y) = oo f(y). Pour conclure, il suffit de montrer que f = o o f au voisinage de y. Soit donc U
un voisinage connexe par arcs de y tel que f(U) soit inclus dans O. Soit z un point de U, nous
pouvons alors trouver un chemin de yg & z tel que ¢(1/2) = y et ¢[1/2, 1] soit inclus dans U. Soit par
ailleurs f, le relevement de foc partant de Z. D’apres ce que nous avons vu, fc(l /2) = f (y). Nous
en déduisons par unicité du relevement des chemins que oo f o c coincide avec fc sur 'intervalle
[1/2,1]. En particulier, o’ f(2) = c' o foc(1) = f(2)

EXEMPLE : Une application f: U — U se releve a travers le revétement z — 2" si et seulement si
elle représente une classe d’homotopie divisible par n. Autrement dit, si et seulement si son degré
est divisible par n.

En particulier,

Corollaire 25.3.1 Soit p : E — X wun revétement, soit ro € X un point base, To € E un
relevement de xg. Soit Y un espace connexe par arcs, simplement connezxe et localement connexe
par arcs, avec point base yg. Toute application continue f:Y — X envoyant yo en xg posséde un
(unique) relévement a E d’origine Z.

O

REMARQUES : Supposons E connexe par arcs. La réciproque du corollaire 25.2.5 est vraie si et
seulement si E est simplement connexe.
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Lemme 25.3.2 Soit p : E — X un revétement. Supposons E connexe par arcs. Alors les deux
énoncé suivants sont équivalents.

1. Pour tout lacet o, & est un lacet = o est homotope a une constante.

2. E est simplement conneze.

DEMONSTRATION : Si E est simplement connexe, un relévement & qui est un lacet est homotope

a une constante, donc o« = p o & 'est aussi. Réciproquement, soit 7 un lacet dans F basé en Zg.
C’est un relevement du lacet v = p o 4. Par hypothese, v est homotope a une constante dans X.
Soit F' : [0,1] x [0,1] — X une homotopie du lacet constant 1,, & . Comme 1,, se releve en le
lacet constant 1;,, F' se releve en F, qui est une homotopie de 15, a . [

EXERCICE : La figure suivante représente un revétement a 3 feuillets. Soit xg le sommet de droite
de X. Déterminer les relevements de divers lacets basés en xg, pour diverses origines Zy. En déduire
que certains lacets ne sont pas homotopes a une constante.




Chapitre 26

Revéetement universel

26.1 Construction d’un revétement simplement connexe

Supposons que X admette un revétement p : £ — X simplement connexe. Soit U C X un
ouvert trivialisant. Alors tout lacet v contenu dans U se releve en un lacet 4 de E. Comme 4 est
homotope a une constante, il en est de méme de v = p o 4. Cela motive la définition suivante.

Définition 26.1.1 Un espace connexe par arcs X est dit semi-localement simplement connexe si

tout point x admet un voisinage U tel que tout lacet basé en x, contenu dans U soit homotope a
une constante dans X.

Théoréme 55 Soit X un espace topologique connexe, localement connexe par arcs et semi-locale-
ment simplement connezxe. Alors X posséde un revétement E conneze et simplement connezxe.

Topologie de la convergence uniforme

Définition 26.1.2 Si Y et X sont deux espaces topologique, la topologie de la convergence uni-
forme sur tout compact sur ’espace C(Y, X) des applications continues de X sur'Y est la topologie
engendrée par les ouverts Ex y ou K est un compact de Y, U est un ouvert de X et

kv ={feCX,Y) | f(K)CU}.
Nous avons alors

Lemme 26.1.3 Soit X un espace topologique connexe, localement connexe par arcs et semi-loca-
lement simplement connexe. Soit v un chemin. I existe alors un voisinage O de vy dans C([0, 1], X)
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact, tel que tout chemin de méme
extrémités que vy appartenant ¢ U est homotope a 7.

DEMONSTRATION : Soit 0 = tg < t; < ... < t, = 1 une subdivision de l'intervalle, U; des

voisinages de ~(t;)
— Tout lacet tracé dans U; est homotope & une constante.
— U; NU;4+1 contient un voisinage O; de v(t;) connexe par arcs.
- ’y[ti,tiJrl] c U;.
Nous laissons au lecteur le soin de montrer que de tels voisinages et subdivision existent Soit

0 ={ce C([0,1,X) [ v[ti, tit1] C Ui, 7(t:) € Oi}.

Par définition de la topologie de la convergence uniforme O est un ouvert. Par ailleurs, soit ¢ un
un chemin appartenant a O joignant les extrémités de . Nous allons montrer que ¢ est homotope
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a . Notons ¢; et +; les restrictions de ¢ et y & U'intervalle [t;, ¢;41]. Soit I; des chemins tracés dans
O; joignant c(t;) & v(t;). Alors ~; - l;rll - ¢~ !; est homotope & une constante en particulier
C; ~ ll Y l;}l
Ainsi
C~Cyp Cl...Ch—1~Y " "Y1:+-Vn—-1"~7.

C’est ce que nous voulions démontrer. [J

Démonstration du théoréme 55

DEMONSTRATION : Fixons zg € X. Soit Cy, l'espace des chemins d’origine zg dans X, muni de la

topologie de la convergence uniforme.

C’est un espace topologique connexe par arcs. En effet, chaque chemin v se joint au chemin
constant par I'application — dont il faut montrer qu’elle est continue — v4(t) = y(st).

On note p: Cypy — X, v+ v(1). On note E = C,,/ ~ 'espace quotient de C,, par la relation
d’homotopie a extrémités fixées. Il est lui aussi connexe par arcs. L’application p passe au quotient
en une application continue p : E — X, [y] — v(1).

p est un revétement. En effet, soit z € X, soit U le voisinage de = donné par I’hypothese de
simple connexité semi-locale. Quitte a le rétrécir, on peut supposer U connexe par arcs. Notons
I I'ensemble des classes d’homotopie & extrémités fixées de chemins reliant zg & x. Pour chaque
z' € U, fixons un chemin J,/ reliant =’ & x dans U. Posons

Ui ={0p() € U, [y dpy)] =i}

Comme tout les lacets tracés dans U sont homotopes & une application constante, U; ne dépend
pas du choix des chemins §,/. D’aprés le lemme 26.1.3, chaque ensemble U; est ouvert. De plus,
I’hypothese de semi locale simple connexité, les ouverts U; sont disjoints et p est une bijection de
U; sur U. On vérifie enfin, toujours en utilisant le lemme 26.1.3, que p est une application ouverte.
Nous venons donc de montrer que p est un revétement.

E est simplement connexe. On utilise la remarque 25.3.2. 11 suffit de montrer que si un lacet «
se releve en un lacet o de E, alors « est homotope & une constante. Pour chaque ¢ € [0, 1], o(t) est
un chemin de zg a a(t).

Par définition de la topologie de la convergence uniforme, on vérifie que ’application qui a ¢
associe le lacet o(t)’la‘[ojt] est continue et donc constant car a valeurs dans un espace discret. Par
conséquent, le lacet o (1) est homotope & «. Autrement dit, si o est un lacet, « est homotope & une
constante. [J

26.2 Propriété universelle

Proposition 26.2.1 Soit p : E — X un revétement connexe par arcs et simplement conneze de
X. Soitp' : E' — X un autre revétement. Soit &g € E et &, des relévements d’un méme point base
xo € X. Alors il existe un unique morphisme m : E — E' envoyant Zg en &y.

DEMONSTRATION : D’apres le Corollaire 25.3.1, I’application p : E — X posséde un relévement
p:E — E' tel que p=1p'op et p(Zy) = (. C’est un morphisme de revétements. Inversement, si
m : E — E’ est un morphisme de revétements, alors p = p’ o m, donc m est un relévement de p.
D’apres le Corollaire 25.3.1, la condition sur les points bases le rend unique. [J

REMARQUES : Lorsque E’ est connexe, m : E — E’ est un revétement. On peut donc penser au
revétement E’ comme & un revétement intermédiaire entre X et E.
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EXEMPLE : Les revétements finis du cercle z — 2", U — U, sont eux mémes revétus par le
revétement exponentiel.

26.2.1 Unicité du revétement simplement connexe

Théoréme 56 Soit X un espace topologique connexe, localement connexe par arcs et semi-loca-
lement simplement connexe. Soit g € X un point base. Soit p : E — X et p' : B/ — X deux
revétements connexes et simplement connexes de X. Soit Ty € E et Z;, € E' des relévements de
xo. Il existe un unique isomorphisme de revétements f : E — E' envoyant o en Iy.

DEMONSTRATION : Résulte de la propriété universelle. [J

Autrement dit, une fois fixés des points bases, le revétement connexe et simplement connexe de
X est canoniquement défini, i.e. unique a unique isomorphisme pres.
Terminologie. On appelle le revétement simplement connexe revétement universel.

EXERCICE : Soit X le graphe de l'exercice 25.3. Déterminer le revpetement universel de X (c’est

un arbre infini de valence 3, comment s’enroule-t’il autour de X ?

26.2.2 Automorphismes du revétement universel

Notation. On note Aut(E/X) le groupe des automorphismes d’un revétement p : F — X.

Théoréme 57 Soit X un espace topologique connexe, localement connexe par arcs et semi-locale-
ment simplement connezxe. Soit p : E — X un revétement simplement connexe de X. Alors Pour
tout o € X, Aut(E/X) agit simplement transitivement sur p~*(zo).

DEMONSTRATION : Cela résulte du théoréme 56 : étant donnés deux relevements % et Zf, de xo,

il existe un unique isomorphisme du revétement f : E — E envoyant &y en Z;. O

EXEMPLE : Pour le revétement exponentiel, les automorphismes du revétement sont les translations
d’un multiple de 27.



Chapitre 27

Revetements et groupe
fondamental

On s’oriente vers la classification des revétements d’un espace X. On va voir que X admet
presque toujours un revétement connexe plus grand que tous les autres (les autres en sont des
quotients), c’est celui qui est simplement connexe.

Commengons par un exemple

Revétements du cercle

Proposition 27.0.2 Tout revétement connexe du cercle est isomorphe ou bien au revétement ex-
ponentiel R — U, ou bien & l'un (et un seul) des revétements z — 2", n > 1.

DEMONSTRATION : Soit p : E — U un revétement. L’application exponentielle ¢t — e, R — U

admet un relevement f : R — FE. Alors f est un morphisme de revétements.

Si f est injective, f est un isomorphisme, c’est fini.

Supposons f non injective. Si t < ¢’ € R et f(t) = f(t'), alors e’ = ¢ donc t' — ¢ est un
multiple entier strictement positif de 27. Soit 27n le plus petit multiple rencontré, i.e. il existe
to € R tel que f(to + 2mn) = f(to). Pour s € R, notons v, = po fis s42xn- C'est un lacet dans
U. Comme tous les 7, sont homotopes et v;, admet un relevement a E, il en est de méme de ;.
Comme le relevement 4y, est un lacet, il en est de méme de 7,. Autrement dit, f(s+ 2wn) = f(s)
pour tout s € R. Par conséquent, f passe au quotient en g : R/27nZ — E qui est un morphisme
de revétements injectif, donc un isomorphisme.

Le degré permet de distinguer les revétements z — 2" entre eux. En effet, si p : U — U et
p' : U — U sont des revétements, et m : U — U un homéomorphisme tel que p’ o m = p, alors

deg(p) = deg(m)deg(p’) = £deg(p'). O

Réglons d’abord le sort des revétements non connexes.

27.1 Revétements non connexes

Définition 27.1.1 Un espace topologique X est dit localement connexe (resp. par arcs) si tout
point posséde une base de voisinages connexes (resp. par arcs).

Proposition 27.1.2 Soit p : E — X un revétement. Supposons X localement connexe par arcs.
Soit E' une composante conneve de E. Alors pig: : E' — X est un revétement.

Autrement dit, un revétement non connexe est une union disjointe de revétements connexes.
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DEMONSTRATION : Soit x € X, soit U un voisinage trivialisant de z, i.e. il existe des sections s;
au-dessus de U telles que p~1(U) = U;s;(U). Quitte & rétrécir U, on peut le supposer connexe.
Alors les s;(U) sont connexes, donc chacun est ou bien contenu dans ou bien disjoint de E’. Par
conséquent,

P (U) =p~ (U) N E" = Ugs s,w0ycsi(U).
O

27.2 Action sur la fibre

Notation. On note toujours Aut(E/X) le groupe des automorphismes d’un revétement p :
EF—X.

Définition 27.2.1 Soit v un lacet basé en xq. Soit To un point de p~'(xg). Soit 7 le relevé de ~y
partant de To. Nous définissons l’action & droite de 71 (X, xq) sur p~*(zo) par

Zo - [y] :=7(1).
On vérifie aisément que ceci définit une action a droite de m (X, xo) sur p~*(zp).

Théoréme 58 Soit X un espace topologique connexe, localement connexe par arcs et semi-locale-
ment simplement connexe. Soit p: E — X un revétement de X. Alors

1. L’action a droite de 71 (X, x0) sur p~1(xg) est transitive et commute avec l’action a gauche
de Aut(E/X).

2. Le stabilisateur de &g est le sous-groupe ps(m1(E, Zo)).

3. Enfin si E est simplement conneze, cette action est simplement transitive, et le choix d’un
point To dans p~1(zo) définit un isomorphisme de 71 (X, o) avec Aut(E/X).

Corollaire 27.2.2 Si & et @’ sont deuz éléments de la fibre p~*(z0), les sous-groupes py(mi(E, T))
et py(mi(E, ")) sont conjugués dans m1(X,xo). Tous les sous-groupes de m (X, zo) conjugués
pi(m(E,Z)) sont de la forme py(m1(E, ")) pour un choix de &'

Ce corollaire découle d’une propriété générale pour les actions transitives.

DEMONSTRATION :

1. L’action est transitive, car un chemin entre deux points de la fibre est le relevement de son
image dans X et cette image est un lacet. Cette action, qui ne fait pas intervenir de choix
d’origine dans F, commute avec l’action & gauche de Aut(E/X). Plus précisemement, si ¢
est un automorphisme du revétement, Zg un point de la fibre, 4 le relevé du lacet v partant
de %, alors ¢ o ¥ est le relevé du lacet «y partant de ¢(Zp). Autrement dit

P(Zo-[v]) = ¢(7(1)) = ¢ 0 5(1) = ¢(Z0).[7]-
C’est-a-dire les actions de Aut(E/X) et du groupe fondamental commutent.

2. Si un lacet stabilise un point, cela signifie qu’il se releve en un lacet de E et donc qu’il
appartient & py(m (E, Zo)).

3. Supposons F simplement connexe. Fixons un relevement Zo. L’application, bijective par le
deuxie¢me point et le théoreme 58 , 7 (X, x0) — Aut(E/X) qui & a € 71(X,x9) associe
l'unique f € Aut(E/X) tel que f(Zg) = Zo - a est un isomorphisme de groupes car les deux
actions commutent.

EXERCICE : Soit p : X — E le revétement de l'exercice 25.3. Vérifier, pour quelques exemples, que
les lacets de X qui se relevent en des lacets de E sont bien dans 'image du groupe fondamental
m1(E, Zo) (cela dépend de Zg)?
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27.3 Construction de revétements intermédiaires

On a vu que le revétement z +— 2™ du cercle unité U pouvait s’obtenir en quotientant le
revétement universel ¢ — e par le sous-groupe 27nZ du groupe de ses automorphismes. Cette
construction est générale.

Théoréme 59 Soit p : E — X un revétement simplement connexe. Soit H un sous-groupe du
groupe Aut(E/X) des automorphismes de E. Alors

1. L’espace quotient E' = H\E est séparé et a projection E — H\E = E’ est un revétement.
Le groupe Aut(E/E') coincide avec H.

2. La projection p passe au quotient en un revétement p’' : B/ — X.

3. Le groupe fondamental de E' est isomorphe a H, lisomorphisme est obtenu en composant
py s m(E,3o) — m (X, 20) et lisomorphisme m1 (X, xo) — Aut(E/X) du théoreme 58.

DEMONSTRATION : Soit Z, § deux points de E qui ne sont pas dans la méme orbite de H.

Premier cas : p(Z) = p(g). Notons & = p(&). Soit U un voisinage ouvert trivialisant de 2 dans X,
i.e. il existe des sections locales s; au-dessus de U, indexées par les éléments de J = p~!(z), telles
que p~ ' (U) = Ujep-1(2)5;(U). Le groupe Aut(E/X) agit simplement transitivement sur p~!(z).
Alors Vi = Ujenz et Vj = Ujcny sont des ouverts saturés de E contenant respectivement les
orbites de Z et §. Il leur correspond des voisinages disjoints dans ’espace quotient B/ = H\ E.

Deuxieme cas : p(Z) # p(y). Alors c’est encore plus simple. Soit U, et U, des voisinages
trivialisants disjoints de z = p(Z) et y = p(g) dans X. Alors p~!(U,) et p~!(U,) sont des voisinages
saturés de F contenant respectivement les orbites de x et g. Il leur correspond des voisinages
disjoints dans ’espace quotient E' = H\E. Ceci prouve que E’ est séparé.

L’application p passe au quotient par définition méme des automomorphismes de revétement.
Si x € X, soit J C p~!(x) un sous-ensemble qui contient exactement un représentant de chaque
orbite de H, soit U un voisinage trivialisant de  dans X. Alors Uouvert V; = Upem sy, (U) coupe
chaque orbite de H en un seul point, cela définit une section s} : U — E’ de p’ au-dessus de U,
et p'~1(U) = U;esVj, donc p est un revétement, et la projection m : E — E’ un morphisme de
revétements.

Soit Ty un point base dans F. Soit h € H, soit v un chemin de g a hzg dans E. Son image
dans E’ est un lacet ' basé en &, = m(Zg). Notons @ = p’ 0oy’ = po~. Clest un lacet dans
X basé en xy = p(Zo), et représentant la classe py([y']) € m1(X,zo). D’apres le théoreme 58, il
lui correspond la transformation de revétement g € Aut(E/X) telle que g(Zo) soit 'extrémité de
I'unique relevement de « d’origine Ty dans E. Or ce relevement, c’est -y, donc g = h. Inversement,
si o/ est un lacet dans E’ basé en Zj, il possede un relevement ~ d’origine Zy dans F, d’extrémité
9(Zo). Comme m(g(Zo)) = m(Zo) = Z(, g € H, donc ~ opy([c']) € H.

On a donc montré que 'image de ~ opy : m (E', &) — m1(X, x0) — Aut(E/X) est exactement
le sous-groupe H. L’injectivité de cet homomorphisme résulte du lemme suivant. [

Lemme 27.3.1 Soit p: E — X un revétement connexe, xo € X, To € E un relévement de xy. La
projection p induit un homomorphisme injectif py : w1 (E, Zo) — 71 (X, o).

DEMONSTRATION : En effet, soit v € E un lacet basé en Zo. Supposons a = p oy homotope a une
constante. Alors I'homotopie F' de « au lacet constant 1z, se releve en une homotopie de vy a un
lacet contenu dans un fibre, donc constant. On conclut que « est trivial dans 7 (E, Zp), donc que
py est injective. O

EXERCICE : Soit E le graphe de la figure suivante. Vérifier que I'action du groupe H des rotations
d’ordre 3 sur E définit un revétement £ — H\E = X, et le représenter graphiquement dans le
style de la figure de I’exercice 25.3.
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Solution.
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27.4 Classification des revétements connexes

On va établir une bijection entre classes d’isomorphismes de revétements connexes p : £ — X
et classes de conjugaison de sous-groupes H C 71 (X, o).

Théoréme 60 Soitp: E — X etp : E' — X des revétements connexes, vg € X un point base,
To € E et T, € E des relévements de xg.
1. 1l existe un morphisme de revétements m : E — E’ envoyant Ty en &( si et seulement si
p:(mi(E, Fo)) C py(mi(E', Tp))-
2. Il existe un morphisme de revétements m : E — E’ si et seulement s’il existe un conjugué de
pi(m1(E, Zo)) dans w1 (X, x0) qui est contenu dans py(mi(E', Zp)).
3. Les revétements E et E' sont isomorphes si et seulement si ps(m1(E,Zo)) et py(m(E', Zj))
sont conjugués dans w1 (X, o).

DEMONSTRATION : Un morphisme de revétements m : E — E’, c’est la méme chose qu'un
relevement de p: E — X a E'. [0

Corollaire 27.4.1 Supposons X conneze, localement connexe par arcs et semi-localement simple-
ment conneze. L’application qui & un revétement p : E — X associe le sous-groupe py(m(E, &o)) C
m1(X, z0) induit une bijection entre classes d’isomorphisme de revélements et classes de conju-
gaison de sous-groupes de w1 (X, xo). La bijection réciproque consiste & quotienter le revétement
universel de X par un sous-groupe de son groupe d’automorphismes.

DEMONSTRATION : Résulte des propositions 59 et 60. O

EXEMPLE : Il y a autant de revétements du cercle, a isomorphisme pres, que de sous-groupes dans
Z.
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Comme Z est commutatif, il n’y a pas lieu de parler de conjugaison.

REMARQUES : Dans cette correspondance entre revétements connexes pointés et sous-groupes du
groupe fondamental, il y a aussi une correspondance entre morphismes et injections de sous-groupes.
On parle d’équivalence de catégories.

27.4.1 Revétements galoisiens

On se demande si, en dehors du revétement universel, il existe des revétements qui possedent
beaucoup d’automorphismes.

EXEMPLE : Le revétement a 3 feuillets de ’exercice 25.3 ne possede aucun automorphisme autre
que l’identité.

En effet, le graphe F contient un sommet uniquement caractérisé par la propriété suivante :
les deux extrémités d’'une méme aréte s’y confondent. Tout homéomorphisme (et a fortiori tout
automorphisme) doit fixer ce point. Or un automorphisme qui fixe un point est I'identité. Autre-
ment dit, étant donné un point de F, il n’est pas possible de choisir contintiment un point parmi
les deux autres points de sa fibre.

Sachant qu’un automorphisme est uniquement déterminé par son action sur une fibre, ce qu’on
peut demander de plus, c’est la transitivité sur une fibre.

Définition 27.4.2 Un revétement p : E — X est dit galoisien si son groupe d’automorphismes
Awt(E/X) agit transitivement sur les fibres.

REMARQUES : Si X est connexe, il suffit que ce soit vrai pour une fibre.

En effet, ensemble des z € X tels que Aut(E/X) agisse transitivement sur p~!(z) est une
réunion d’ouverts trivialisants, donc est ouvert et fermé.

EXEMPLE : Les revétements triviaux, le revétement universel sont galoisiens.

Proposition 27.4.3 On suppose X localement connexe par arcs. Un revétement connexe p : E —
X est galoisien si et seulement si le sous-groupe py(mi(FE)) C m1(X) est distingué. Dans ce cas,
Aut(E/X) =~ m(X)/py(m1(E)) (isomorphisme qui dépend du choiz d’un point base).

DEMONSTRATION : Un morphisme de revétement, c’est un relevement de p. D’apres le critére

de relevabilité, il existe un morphisme de revétement envoyant Zp sur Zj si et seulement si
pi(m1(E, Zo)) C py(mi(E, T()), et un automorphisme si et seulement si py (71 (E, Zo)) = py(m1(E, Zp)).
Donc, avec le corollaire 27.2.2, si Aut(E/X) est transitif, tous les conjugués de py(mi(E,Zo))
coincident, donc ce sous-groupe est distingué. Et réciproquement.

Sipy(mi(E, Zo)) est distingué, il agit trivialement (& droite) sur la fibre de z¢. Par conséquent, le
groupe quotient G' = m1 (X, zo)/ps(m1(E, &o)) agit & droite sur la fibre, simplement transitivement
d’apres la proposition ??. De son c6té, le groupe Aut(E/X) agit & gauche simplement transiti-
vement sur la fibre, les deux actions commutent, ce qui donne un isomorphisme entre les deux
groupes. [

EXEMPLE : Existe t’il des revétements non galoisiens & deux feuillets 7

Plus généralement,
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Proposition 27.4.4 On suppose X localement connexe par arcs. Soit p : E — X un revétement
conneze, soit To et xo des points bases. Notons G = m1(X, zo) et H = py(m1(E, Zo)). Soit Ng(H)
le normalisateur de H dans G, i.e. ’ensemble des éléments g € G tels que g~ Hg C H. Alors
Aw(E/X) ~ Ng(H)/H (isomorphisme qui dépend du choix d’un point base).

DEMONSTRATION : Soit g € G. Alors py(m1(E, %o - g)) = g 'ps(m1(E, To))g = g Hg. D’apres le
critere de relevabilité, il existe h € Aut(E/X) tel que h(Zg) = Z¢ - g si et seulement si g~ *Hg C H.
Autrement dit, Porbite & gauche de &y sous Aut(E/X) coincide avec l'orbite & droite de &y sous
Ng(H). Sur cette orbite, Aut(E/X) agit a gauche simplement transitivement. D’apres le proposi-
tion 77, le stabilisateur de Zg est H. Or H est distingué dans Ng(H), donc H fixe chaque point de
Porbite. Autrement dit, le groupe quotient N (H)/H agit a droite simplement transitivement sur
Iorbite. Les deux actions commutent, ce qui donne un isomorphisme entre les deux groupes. [

EXEMPLE : Cas du revétement non galoisien & 3 feuillets de ’exercice 25.3.

Prenons le sommet spécial de E comme point base Zg, et g son image. Le graphe X a une
connectivité égale a 4, donc son groupe fondamental est un groupe libre & 2 générateurs a et b, ou
a est représenté par la boucle de sommet g et b par un lacet qui va faire le tour de 'autre boucle
sans repasser par xg. Pour spécifier uniquement a et b, il suffit d’orienter chacune des boucles. Ces
orientations se relevent a E.

Le graphe E a une connectivité égale a 4, donc son groupe fondamental est un groupe libre a
4 générateurs c, d, e et f, ou

— ¢ est représenté par la boucle de sommet Ty parcourue dans le sens positif, de sorte que

by (C) = a,
— d par un lacet qui ne recoupe pas la fibre de xg, parcouru dans le sens positif, de sorte que
3
by (d) =07,

— e par un lacet obtenu comme suit : on traverse de xg au sommet du bas a gauche, on
monte positivement d'un tour le long de ¢, on traverse de gauche a droite au niveau 2, on
suit positivement la boucle qui entoure deux fois le second cylindre jusqu’au niveau 3, on
retraverse de droite a gauche, on redescend positivement le long de ¢, et on rejoint xg, de
sorte que py(e) = bab,

— f obtenu comme suit : on traverse de xy au sommet du bas & gauche, on monte positivement
d’un tour le long de ¢, on traverse de gauche a droite au niveau 2, on fait positivement le
tour complet de la boucle qui entoure deux fois le second cylindre, ce qui rameéne au niveau
2, on retraverse de droite a gauche, on redescend négativement le long de ¢, et on rejoint xg,
de sorte que py(f) = ba*b~".

Il résulte de la proposition 27.4.4 que le normalisateur dans Z % Z du sous-groupe engendré par a,
b3, bab et ba?b~! est réduit & ce sous-groupe. Il résulte de la proposition ?? que le sous-groupe de
7 x 7 engendré par a, b3, bab et ba?b~! est d’indice 3. Ce n’est pas facile & montrer directement.
C’est une illustration du fait que la théorie des revétements est réellement utile pour déméler des
questions combinatoires sur les groupes. Voici une autre illustration.

Théoréme 61 Nielsen-Schreier. Tout sous-groupe d’un groupe libre est libre.

DEMONSTRATION : Puisqu’on n’a parlé que de graphes finis et de groupes libres de type fini,

seul le cas des sous-groupes d’indice fini d’un groupe libre de type fini est a notre portée. Voici
tout de méme ’argument général. Tout groupe libre est le groupe fondamental d’un graphe. Tout
sous-groupe est le groupe fondamental d'un revétement de ce graphe (proposition 59). Comme
un revétement d’un graphe est un graphe, et comme le groupe fondamental d’un graphe est libre
(proposition 24.3.1, dans le cas des graphes finis), le sous-groupe est libre. O
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27.4.2 Revétements du tore
EXERCICE : Classifier les revétements connexes du tore 72 = Z2\R2.

Solution.

D’apres la proposition 59, La projection R? — Z?2 est un revétement. Comme R? est simplement
connexe, il s’agit du revétement universel. En particulier, T2 est connexe, localement connexe par
arcs et semi-localement simplement connexe. Le groupe d’automorphismes de ce revétement est le
groupe Z? agissant par translations sur R2.

D’apres le corollaire 27.4.1, il y a exactement autant de revétements de T2 que de sous-groupes
du groupe Z2, le revétement associé & un sous-groupe H est le quotient de R? par H agissant par
translations sur R%2. Comme Z? est commutatif, le revétement est automatiquement galoisien, son
groupe d’automorphisme, isomorphe & Z2/H, agit simplement transitivement sur chaque fibre, en
particulier sur la fibre de 0 € T2, qui est constituée des “points & coordonnées entieres” de E.

Un groupe abélien de type fini possede un rang, nombre de générateurs minimal de sa partie
libre. Dans le cas d’un sous-groupe de Z2, le rang est inférieur ou égal a 2.

Lorsque le rang vaut 0, H = {0}, E = R? est le revétement universel.

Lorsque le rang vaut 1, H est engendré par un vecteur entier v. E est homéomorphe a un
cylindre. Si v est primitif (i.e. ses composantes sont des entiers premiers entre eux), le groupe
quotient Z2/H est isomorphe & Z. Dans ce cas, chaque orbite de ce groupe (qui s’identifie & une
fibre de la projection E — T? car le revétement est galoisien) est une spirale qui passe par tous
les points entiers du cylindre. Si d est le pged des composantes de v, le groupe quotient Z2/H est
isomorphe & Z @ (Z/dZ). Un élément (le générateur v/d de Z/dZ) agit par rotation pure autour de
I’ame du cylindre. Les points entiers du cylindre se regroupent en d spirales disjointes permutées
circulairement par v/d.

Lorsque le rang vaut 2, il existe une base (a,b) de Z? et deux entiers d et d’ (d’ multiple de d)
telle que H ait pour base da et d’b. Alors le groupe d’automorphismes du revétement est isomorphe
a (Z/d7Z) ® (Z/d'Z), il est fini. L’espace E est un tore, ses points entiers se regroupent de deux
manieres en spirales qui se referment, & d points et d’ points respectivement. Lorsque d = d' = 1,
et seulement dans ce cas, le revetement est trivial.

27.5 A retenir

Soit X un espace connexe, localement connexe par arcs, semi-localement simplement connexe.

1. Tout revétement connexe de X est un quotient H \f( du revétement universel X par un
sous-groupe H de Aut(X/X) ~ m(X).
2. Deux revétements de ce type sont isomorphes si et seulement si les sous-groupes sont conjugués.

3. Le revétement F = H\ X est galoisien si et seulement si H est distingué, et dans ce cas
Aut(F/X) ~m(X)/H.
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Chapitre 28

Sous-variétés

28.1 Difféomorphismes, immersions et submersions

Soit f une application de classe C'' d’un espace affine dans un autre. On notera par D, f sa
différentielle au point zx.

28.1.1 Définitions

Définition 28.1.1 Soit U et V deux ouverts d’espaces affines E et F' de dimension finie et f une
application de classe C" définie de U a valeurs dans V', pour r > 1.

(i) L’application f est un C"-difféomorphisme de U sur V, si f est une bijection de classe C”
ainsi que Sa TECIProque.

(i) L’application f : U — F de classe C" est une immersion en x € U si sa différentielle en x
est injective (i.e. si sa matrice jacobienne est de rang n).

(#ii) L’application f est une submersion en x € U si sa différentielle en x est surjective (i.e. si
sa matrice jacobienne est de rang p). [ est une submersion au dessus de y € F si f est une
submersion en tout point de f~1(y).

Il faut penser a un difféomorphisme d’un ouvert d’un espace affine a valeurs dans R” comme le
choix de nouvelles coordonnées sur I’espace affine.
Nous utiliserons donc la définition suivante.

Définition 28.1.2 Soit m un point d’un espace affine £. Une carte au voisinage de m est un
couple (U, X) ot U est un ouvert de € contenant m et X = (x1,...x,) est un difféomorphisme de
U sur un ouvert X(U) de R™. les fonctions (x1,...,x,) sont les coordonnées de la carte.

Si un C'-difféomorphisme f est de classe C", alors f~! est de classe C". On rappelle enfin le
théoreme d’inversion locale

28.1.2 Les théorémes

Théoréme 62 [INVERSION LOCALE] Soit U et V deuz ouverts d’espaces affines E et F de dimen-
sion finie et f une application de classe C" définie de U a valeurs dans V. Soit m un point de U
telle que D, f est inversible. Alors f est un difféomorphisme au voisinage de m.

Le théoreme d’inversion locale permet d’affiner notre compréhension des immersions et des
submersions.

Théoréme 63 [DES IMMERSIONS ET DES SUBMERSIONS] Soit f une application C" d’un ouvert
U d’un espace affine € de dimension p a valeurs dans un espace affine F de dimension n. Alors
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(i) On suppose que f est une immersion en m. Alors, il existe un voisinage U de m, une carte
(V,9) au voisinage de f(m), tel que f(U) C V, tels que ¢ o f définie de de U dans R™ est
une application affine injective.

(i) On suppose que f est une submersion en m. Alors, il existe une carte (U, @) au voisinage x,
tels que f o ¢~ ! est une application affine surjective de ¢p(U) dans F.

Autrement dit, en choisissant de nouvelles coordonnées, une immersion devient une application
linéaire injective et une submersion une application linéaire surjective.

DEMONSTRATION : Traitons tout d’abord le premier cas. Nous choisissons des coordonnées linéaires

sur E et F de fagon ace que m = 0, f(m) = 0et D, f(u1,ug, ... up) = (u1,...,up,0,...,0). Notons
f=1(f1,---, fn)- Nous considérons alors I'application F' définie de R™ dans R™ par

F(z1,...,xn) = (i(z1, .oy xp)s o fo(@r, oo 2p)s fpr1 (@, o ) F2paa, oy ST, -, Tp)+20).

Par construction, la différentielle de F' en m est I'identité. Par le théoréme d’inversion locale, F’
est donc un difféomorphisme d’un voisinage U de z sur un voisinage V de f(m). Posons ¢ = F~1,
alors ¢o f(x1,...,2p) = (T1,...,%p,0...,0) est une application affine injective.

Traitons de maniere analogue le deuxieme cas. Nous avons ici p > n. Choisissons des coordonnées
sur E et F' de fagon & ce que x = 0, f(z) = 0 et Dy f(ur,uz,...up) = (u1,...,up). Notons
f=1(f1,..., fn). Nous considérons alors l'application ¢ définie de RP dans RP, par

o1, xp) = (fi(zr, oo xp)s ooy (@1, @), Tpt, oo Tn)-

Par construction D, ¢ est I'identité. D’apres le théoreme d’inversion locale ¢ est un difféomorphisme
local. Alors par construction, fo¢~!(x1,...,2,) = (z1,...,2,) est une application linéaire surjec-
tive. O

Ce dernier théoreme se généralise

Théoréme 64 [THEOREME DU RANG CONSTANT| Soit f une application de classe C" tel que le
rang de Df est constant au voisinage de m. Alors il existe des coordonnées X au voisinage de m
et Y au voisinage de f(m) de classe C" telles que Y o f o X est linéaire de méme rang que Dy, f.

28.2 Sous-variétés

Définition 28.2.1 Soit M un sous-ensemble d’un espace affine £. M est une sous-variété de
dimension d si pour tout point m € M il existe une carte (U, X) au voisinage de m tel que
X(U N M) est un sous-espace vectoriel de dimension d.

EXEMPLES ET REMARQUES :
1. Un ouvert d’une sous-espace affine est une sous-variété.
2. La réunion de deux droites paralleles est une sous variété.

3. Une sous-variété est localement connexe par arcs, et semi-localement simplement connexe.

Théoréme 65 Soit U un ouvert de R™. Soit f : U — RP de classe C".

(i) Si f est une immersion en x € U, alors il existe un ouvert x € U' C U tel que f(U’) est une
sous-variété de classe C" et de dimension n de RP.

(ii) Si f est une submersion au dessus de y € RP, alors f~1(y) est ou bien vide, ou bien une
sous-variété de classe C" et de dimension n —p de R™.
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(tii) Le graphe T'y de f défini par
Ip={(z,F(y)) |z € U} CR" xR?,

est une sous-variété de dimension p.

EXEMPLES ET REMARQUES :

1. L’application v : R — R? définie par ¢ + (sin(2t),sin(3t)) est une immersion en tout point
mais son image n’est pas une sous-variété de R2.

e

"1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

2. L’application 7 :] — m/10, 7[— R? définie par ¢ — (sin(2t), sin(3t)) est une immersion en tout
point, elle est injective, mais son image n’est pas une sous-variété de R2.

g )

1 08 08 04 02 0 0z 04 08 08 1

3. Lafonction f : R™ — R définie par f(z1,...,%,) = 27+ - -+22 est une submersion au-dessus
de tout réel non nul. Les spheres de rayon non nul sont donc des sous-variétés de dimension
n —1 (i.e. de codimension 1).

EXERCICE :

1. Vérifier que la projection stéréographique est une immersion du plan dans R3.
2. Montrer de deux manieres différentes que la sphere

S™ = {(wo, .. xn) | Y a7 =1},
1=0

est une sous-variété. Tout d’abord en montrant que S™ est localement un graphe. D’une autre
maniere, en montrant que la sphere est la preimage d’une point par une submersion.

28.2.1 Espace tangent

On rappelle qu’'une courbe lisse v a valeurs dans un espace affine £ est une application de classe
C"' d’un intervalle & valeurs dans £. Le vecteur tangent & v en tg est le vecteur de ’espace tangent
a & défini par

. () = y(to)
tp) = lim —————=.
Y(to) B —
Une courbe lisse est tracée sur une sous-variété X, si elle est a valeurs dans X.
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Définition 28.2.2 Soit X une sous-variété de dimension d de R™, et x € X. L’ espace tangent
a X en x, noté T, X, est l'ensemble des vecteurs tangents en x auz courbes contenues dans X et
passant par x.

Théoréme 66 Soit X une sous-variété de dimension d de R™. L’espace tangent a X en x est un
espace vectoriel de dimension d. De plus

(i) Si X = f(U) est limage d’une immersion f, alors Ty X = Im (D f).
(ii) Si X = f~1(y) est une fibre d’une submersion f, alors T,X = ker (D, f).

1i) St X C EXF estle graphe d’une application f, alors T, +xX est le graphe de lapplication
(z,f (@)
linéaire D, f.

En effet, si ¢ : U — V est un difféomorphisme qui redresse X sur R? au voisinage de z, alors
T.X = (Dy¢) 7 (RY).

Corollaire 28.2.3 Un sous-ensemble de R™ est une sous-variété de dimension d si et seulement
st au voisinage de tout point x € X, X s’écrit comme le graphe d’une application f de T, X dans
(T.X)* telle que f(0) =0 et dgf = 0. En particulier, si y € X est voisin de x € X, la distance
dey a T, X est un o(|ly — z|). De méme, siv € T, X est assez petit, la distance de x +v a X est
un o(|v]).

DEMONSTRATION : Notons 7 la projection orthogonale sur T,X. Soit g : R? — R” une immersion

qui parametre X au voisinage de 2. Alors 7 o g est une immersion de R? dans T, X en 0 donc un
difféomorphisme d’un voisinage de 0 sur un voisinage U de 0 dans T,X. Notons h : U — R? le
difféomorphisme réciproque. Alors f = 7+ oh: U — (T, X)* est différentiable, sa différentielle en
0 est nulle, et son graphe coincide avec X au voisinage de z. Siv € U, z+v+ f(v) € X donc z +v
est proche (en o(|v])) de X.

L’application y — y — f o w(y — x) est différentiable, sa différentielle en z est l'identité, c’est
un difféomorphisme local qui redresse X sur le plan affine x + T,X. Il déplace le point y d’une
distance en o(|y — z|), donc si y € X, y est proche du plan tangent. [J

28.2.2 Courbes complexes affines et des quadriques

Définition 28.2.4 Par définition une courbe compleze affine plane est une sous-variété X de C?
définie par
X = {(2,w) € C* | P(z,w) = 0},

ou P est un polynome a deux variables tel que %—5 et 3—5 ne s’annule pas simultanément le long de

X.
Les courbes complexes affine sont des surfaces, c’est-a-dire des sous-variétés de dimension 2.

Proposition 28.2.5 Soit ¢ une forme quadratique non dégénérée en n+1 variables, de matrice S.
Soit Q la quadrique affine de R™ définie par ’équation affine q(x1,...,x,,1) = 0. Alors Q est une

sous-variété de classe C*°, et son hyperplan tangent en © = (x1,...,Tn, 1) est défini par I’équation
linéaire en v,
z T v n n
(1) S <O> = lzl Si,jmivj + z:l Sn+1,j'0j =0.
i,j= j=

T

DEMONSTRATION : Soit x € R™. On note p = <1

) le vecteur colonne de composantes (z1, . .., Zn, 1).

.
L’équation de Q est f(z) = q(p) = p" Sp = 0. Alors, pour v € R, d, f(v) = (8) Sp+p'S (8) =
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'S (8) Supposons que € . Notons Sp = <Z)> Alors f(z) = wz + z = 0. Comme
S est inversible et p non nul, Sp est non nul, donc w # 0 et z # 0. Alors la forme linéaire

def v 2p"S (8) = 2w v est surjective. Autrement dit, f est une submersion au dessus de 0.

En particulier, @ = f~1(0) est une sous-variété d’espace tangent ker(d,)f. O



Chapitre 29
Variétés

On voudrait traiter le cas des quadriques projectives. Pour cela, il faut définir la notion de
sous-variété de l'espace projectif.

29.1 Cartes et atlas

Définition 29.1.1 Soit M un espace topologique.
(i) Une carte sur M est une paire (U, X) ot U est un ouvert de U et X = (z1,...,%p,) est un

homéomorphisme de U sur un ouvert de RP. Les fonctions x; sont les coordonnées, [’ouvert
U est le domaine de la carte, l’entier p est la dimension de la carte..

(ii) Deux cartes (U, X) et (V,Y) sont C>-compatibles si le changement de cartes Y o X! de
X({UNV)wversY(UNV) est un CT-difféomorphisme.

(iii) Un atlas est un ensemble de cartes {(U;, X*)} de méme dimension qui sont C>° compatibles
et telles que {U;} est un recouvrement de M.

(iv) Deux atlas sont équivalents si toutes leurs cartes sont compatibles, ou de maniére équivalente
st la réunion est encore un atlas.

(v) Une structure différentielle sur M est une classe d’atlas compatibles.

Ceci nous amene a la définition suivante

Définition 29.1.2 [VARIETES DIFFERENTIELLES| Un espace topologique séparé, réunion dénom-
brable de compacts et muni d’une structure différentielle est une variété différentielle. Une carte est
compatible avec la structure de variété si elle est compatible avec un atlas définissant la structure
de variété.

Par abus de langage, on dira que les fonctions (x1,...,2,) définies au voisinage de m sont des
coordonnées au voisinage d’un point m d’une variété M si il existe un ouvert U contenant m tel
que (u, (z1,...,2p)) est une carte compatible avec la structure de variété. Autrement dit, on sera
souvent amené a parler de coordonnées sans préciser le domaine de la carte correspondante.

On remarque que, par définition, I’ensemble des cartes compatibles avec une structure de variété
forme un atlas appelé atlas mazimal.

29.1.1 Premiers exemples
EXEMPLE :

1. Un ouvert d’un espace affine est muni d’une structure de variété. plus généralement tout
ouvert d’une variété a une structure de variété.
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2. Sur R considérons les deux atlas & une carte (U =R, ¢ : x + z) et (W =R, : z — 23).
Ces deux atlas ne sont pas compatibles.
En effet,  — 23 n’est pas un difféomorphisme. I1 y a donc plein de structures différentielles
différentes sur R. On verra cependant qu’elle sont toutes équivalentes.

3. Sur R/Z considérons latlas & deux cartes U; =|0,1[ mod 1, ¢1(x mod 1) = z et Uy =
] —1/2,1/2], ¢pa(x mod 1) = x. Cela définit une structure différentielle sur R/Z.
En effet, Uy NU, =]0,1/2[U]1/2,1[ mod 1, ¢, (UyNUs) =]0,1/2[U]1/2, 1], ¢o(U1NT) =]0,1/2]
et pour y € ¢1(U; NUs), deux cas,
~siy €)0,1/2], 2067 (y) = y;
—siy €)1/2,1] d2o gy (y) =y~ L.
Dans les deux moitiés, ¢2 o gzbfl est un C*°-difféomorphisme.

4. Une sous-variété de R™ est muni d’une structure de variété.

29.1.2 Structure différentielle sur la droite projective

Une droite vectorielle D non verticale de R? est représentée par une pente m = ¢ (D), c’est
le réel tel que (1,m) € D. Si D n’est pas horizontale, elle posséde une antipente a = ¢o(D), c’est
le réel a tel que (a,1) € D. Les deux applications pente et antipente constituent des cartes, et le
changement de carte ¢z 0 7' : m > a = 1/m est un C>-difféomorphisme de R\ {0} sur R\ {0}.
Cet atlas définit une structure différentielle sur la droite projective.

m

29.1.3 Structure différentielle sur ’espace projectif

Définition 29.1.3 On appelle ouvert affine U; de P*(R) ’ensemble des points dont la i-éme co-
ordonnée homogéne est non nulle. On appelle carte affine ’application réciproque de I’homéomor-
phisme¢;1 R =S Uy, (21, @) 2 [T rmimy L iy e @y

Alors ¢;(U;NU;) ={x € R" |xj #0}, 00 j =jsij<i,j =j—1sij>i Comme

- T 1 x
¢j0¢i1($1,--~7l”n)—< ! iy — ey Lo 1)

{L'j/ ’ ,’L‘j/ mj/

est un C'*°-difféomorphisme, on obtient ainsi une structure différentielle sur P"(R).
Définition 29.1.4 De la méme facon, on définit une structure différentielle de dimension 2n sur

P"(R).

29.2 Objets différentiables

29.2.1 Fonctions différentiables

Définition 29.2.1 (i) Soit f une fonction définie sur un ouvert V. d’un espace topologique M.
On dit que f est C" par rapport & la carte (U, X) si fo X! est de classe C".
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1) Soit f une fonction définie sur un espace topologique M. On dit que f es par rapport a
i) Soit tion défini topologique M. On dit tC"r o
un atlas, si f est de classe CP dans toutes les cartes de l'atlas.

(iii) Soit f une fonction sur une variété, alors elle est de classe C", si elle est de classe C" pour
lun des atlas définissant la structure différentielle.

Autrement dit une fonction f est de classe C™ au voisinage d’un point, s’il existe des coordonnées
(z1,...,2n) telles que f = F(x1,...,x,) avec F de classe C".

On a alors les propriétés immédiates suivantes qui utilise le fait que si une fonction est de classe
C" sur un ouvert d’un espace affine, alors f o ¢ est de classe C" pour tout difféomorphisme ¢.

Proposition 29.2.2 Pour qu’une fonction soit de classe C" au voisinage d’un point, il suffit de
trouver une carte compatible avec la structure de variété telle que f est de classe C™ pour cette
carte. En particulier, les coordonnées d’une carte sont des fonctions de classe C°.

En particulier pour qu'une fonction F' définit au voisinage de m soit C" au voisinage de m, il
suffit de trouver des coordonnées X = (x1,...,x,) définies au voisinage de m, telle que la fonction
f vérifiant F = f(x1,...,2,) soit de classe C".

Par exemple, la restriction de toute fonction C'°° a une sous-variété de R™ est a nouveau une
fonction C°.

29.2.2 Applications différentiables

Les fonctions de classe C°*° vont nous permettre la notion d’application différentiable. Alterna-
tivement, nous verrons que tout peut se définir en fonction de cartes.

Définition 29.2.3 Une application continue ¢ : M — N entre variétés est de classe C" si pour
toute fonction ¢ de classe C" au voisinage de f(x), ¢ o [ est de classe C" au voisinage de x.

Nous venons de voir que l'injection d’une sous-variété dans R™ est une application C*°. Nous
déduisons immédiatement de cette définition que la composée d’applications de classe C" est de
classe C".

Alternativement, la caractérisation suivante est plus efficace.

Proposition 29.2.4 Une application ¢ entre deux variétés est de classe C" au voisinage de m,
s’il existe des coordonnées X au voisinage de m, des coordonnées Y au voisinage de f(m), telles
que X o po Y1 est de classe CO.

Par exemple, les coordonnées sont des exemples d’applications C°.

29.2.3 Difféormorphismes, immersions et submersions

Définition 29.2.5 (i) Une application f : M — N entre variétés est un difféomorphisme de
classe C" si c’est une bijection de classe C" dont Uinverse est aussi de classe C” si elle est
de classe C".

(i) Une application f : M — N entre variétés est un difféomorphisme au voisinage de m, s’il
existe un ouvert U contenant m telle que f soit un difféomorphisme de U sur f(U).

(i) Une application f: M — N est une immersion au voisinage de m, si il existe des cordonnées
X au voisinage de m et Y au voisinage de f(m) tel que Y o f o X1 est une immersion au
voisinage de X (m).

(iv) Une application f : M — N est une submersion au voisinage de m, si il existe des cordonnées
X au voisinage de m et Y au voisinage de f(m) tel que Y o f o X~ est une submersion au
voisinage de X (m).

Comme premier exemple, remarquons que les coordonnées sont des difféomorphismes locaux.
Terminologie. Dans la suite, différentiable signifie de classe C", ol r est déterminé par le contexte.
Nous avons alors
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Proposition 29.2.6 Si f est une immersion — respectivement submersion — au voisinage de m,
alors pour toutes coordonnées cordonnées X au voisinage de m etY au voisinage de f(m), Yo fo
X1 est une immersion — respectivement submersion — au voisinage de X (m).

En particulier, si f est une immersion — respectivement submersion, difféomorphisme — il existe
des cartes cordonnées X au voisinage de m et Y au voisinage de f(m), telles que Y o fo X! est
une application linéaire injective — respectivement surjective, bijective.

Retour sur le cas des espaces projectifs

A titre d’exemple, nous allons interpréter les applications dont le but ou la source sont des
espaces projectifs.

Lemme 29.2.7 (i) Soit M une variété de classe C”. Soit f : M — R" ™1\ {0} une application
de classe C". Alors Uapplication induite f : M — P™(R) est de classe C.

(ii) Soit Y wune variété de classe C". Soit f : R"™1\ {0} — Y wune application de classe C"
telle que pour tout v € R" 1\ {0} et tout A # 0, f(\v) = f(v). Alors Uapplication induite

f:P*"(R) =Y est de classe C".

DEMONSTRATION : 1. Eerivons f = (f1,..., fas1). Soit 29 € X, w = f(x0). Pour simplifier les

notations, supposons que wy1+1 = fnt1(zo) # 0. Alors, au voisinage de P(w), on peut utiliser la
carte affine ¢, 1, et

Pnr10f(x) = Gppilfi(@): fal) i oot fpr(2)]
(e ey
fnJrl(x)7 , fn+1(3;‘)
C’est bien une application de classe O™ d’un ouvert de X dans R™, donc f est de classe C.

2. Soit v € R""1, v # 0. Pour simplifier les notations, supposons que v,y; # 0. Alors, au
voisinage de P(v), on peut utiliser la carte affine ¢, 1, et

foaﬁfl(xh...,xn) = flliay:... 2,
= f(Lz,...,2zp).

C’est bien une application de classe C" d’un ouvert de R™ dans Y, donc f est de classe C". [

EXEMPLE : Une application projective est de classe C*° la ou elle est définie.

En effet, on applique successivement les énoncés 1 et 2 du lemme.

29.2.4 Sous-variétés

Définition 29.2.8 Un sous-ensemble N d’une variété M est une sous-variété si au voisinage de

tout point x de N il existe une carte (U, X) telle que X (U N N) soit une sous-variété.
Alternativement, un sous-ensemble N d’une variété M est une sous-variété si au voisinage de

tout point x de N il existe une carte (U, X) telle que X (U N N) soit un ouvert d’un sous-espace

affine.

EXEMPLE : Une sous-variété linéaire de P"(R) (resp. P"(C)) est une sous-variété.

En effet, dans toute carte affine, une sous-variété linéaire est envoyée sur un sous-espace affine.
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Cas des quadriques projectives

Proposition 29.2.9 Soit ¢ une forme quadratique non dégénérée en n + 1 variables, de matrice
S. Soit Q la quadrique projective de P*(R) définie par q. Alors Q est une sous-variété de classe
C®. Soit p € Q. Alors Uhyperplan polaire de p est tangent a Q en p. Cet énoncé reste vrai sans
changement si on remplace R par C.

DEMONSTRATION : On peut supposer que la derniére coordonnée homogeéne de p est non nulle.
On utilise la carte affine ¢, y1 : Upr1 — R™. Alors ¢4 1(Ups1 N Q) = @ est la quadrique affine
d’équation g(x1,...,2,,1) = 0, qui est une sous-variété. Cela prouve que Q est une sous-variété.
ns1(Uns1 NP(pt)) est un hyperplan affine, paralléle & 1’ensemble des vecteurs v € R™ tels que
p'S (8) =0, i.e. & 'hyperplan tangent & @ en ¢, 11(p). On conclut que H est tangent & Q en p.
U

EXERCICE : A quelle condition l'intersection de deux quadriques projectives non dégénérées est-elle
une sous-variété de 'espace projectif 7

29.2.5 Revétements et structures différentielles

Proposition 29.2.10 Soit p : E — X un revétement. Etant donnée une structure différentielle
sur X, il existe une unique structure différentielle sur E qui rend p différentiable. Inversement, si
E est une variété et si pour toute section locale s de p, sop est un diffeomorphisme, alors il existe
une unique structure différentielle sur X qui rend p différentiable

DEMONSTRATION : Si X est une variété, on recouvre X par des ouverts U; qui sont & la fois contenus

dans des ouverts de cartes ¢;y, : U; — R™ et trivialisant pour le revétement, i.e. p~Y(U;) =
Ujs;j(U;). Les cartes ¢ o pys;(u,) : 85(Ui) — R™ forment un atlas pour E.

Inversement, supposons que E est une variété. On recouvre E par des ouverts U; qui sont a
la fois contenus dans des ouverts de cartes ¢;y, : U; — R™ et tels que p(U;) soit trivialisant, i.e.
p~t(p(U:)) = U;s;(p(U;)). Les cartes ¢; o s; : s;(p(U;)) — R™ forment un atlas pour X. En effet,
deux choix j et j’ différents donnent un changement de carte ¢;o0s; 0 (¢p;05;) " = ¢08j 0po(p;) !
qui est un difféomorphisme. [

EXEMPLE : Soit G un groupe discret qui agit librement et proprement par difféomorphismes d’une
variété E. Alors l'espace quotient X = G\ E hérite d’une structure différentielle qui rend le
revétement p : E — X différentiable.

En effet, si s est une section locale de p, s o p est la restriction & un ouvert d’un élément de G,
donc s o p est un difféfomorphisme.



Chapitre 30

Partitions de I’unité

30.0.6 Motivation

Comment fabriquer des objets différentiables, ne serait-ce qu'une fonction non constante, sur
une variété ? En combinant des morceaux donnés dans des cartes.

30.0.7 Construction

Définition 30.0.11 Soit X un espace topologique. Soit u une fonction continue sur X . Le support
de u est le plus petit fermé en dehors duquel u est nulle.

Rappel 30.0.12 1[I existe une fonction paire x sur R, de classe O™, a support dans | — 1,1[, qui
vaut 1 sur une voisinage de 0.

Le lemme suivant utilise de maniere cruciale qu'une variété est séparée

Lemme 30.0.13 Soit X une variété de classe C, soit K un compact de X, soit U un ouvert
contenant K. Il existe un voisinage ouvert V de K et une fonction x de classe C" sur X, a
support dans U, qui vaut 1 sur V.

DEMONSTRATION : On traite d’abord le cas ot K = {z}. La structure différentielle fournit au

voisinage de z une carte ¢ : W — V avec W C U, telle que ¢(z) = 0. On peut toujours supposer que
V contient une boule de rayon 1. Pour y € W, on pose x..(y) = x(¢(y)), olt x est la fonction modele
sur R, & support dans ] — 1, 1[. Alors le support de x, est un fermé inclus dans ¢—1(B(¢(z),1)) de
U, en particulier ce support est compact. Comme X est séparé, c’est un fermé de X. Tout point
z ¢ U posseéde un voisinage disjoint de K. On peut donc prolonger x, par 0 en dehors de U, elle
reste de classe C".

Passons au cas général, on choisit pour tout  de K une fonction x, qui vaut 1 sur un voisinage
V. relativement compact de x inclus dans U et a support dans U. On extrait du recouvrement
{Vz}zek un recouvrement fini indexé par une partie finie F' de K. On pose alors

P=> Xa-

zeF

Par construction, on a p =0 sur U et p > 1 sur K. On pose enfin
x=¢op,

ou ( est une fonction C*° de R dans [0, 1], qui vaut 0 pour x > 0 et 1 pour z > 1. O

179
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Définition 30.0.14 Soit X un espace topologique. Soit W, des ouverts qui recouvrent X. On
appelle partition de I'unité subordonnée a (W,,) la donnée, pour chaque o, d’une fonction positive
ou nulle xo sur X, a support compact dans W, de sorte que

(i) Pour tout x € X, seuls un nombre fini parmi les nombres xo(x) sont non nuls.
(ii) >, x =1.

On rappelle quun recouvrement localement fini de 1'espace X est un recouvrement par des
ouverts {U, };cr tels pour tout z de X il existe un voisinage V' de z tel que

HieI|VNU; #0} < cc.

Le recouvrement {V;}ier est un sous-recouvrement de {W;};jes, si pour tout i € I, il existe j € J
tel que V; C Wj.

On peut extraire de tout recouvrement d’un espace localement compact et réunion dénombrable
de compacts un sous-recouvrement localement fini.

Théoréme 67 Soit X une variété de classe CT. Soit {W,} un recouvrement localement fini de
X par des ouverts d’adhérence compacte. Alors X possede une partition de lunité de classe C"
subordonnée o {Wy}.

DEMONSTRATION : Le recouvrement W, étant localement fini, il est dénombrable. On construit

par récurrence un recouvrement par des ouverts U; tels que que U; C W; : supposons que nous
ayons construit par récurrence Uy, ..., U, tels que {Ux,...,U,, Wy41,...} recouvre X, on choisit
alors U, 41 inclus dans W,, ;1 qui contient le compact K, 1 défini par

j=n
Kn—i—l = X\ U Uj U U Wj
J=1 j=>n+2

Pour construire U, 41, on pose

1.1
Un+1 :§ 1]§,+OO[

ou ¢ est une fonction qui vaut 1 au voisinage de K, ;1 et a support dans W, ;1. En utilisant le fait
que W, est localement fini on montre enfin que {U; };en est un revétement.
On construit une fonction x; qui vaut 1 sur U; et a support fermé (et donc compact dans W;).
La fonction n = ), x; est bien définie et C'*° car elle est égale a une somme finie de x; sur un
voisinage d’un point quelconque : en effet, soit O un voisinage de z tel que

471 ONW; £ 0} < oo.

Par construction,

77‘0 = Z Xi»

| ONW; #0D
et donc 7 est finie et C*°.
On peut poser puisque 7 est strictement positive
_Xi
n

¥

\

Par construction, c’est une fonction de classe C" a support dans W et ). 1; = 1. [
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30.0.8 Plongement

Théoréme 68 [ H. WHITNEY (1936)]. Toute variété compacte est difféomorphe d une sous-
variété de R™.

DEMONSTRATION : Soit X une variété compacte de dimension n. Soit (U;, ¢;)i=1,.. n un atlas

fini pour la structure différentielle de X. On construit comme dans la proposition précédente un
recouvrement par des ouverts V; d’adhérences contenues dans U;. On consideére ensuite une fonction
1; a support dans U; et égale a 1 sur V.

On définit une application différentiable f : X — R™™V+¥ par

f(l‘) = (wl(x)(bl (l‘), s 7'(/)n($)¢n(x)’ ¢1($)7 s ’wn(x))

L’application f est bien définie, car lorsque x ¢ U;, ¥;(2) = 0 donc on n’a pas besoin de connaitre
¢i().

Alors f est une immersion. En effet, au voisinage de x, I'une des fonctions ¢; vaut 1, donc la
différentielle en x de la i-éme composante ;¢; est de rang n. A fortiori, d, f est de rang n.

Enfin f est injective. En effet, si f(z) = f(y), il existe z telle que ¥;(x) = ¥;(y) > 0. Donc
x et y appartiennent & U;. Comme ¢;(z).1;(z) = ¢i(y)i(y), on a ¢;(x) = ¢;(z). Comme ¢; est
injective, on conclut que x = y.

L’application f est un homéomorphisme sur son image, par compacité.

Des lors, f(X) est une sous-variété. En effet, pour tout w € f(X), w = f(x), il existe un
voisinage U de z tel que f(U) soit une sous-variété. Comme f(U) est un voisinage de w dans
f(X), cela prouve que f(X) est une sous-variété.

Enfin f est un difféfomorphisme, car f est un difféomorphisme local bijectif. (]

REMARQUES : Le théoreme de H. Whitney contient davantage d’information.

1. Il s’applique aussi & des variétés non compactes (voir ci-dessous).

2. Il donne une meilleure borne sur la dimension de l'espace d’arrivée : Whitney plonge une
variété de dimension n dans R2"*1,

3. Whitney montre que pour certaines valeurs de n, cette borne ne peut pas étre améliorée.

4. L e théoreme de immersions de Ralph Cohen montre que toute variété de dimension n peut-
étre immergée dans R2"—(") ou a(n) est le nombre de 1 dans la décomposition dyadique de
n.

30.0.9 Cas de l’espace projectif

Dans le cas de I’espace projectif, il y a des plongements explicites.

EXERCICE : Soit f : P(V) — End(V') l'application qui & une droite p associe le projecteur ortho-
gonal sur p. Vérifier que f est un difféfomorphisme sur son image.

Solution. Soit p une droite, soit w un vecteur directeur de p. Le projecteur orthogonal sur p
est donné par la formule

L
wu 1 n
f(p)(u)_ ’IUJ‘U)w_ U}J‘U}ww U,

donc sa matrice est wwawl. C’est une fonction de classe C*° de w, donc f est de classe C'*°.
L’image de f est 'ensemble P des projecteurs orthogonaux de rang un. L’application réciproque
associe & un projecteur son image. Cela montre que f est un homéomorphisme de P*(R) sur P.
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Soit p € P"(R). Choisissons des coordonnées homogenes de sorte que p =[0: ---:0: 1]. On
peut utiliser la carte affine ¢,,4+1 au voisinage de p. Dans cette carte,

1 T 1 zxt ozt
_ -1 _ L _
g—fo¢n+1(x)_1+|x‘2 (1>({E 1)_1+|x|2(96 1>'
La différentielle de g en x = 0 est

vt + vt vt
V= s
v 0

qui est injective, puisque le troisieme bloc l'est. Cela prouve que f est une immersion en p.
Comme on 'a vu lors de la démonstration du théoreme de Whitney, une immersion qui est un
homéomorphisme sur son image est un difféomorphisme sur une sous-variété. [



Chapitre 31

Les espaces cotangent et tangent

31.1 L’espace cotangent et la différentielle d’une fonction
Nous commencons par définir ce qu’est une fonction de différentielle nulle

Définition 31.1.1 Soit f une fonction de classe C' définie au voisinage d’un point m d’une
variété. Nous dirons que f est de différentielle nulle en m si et seulement si elle vérifie l'une des
propriétés équivalentes suivantes

(i) Il existe des coordonnées X = (x1,...,xy) tel que f = F(x1,...,2,) au voisinage de m avec
dX(m)F =0.
(i) Pour toutes coordonnées X = (x1,...,x,) si F est définie par f = F(x1,...,x,) au voisinage

de m alors dx (m)F" = 0.
L’équivalence entre les deux propriétés est facile.

REMARQUES : Nous laissons en exercice le soin de montrer qu'une fonction f sur un espace affine
est de différentielle nulle en m si et seulement si il existe
— un entier k,
— des fonctions h; s’annulant en m, dérivable en m et définies au voisinage de m, et des fonctions
€; pour i € {1,...k} également définies au voisinage de m
telle que au voisinage de de m on ait

Nous pouvons donc alternativement définir une fonction comme étant de différentielle nulle en un
point d’une variété par la méme condition. Ceci nous évite de parler de coordonnées.

Nous avons alors la proposition immédiate

Proposition 31.1.2 L’espace E(m,U) des fonctions définies sur un voisinage U de m, nulle en
m et de différentielle nulle est un sous-espace vectoriel de l’espace G(m,U) des fonctions de classe
C' s’annulant en m et définie sur U de m. De plus, si V est un voisinage de m inclus dans U,
alors la restriction donne un isomorphisme de G(m,U)/E(m,U) avec G(m,V)/E(m, V).

DEMONSTRATION : le point délicat est la surjectivité de la restriction : elle s’obtient en utilisant
une fonction cloche constante au voisinage de m et de support dans V. O

Ceci nous permet de proposer la définition suivante

183
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Définition 31.1.3 [ESPACE COTANGENT ET DIFFERENTIELLE] Avec les motations de la propo-
sition précédente, l'espace cotangent de la variété M en m, noté T M est l’espace vectoriel
G(m,U)/F(m,U). La différentielle d’'une fonction f de classe C' définie au voisinage de m -
notée d,, f — est alors la classe de f — f(m).

On remarque en particulier que la différentielle d’une constante est nulle et que d(fg) = fdg +
gdf.

Le théoreme suivant permet de comprendre ce qu’est ’espace cotangent et la différentielle d’une
fonction.
Théoréme 69 Soit X = (x1,...,x,) des coordonnées au voisinage d’un point m. Alors

(dmz1,y .. dmey)

est une base de T M. En particulier dim T}, M = dim M. De plus si f = F(z1,...,2y), alors

oF
dinf = Z o

dm X;).
(o L (@)

Définition 31.1.4 [DERIVEES PARTIELLES] Les dérivées partielles de la fonction f en m par
rapport au coordonnées x; sont les composantes de df dans la base dx;. Elles sont notées %

de telle sorte que l’'on a

)
dpf = Z a—i mdm(a:i).

D’apres la proposition précédente, si f = F(x1,...,x,) alors
of OF ( )
= T1yennyTn).
83% 8351 1, sy bn

Corollaire 31.1.5 Si une fonction f a un mazimum ou un minimum local en m alors d,, f = 0.

31.2 L’espace tangent et les courbes

Définition 31.2.1 L’espace tangent de la variété M en m, noté T,, M est l’espace vectoriel dual
de Uespace cotangent. Ces éléments sont les vecteurs tangent. On note d f,,(u) la valeur du vecteur
tangent u appliqué a la différentielle d,, f.

31.2.1 Exemples de vecteurs tangents
Soit X = (x1,...,x,) des coordonnées au voisinage d’un point m. On note alors (8%1, sy 72)
la base duale de (d,,x1,...,dmxy,), de telle sorte que

8\ of

Définition 31.2.2 [VECTEUR TANGENT A UNE COURBE] Soit ¢ une courbe C* & valeurs dans M
telle que c(tg) = m. Le vecteur tangent & la courbe ¢ en g, noté ¢(to), est le vecteur défini par

df o
dfm(Elto)) = J;t ¢ g

Nous avons alors
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Théoréme 70 [VECTEURS TANGENTS ET COORDONNEES LOCALES| Tous les vecteurs sont des
vecteurs tangents d une courbe. Soit X = (x1,...,x,) des coordonnées au voisinage de m. Soit ¢
une courbe telle que c(to) = m. Si on pose ¢; = x;(c) alors

(to) = Zéi(tO)ﬁii'

K2

Si f est une fonction, alors

af(ete) = Y éitto) 5

)

31.2.2 Espace tangent a une sous-variété

Si N est une sous-variété de M, on identifiera l’espace tangent & N en m a un sous-espace
vectoriel de 'espace tangent a M. Plus précisément, I’espace tangent a N est identifié a ’ensemble
des vecteurs tangents aux courbes tracées sur V.

31.3 Application tangente et cotangente

Soit ¢ une application de classe C'! définie au voisinage d’un point m d’une variété M & valeurs
dans une variété N.

Définition 31.3.1 I existe une unique application linéaire, appelée application tangente a ¢ et
notée T,,¢ définie de T, M a valeurs dans Ty, N, vérifiant

dgm)f © Trnd = dm(f 0 9).

De méme, il existe une unique application linéaire, appelée application cotangente a ¢ et notée
Tr ¢ définie de TZ(m)N a valeurs dans T, M, vérifiant

Trd(dgm)@) = dim(f 0 ¢).
L’application cotangent est la transposée de la tangente.
La proposition suivante résume aussi les propriétés importantes de ’application tangente.

Proposition 31.3.2 Soit ¢ et ¥ des applications différentiables.
(i) Nous avons Ty, (¢ o) = Tyimyd o Tmib.
(ii) Si c est une courbe, alors T, P(¢(to)) = (¢ o ¢)(to).

(i11) Soit X = (x1,...,%,) des coordonnées au voisinage de m. Soit Y = (y1,...,Yyp) sont des
coordonnées au voisinage de ¢(m). Posons ¢; = y;(¢). Alors les coefficients de la matrice de
9(9;)

Tm¢ dans les bases associées aur coordonnées sont —5 .
k2

Enfin I’analogue des théoréemes d’inversion locale et des submersions immersions se reproduit
dans le cadre des variétés.

Théoréme 71 Soit ¢ une application différentiable.

(i) On suppose que Uapplication tangente a ¢ en m est inversible, alors ¢ est une difféomorphisme
au voisinage de m

(i) Une application ¢ est une submersion en m si et seulement si T,,¢ est surjective.

(iii) Une application ¢ est une immersion en m si et seulement si T,,¢ est injective.



Chapitre 32

Formes différentielles

32.1 Formes différentielles de degré 1

32.2 Définitions et premieres propriétés

Définition 32.2.1 [FORME DIFFERENTIELLE DE DEGRE 1] Une I-forme différentielle ou forme
différentielle de degré 1 sur une variété M est une application w : m — w,, définie de M dans
T*M telle que pour tout m de M on a wy, € T) M.

REMARQUES :
1. La différentielle d’une fonction f définie par

df :z — d,f,

est une 1-forme différentielle.
2. Si «a et B sont deux 1-formes différentielles. La somme o + 8 définie par

atf:m — am + Bm

est une 1-forme différentielle.
3. Si f est une fonction et w est une 1-forme différentielle le produit

fw:m—= f(m)wpn,

est également une 1-forme différentielle.

4. Si w est une forme différentielle et (z1,...,z,) des coordonnées au voisinage U d’un point
m. Il existe des fonctions uniques w; définies sur U telles que

n
w= g wj.dz;.
i=1

Cette derniére remarque nous permet de donner un sens a la notion de 1-forme différentiable.

Définition 32.2.2 [FORME DIFFERENTIELLE LISSE| Nous dirons qu’une I-forme différentielle w
est de classe C* au voisinage du point m, s’il existe des coordonnées (x1,...x,) telles qu’au voi-
sinage de m mous ayons

w=Y fudz, (32.1)
i=1

pour des fonctions f; de classe C* au voisinage de m. Nous dirons qu’un I1-forme différentielle est
de classe C* si elle est de classe C* au voisinage de tout les points de la variété M.

186
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Comme précédemment nous remarquons

REMARQUES :

1. La somme de deux 1-formes différentielles de classe C* au voisinage d’un point est de classe
C* au voisinage d’un point.

2. Le produit d’une fonction et d’une forme de classe C* au voisinage d’un point est de classe
C* au voisinage de ce point.

3. Siw est de classe C* au voisinage de m alors pour toutes coordonnées (1, . . ., x,) au voisinage
d’un point, nous avons

w = Zfzdajz, (322)
i=1

pour des fonctions f; de classe C* au voisinage de ce point.

Définition 32.2.3 Nous notons Q' (M) l’espace des formes différentielles de classe C°° sur M.
L’espace QY (M) est un espace vectoriel. La multiplication par les fonctions C* lui donne la struc-
ture d’un module sur l’anneau C*°(M) des fonctions de classe C* sur M.

Les différentielles de fonctions jouent un réle particulier et nous dirons

Définition 32.2.4 [FORMES EXACTES| Nous dirons qu’une I1-forme différentielle est exacte si elle
est la différentielle d’un fonction.

32.2.1 Intégration des formes différentielles

Définition 32.2.5 [INTEGRATION SUR UN CHEMIN] Soit ¢ : [a,b] — M un chemin de classe C*
par morceaur sur M et w une 1-forme différentielle définie sur M. L’intégrale de w sur c est le

nombre réel .
/w ::/ wc(t)(c'(t))dt

Nous vérifions que si f est une fonction alors

/ df = f(c(b)) — f(cla)).

En particulier, si ¢ est un lacet, c’est-a-dire si ¢(a) = ¢(b), alors pour toute forme exacte w nous

avons
/w =0.
C

1. si ¢ est un difféomorphisme croissant de [a, b] on a

fe= e
2. Soit w = xdy définie sur R?. Montrez en utilisant des carrés que w n’est pas exacte.

3. Soit df = z1>dy — -z zdy définie sur R2\ {(0,0)}. Calculer I'intégrale de d sur le chemin
c:[0,0) — R? définie par

EXERCICE :

s — (cos(s),sin(s)).

Montrez que df n’est pas exacte. La notation ”df” est standard mais est un abus de langage :
il n’existe pas de fonction 6 bien définie sur R? \ {(0,0)} dont df serait la différentielle.
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32.2.2 Formes exactes et différentielle des formes

Quand une forme différentielle est-elle exacte ? Dans des coordonnées une condition nécessaire
est donnée par le lemme de Schwarz : si w est une 1-forme différentielle exacte, alors pour tout
systéme de coordonnées (z1,...,Z,) nous avons

Ow;  Ow;
6a:j B 8.1‘1'7

ou les fonctions w; sont définies par
n
w = g w;dx;.
i=1

Autrement dit une condition nécessaire d’exactitude s’obtient en différenciant les composantes de
w.

A ce stade, nous pouvons faire un certain nombre de remarque qui justifient les constructions
que nous allons faire par la suite

REMARQUES :

1. Un bref calcul montre que cette condition nécessaire est indépendante du choix des coor-
données. Ceci suggere fortement qu’il doit y avoir une maniere élégante — c’est-a-dire sans
choix de coordonnées — d’énoncer cette condition nécessaire.

2. Cette condition nécessaire est suffisante pour M = R? : si w est une 1-forme sur R? telle que

dw, . s
86“?; = 5‘9’6 ¥ alors la fonction f définie par

T Y
Fay) = / oy (1, 0)dt + / oy (i, 5)ds,

vérifie df = w.

3. Cette condition n’est pas suffisante sur R? privé d’un point : la forme df définie dans I’exercice
précédent vérifie cette condition nécessaire. Pourtant elle n’est pas exacte. Nous verrons que
la présence du "trou” est responsable de cette situation.



Chapitre 33

Formes différentielles et
différentielle extérieure

33.1 Rappels d’algebre linéaire

33.1.1 Formes multilinéaires alternées

Soit E' un espace vectoriel de dimension n. Une forme multilinéaire alternée de degré p — ou
p-forme extérieure —est une application multilinéaire w : EP — R"™ telle que pour toute permutation
o de ensemble {1,...,p} on ait

W(Ug(1ys - Uo(p)) = €(0)w (U1, ..., up).

L’ensemble des forme extérieures de degré p est un espace vectoriel que I'on note AP(E*). Cet

espace est de dimension ﬁip)!. Notons en effet Z(p) ’ensemble des multi-indices ordonnés d’ordre

p, c’est-a-dire de p-uplets I = (iy,...,ip) avec 1 < iy < ... < i, < n. Alors, si (e!,...,e") est une
base de E, une base de A”(E*) est donnée par les formes e; pour I dans Z(p) définies par

6[(€i1, . .,eip) = 1,

et
6[(€j1, .. .,ejp) = 0,

Si {Zl,,Zp} 7é {j17~-- ,_]p}
On remarque en particulier que dim A”(E*) = 0 si p > n et que dim AP(E*) = dim \" " (E*)

33.1.2 Produit intérieur

Définition 33.1.1 Si v est un vecteur de E et w une p-forme extérieure, le produit intérieur de
w par v noté L,w est la (p — 1)-forme définie par

Low (UL, . .. ,Up—l) =w(v,uq,... 7up—1)'
Pour calculer le produit intérieur efficacement, il suffit de remarquer que si (eq,...,e,) est une
base de E et (e!,...,e") la base duale, alors

ter€] N ... Nep=ea N...A\eg.

189
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33.1.3 Produit extérieur

Nous définissons le produit extérieur de deux formes de degré 1 o et 8 comme la 2-forme a A 8
définie par
a A B(u,v) = au)B(v) — a(v)B(u).
Nous admettrons que ce produit extérieur s’étend de maniére unique en une application bilinéaire
(a, B) — a A B de NP(E*) x A¥(E*) dans A*™"(E*) qui vérifie les propriétés suivantes

(@AB)Ay = an(BA7) (33.1)
aAB = (—1)des(@)-desB)g A ¢ (33.2)
On vérifie enfin que si I = (i1,...,4p), J = (j1,...,7q) avec

1< <.y <J1...0¢g <1,

alors
efNej=eruJ-

En particulier
er = e;, /\.../\eip.

33.1.4 Induction

Si A est une application linéaire de E dans F', elle défini une application linéaire dite induite
et noté A* de A\P(F*) dans A\"(E*) définie par

(A*w)(u1, ... up) = w(A(ur), ... Aluy)).

On vérifie alors que

A'(anNB) = A'aNAB, (33.3)
A o B* = (BoA), (33.4)
A (taw (W) = tu(Aw). (33.5)

33.2 Formes différentielles

Nous allons procéder pour les p-formes comme pour les 1-formes. Soit A”(T*M) = | |,,,crs A" (T3, M).
Définition 33.2.1 Une p-forme différentielle est une application w : m — wy,, défini de M a
valeurs dans NP (T*M) telle que pour tout m, on a w,, € NP(T:,M).

REMARQUES :
— si a et 8 sont deux formes différentielles, on définit leur produit extérieur a A 8 par
alApB:m— o, A Bm.
Si elles ont le méme degré, on définit leur somme par
a+ B :m— apy + Bm.

- Si X = (x1,z,) sont des coordonnées sur une ouvert U, et w une p-forme, il existe des
fonctions uniques wy appelées composantes définies sur U, ou I appartient a I’ensemble Z de
multi-indices d’ordre p telles que
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— Par convention, une fonction est une forme de degré 0.

De maniere analogue a la situation en degré 1, nous avons

Définition 33.2.2 [FORMES DIFFERENTIELLE LISSE] Nous dirons qu’une p-forme différentielle
w est de classe C* au voisinage du point m, s’il existe des coordonnées (x1,...x,) telles qu’au
voisinage de m, les composantes de w sont de classe C* au voisinage du point m. Nous dirons
qu’un 1-forme différentielle est de classe C* si elle est de classe C* au voisinage de tout les points
de la variété M.

Comme précédemment nous remarquons

REMARQUES :

1. La somme de deux p-formes différentielles de classe C* au voisinage d’un point est de classe
C* au voisinage d’un point.

2. Le produit extérieur de deux formes différentielles de classe C* au voisinage d’un point est
de classe C* au voisinage de ce point.

3. Siw est de classe C* au voisinage de m alors pour toutes coordonnées (1, . . ., x,) au voisinage
d’un point, les composantes de w sont de classe C* au voisinage de ce point.

Définition 33.2.3 Nous notons QP (M) Uespace des p-formes différentielles de classe C*° sur M.
L’espace QP(M) est un espace vectoriel. L’espace vectoriel

p=n
(M) = P (M),
p=0
est une algebre pour le produit extérieur.

33.2.1 Un exemple de forme de degré 2

Nous allons donner sous forme de remarque un exemple important de forme de degré 2. Soit w
une 1-forme. Soit X = (z1,...X,,) des coordonnées au voisinage de m. Notons dw” la forme de
degré 2 définies au voisinage de m par

Ow;  Ow;
X _ j _ OWi , .
dw® = g (axi &Ej) dx; A dx;.

i<j

Un calcul laborieux — que nous ferons plus tard de maniere intelligente — montre alors que si Y est
une autre systeme de coordonnées au voisinage de m nous avons

dw® = dw?. (33.6)

Nous pouvons alors définir de maniere non équivoque la différentielle dw de w comme la 2-forme
définie au voisinage de tout point m par

dw = dw?,

pour un systeme X de coordonnées au voisinage de m. Le lemme de Schwarz se traduit alors par
I’équation
d(df) =0.
Nous avons mené a bien un de nos projets : trouver une condition nécessaire pour qu'une forme
soit exacte.
Bien str une nouvelle question se pose : sous quelle condition une 2-forme est-elle de la forme
dS ? Dans le prochain paragraphe nous allons généraliser la construction que nous venons de donner.
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33.3 Différentielle extérieure

Définition 33.3.1 Nous dirons qu’une application linéaire d définie de Q*(M) dans lui-méme,
envoyant QP (M) dans QPTL(M), est une différentielle extérieure si elle étend la différenticlle des
fonctions et si

— pour toute forme a nulle au voisinage d’un point, da est nulle au voisinage de ce point

— pour toute forme a de degré p — 1, pour toute fonction f nous avons

d(f.da) =df Ada. (33.7)
Nous allons démontrer le théoréme suivant
Théoréme 72 I existe une unique différentielle extérieure sur toute variété M

Nous montrons 'unicité puis I’existence de la différentielle extérieure.

33.3.1 Unicité de la différentielle extérieure

Dans cette section, soit d une différentielle extérieure Nous nous proposons de démontrer les
propriétés suivantes

Proposition 33.3.2 (i) Pour toute famille de fonctions fi,..., fr avec k < p, on a

Afi A...dfy =d(fdfa A ... Adfs).

(i) Sixi1,...,x, sont des coordonnées définies au voisinage de m et si
w= g wr.dxy,
I€Z(p)

alors au voisinage de m

Le premier point suit d’une récurrence sur k. Le deuxiéme est une conséquence immédiate du
premier.

Comme corollaire immédiat de la derniere propriété, nous obtenons I'unicité puisque la différentielle
extérieure est donnée par une formule explicite dans des coordonnées locales :

Corollaire 33.3.3 [l existe au plus une différentielle extérieure sur une variété M.

Démontrons la proposition

DEMONSTRATION : Montrons tout d’abord que si fi,..., fx, avec k < p + 1, sont des fonctions,
alors

dfl/\.../\dfk:d(fldfg/\.../\dfk))

Montrons ceci par récurrence sur k. Cette propriété est évidemment vrai pour k = 1. Par ailleurs,
si la propriété est vraie au rang kK — 1, on a

dfa A .. Adfy = da,

oll
a= fodfs A... Adf.

En appliquant (33.7), on a bien

d(fidfa A . Adfr) =d(fi Ada) =dfi Ada=dfi AL Adf.
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I ne reste plus qu’a montrer la derniére propriété. Soit donc (z1,...,,) des coordonnées au
voisinage d’un point m et w qui s’écrit

w = wadxl, (338)
1

au voisinage de m. En multipliant par une fonction plateau on construit des fonctions — également
notées x; et wy définies sur M tout entier qui coincident avec les précédentes au voisinage de m,
et qui vérifie ’égalité (33.8) au voisinage de m.

Nous savons alors d’apres la premiere propriété et la linéarité de d que

d Z wrdxy = Z dwr Ad (2, (dziy Ao Aday,)) (33.9)
I€Z(p) 1€Z(p)

= ) dwAdar. (33.10)
IeZ(p)

Enfin, comme ) 1ez(p) ¥ rdx; et w coincide au voisinage de m, leur image par d coincident également
au voisinage de m. [J

33.3.2 Existence de la différentielle extérieure
Commencgons par montrer le résultat suivant

Lemme 33.3.4 Soit (U, (z1,...,x,)) une carte au voisinage d’un point, alors Uapplication linéaire
dX définie pour tout k par

dX Z wrdzr | = Z dwy A day,

I€Z(k) I€Z(k)

est une différentielle extérieure sur U

DEMONSTRATION : Soit

w= Z wrdey.

IeZ(k)
Alors
d¥(fdw) = d¥ | Y fdwsAday (33.11)
I€Z(k)

= aX Z“” A dzg (33.12)
= Zd ( > Adxz; Adzg (33.13)
= awldf/\dx Adz +Zf a2 A day A da (33.14)

- (9 i I Basl i I .
_ A Z dwy dxl ANdzp + f Z o de Adxz; A dag (33.15)

82w[ 0 wr

= dfArd - dz; Adz; Ad 1

fA w+l; (8%89@ 83@3-8:5,») z; Adz; Adz; (33.16)

= df Ad¥w. (33.17)
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Nous avons bien montré que d¥ est une différentielle extérieure O

Nous en déduisons alors
Proposition 33.3.5 Soit (U, X) et (V,Y) des ouverts de cartes. Nous avons dX = d¥ au voisinage
de tout point de U NV.

DEMONSTRATION : Ceci suit de la deuxiéme partie de la proposition 33.3.2 appliqué & la variété
unv. O

Nous pouvons construire alors la différentielle extérieure en posant dw = d¥w, au voisinage
d’un point m, pour des coordonnées définies au voisinage de m.

33.4 Formes différentielles induites

Définition 33.4.1 Soit M et N deuz variétés et F une application C*° de M dans N. Si w est
une p-forme sur N, la forme induite par F' est la forme

F*w:m — (TmF)*wF(m)-
En particulier, on a

(F*w)m(u, - up) = Wpim) (TmF(u1), ..., Ty ' (uyp)).

REMARQUES :

1. On remarque que si « est une forme C> qui s’écrit

Oé:fldfg/\.../\dfp.

Alors
Fra=(fioF)d(fao F)A...ANd(fpo F),

et en particulier F*«a est C*°. Comme toute forme C'°° est combinaison linéaire localement
de fonction sous la forme fidfa A...dfp, ceci nous garantit que la forme induite d’'un forme
C est bien C*°.

2. Si F' est une application de R™ dans lui-méme
F*(dxy A ... Adxy) = J(F)dzy A ... Aday,

ou J(F) : x — det(D,F) est le jacobien de F.

33.5 Un premier formulaire

Le théoréme suivant réunit les propriétés importantes de la différentielle extérieure

Théoréme 73

d(da) = 0, (33.18)
d(F*a) = F*da, (33.19)
dlanB) = daAB+(—1)de@gnp, (33.20)
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DEMONSTRATION : Soit o forme de degré k avec k < p—2, soit 4 la fonction qui vaut constamment
1. Alors
d(da)) = d(¢¥da) = dyp Ada = 0.

Remarquons que si f est une fonction, F*df = d(f o F).
Ensuite, par linéarité, il suffit de la vérifier la deuxieme propriété, pour une forme « qui s’écrit

o= fidfa A o AdSp,

puisque toute forme localement est sous de forme qui admettent cette écriture. Alors

Fra=(fioF)d(fao F)A...Ad(fpoF).
En particulier
d(F*a) =dfioFAdfso FA...dfpoF = F*dfi AdfaA...dfp, = F*do.
Démontrons la derniere propriété. A nouveau, il suffit de le vérifier par récurrence pour

a= fdag B =gdpo

On a alors puisque par récurrence dag A df3y est exacte :

dlanp) = d(fgdagAdpbo)

gdfao AdBo + fdgao A dfo

(dfan) A (gdBo) + (—1)%) (fdag) A (dg A dBo)
da A B+ (—1)de@q A B,

33.21
33.22
33.23
33.24

P
—_ O — —

O

33.6 Champ de vecteur et produit intérieur

33.6.1 Champ de vecteurs

Nous commencons par reproduire un schéma connu.
Définition 33.6.1 (i) L’espace tangent a¢ M est
TM = | | TnM.
meM

(i1) Un champ de vecteur est un application £ : m — &,, de M dans TM telle que pour tout m,
&m appartienne a T,, M.

(i) Un champ de vecteur & est de classe C*° sur M au voisinage de m s’il s’écrit

=n 8
§= Zfi%’
i=1
pour un systeme de coordonnées (x1,...x,) au voisinage de m et des fonctions &; de classe
COO
(iv) L’espace vectoriel de champs de vecteurs de classe C*° sur M est noté £>°(M).

33.6.2 Produit intérieur

Nous pouvons maintenant définir le produit intérieur

Définition 33.6.2 Le produit intérieur de la p-forme w et du champ de vecteur £ est la p—1-forme
Lew définie par
(tew)m = te,,wWim-

On vérifie en utilisant de coordonnées locales que si £ et w sont C'°° alors tew est aussi C*°.
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33.6.3 Dérivation en un point

Nous allons introduire un nouveau point de vue sur les champs de vecteurs.

Définition 33.6.3 Une dérivation en un point m d’une variété M est une application linéaire O
de C°(M) a valeurs dans R telle que

(i) Of =0 si f s’annule au voisinage de m,
(ii) (fg) = f(m)dg + g(m)df.
Nous avons alors
Proposition 33.6.4 Un vecteur tangent X en mg définit une dérivation Ox par Ox = f —

dfim, (X). Réciproquement toute dérivation provient d’un vecteur tangent en my.

DEMONSTRATION : Soit  une dérivation en mg. Soit (z1,...,x,) des coordonnées au voisinage de
myo telles que x;(mg) = 0. Si f est une fonction C* on peut écrire au voisinage de my

f= Z %(mo)xi + Z hiz;,

ou les fonctions h; s’annulent en mg. Nous en déduisons que

of = Z; Sf, (mo)(9:).

K2

Soit donc X le vecteur tangent en m défini par

=n a
1=1
Alors, pour toute fonction f,
i=n o
aF(X) =Y (@) 2L = oy,

Nous venons de montrer que toute dérivation provient d’'un vecteur tangent. [



Chapitre 34

Lemme de Poincaré et
cohomologie

34.1 Présentation

Définition 34.1.1 Nous dirons qu’une forme différentielle est fermée si sa différentielle extérieure
est nulle, et nous dirons qu’elle est exacte si elle est la différentielle d’une forme. Nous dirons enfin
que deuz formes sont cohomologues si leur différence est exacte.

Toute forme exacte est fermée car d o d = 0. La réciproque dépend de la forme de I'espace comme
nous Pavons vu dans le cas de R? et R? \ {(0,0)}.

34.1.1 Espace contractile et homotopie

En anticipant sur une définition plus générale, nous dirons qu’une application — ou un objet
comme une forme différentielle — est C> sur [0, 1] x M, si il est la restriction d’un objet C'*° défini
sur [—e, 1+ €] x M.

Définition 34.1.2 Nous dirons que deuzx applications F' et G de classe C*° de M dans N sont
homotopes sl existe une application H — appelée homotopie — de classe C* de M x [0,1] dans
N telle que H(m,0) = F(m) et H(m,1) = F(m).

Définition 34.1.3 Nous dirons qu’une variété M est contractile si l’identité est homotope a une
application constante.

REMARQUES :

1. L’espace R™ est contractile de méme que tout ouvert étoilé de R™. La contraction H est
donnée par H(s,m) = sm.

2. Nous verrons plus tard qu’'une variété compacte n’est jamais contractile.

34.1.2 Lemme de Poincaré et formule d’homotopie
Notre but est de montrer le lemme de Poincaré

Lemme 34.1.4 [POINCARE] Si M est contractile, alors toute forme fermé de degré non nulle est
exacte.

Ce lemme est une conséquence de la
Lemme 34.1.5 [FORMULE D'HOMOTOPIE| Soit F' et G deuz applications homotopes de M dans

N. Soit w une forme fermée sur N. Alors F*w et G*w sont cohomologues.

197
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Montrons que la formule d’homotopie entraine le lemme de Poincaré. Soit P une application
constante. Soit w une forme fermée. Alors Id* w — P*w est exacte. Or P*w = 0 et Id* w = w. Le
lemme de Poincaré suit.

Avant de démontrer la formule d’homotopie nous avons besoin de décrire les formes différentielles
sur M x [0, 1]

34.2 Démonstration de la formule d’homotopie

Introduisons quelques notations :

34.2.1 Formes différentielles sur M x [0, 1]

— Pour tout m de M, notons ¢,, la courbe tracée sur M donnée par v — (m, ). Nous noterons
O le champ de vecteur sur M x [0, 1] défini par

O (m, ) = ém(s),

— Nous noterons également ¢ la projection de M x [0,1] sur le deuxiéme facteur et dt sa
différentielle. On a dt(9;) =1
— Pour tout ¢, nous noterons enfin j; l'injection de M dans M x [0,1] donné par m — (m,t)
Précisons les notations dans le lemme suivant. Si 3 est une forme M x [0,1], j;8 devient une
famille dépendant d’un parametre de forme sur M, on pose alors pour tout m

S
— a:m — Q)
| as| U

s=t

Lemme 34.2.1 [UN CAS PARTICULIER DE LA FORMULE DE LIE-CARTAN] Soit o une forme sur
M x [0,1] alors

d
I j,:Ol :j:LadeV-f—j:d(LatO[). (341)
du uU=s 4

DEMONSTRATION : Soit (U, (21, ...,2,)) une carte sur M. Nous allons raisonner dans U x [0, 1].

Pour éviter les confusions, nous noterons #;, la fonction z; vu comme fonction sur M x [0, 1],
de telle sorte que pour tout s, j¥dz; = dz;.
Supposons « de degré p. Nous pouvons écrire

a=dtA | > af(X,s)dir |+ Y ef(X,s)diy.
IeZ(p) JeI(p—1)

Nous observons que ts,a = g et que

Jra=jiag = Z ol (X, s)dx .

JET(p—1)

Nous obtenons donc
d(jsra,) = d(jsao), (34.2)
= Z gaf (X, s)dx; Aday. (34.3)

I€Z(p),i
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Par ailleurs,

da} . .
da = > | ax?(X,s)dxi/\dt/\de (34.4)
I€Z(p),i
daj . . oo .
+ ) Z 7, (X,s)di; Adig+ 5 (X 8)dt A di. (34.5)
JeI(p—1) i JEZ(p-1)
Ainsi
dal dal
o, da = > 7 (X,9)di; — > L(X, 5)di; A dér, (34.6)
JEL(p—1) rezpya O
et
- 80&{ 8046
Jrgda = Z W(X,s)dxy— Z - (X, s)dz; Adzy. (34.7)
JET(p—1) I€Z(p),i Li

En conclusion

) I
jid(io,0) + jlgda = > %(X,s)de, (34.8)
JEL(p—1),i
al
= @uzsjuoz. (34.9)

La démonstration de notre formule est terminée. O

Nous généraliserons plus tard la formule de Lie-Cartan dans le lemme 37.3.2. Nous utilise-
rons alors le cas particulier démontré ci-dessus. En exercice, nous proposerons une démonstration
indépendante utilisant une récurrence sur le degré de la forme; cet exercice peut se faire des
maintenant.

EXERCICE : Nous proposons en exercice une approche plus conceptuelle de la formule de Lie-Cartan.
La démonstration se fait par récurrence sur le degré de la forme «

1. Montrez la formule pour k = 0.

2. Supposez vraie la formule pour toute les formes de degré k, montrez la formule de Lie-Cartan
pour les formes de degré k + 1 qui s’écrivent fda avec f une fonction et a de degré k. On
utilisera la propriété fondamentale de la différentielle extérieure : d(fda) = df A da.

3. Conclure.

34.2.2 Un cas particulier de la formule d’homotopie

Nous allons démontrer un cas particulier mais plus précis de la formule d’homotopie qui en-
trainera la cas général. Nous montrons

Lemme 34.2.2 Soit H défini de Q¥TH(M x [0,1]) dans QF(M) par

1
H(B) = / j*10,Bds.

Alors pour toute forme o définie sur M x [0,1] nous avons

jia—jia=d(Ha)+ Hd(a).
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DEMONSTRATION : En effet

jia—joa = /01 % uzsj;;ads, (34.10)
= /1 Jsto,da+ d(j5ee,a)ds, (34.11)
01 .
= / Jata,dads +d </ j:@tads> , (34.12)
= h?d(a) + d(H(@). i (34.13)

O

34.2.3 Preuve de la formule d’homotopie

Nous considérons une homotopie F' entre Fy et Fi. Autrement dit,

FO = FojOa
Fy = Foj.
Nous en déduisons que
Fia—Fja=d(H o F*(a)) — H o F*da.

Le lemme suit de cette observation.

34.3 Cohomologie de Rham

Définition 34.3.1 Le k-éme groupe de cohomologie de Rham de la variété M — noté H*(M) -
est le quotient des formes fermées de degré k par les formes exactes :

HY(M) = {w e QF(M) | dw = 0} /{da | a € Q71 (M)}.

Siw est une forme fermée, nous noterons [w] sa classe de cohomologie, c¢’est-a-dire sa projection
dans H*(M)

Le k-éme nombre de Betti de la variété M — noté b*(M) — est la dimension de son k-éme
groupe de cohomologie de Rham.

REMARQUES :

1. Le nombre de composantes connexes de M est b°(M).

2. Le lemme de Poincaré nous dit que pour une variété contractile M, b*(M) = 0 pour k > 0.
3. Un théoreme de Rham affirme que les nombres de Betti d’une variété compacte sont finis.
4

. Par définition deux formes sont cohomologues si leur classes de cohomologie sont égales.

Introduisons de nouvelles notions relatives a I’homotopie

Définition 34.3.2 Une application F de classe C*° d’une variété M vers une variété N est une
équivalence d’homotopie sl eziste une application C*° de N dans N telle que G o F' est homotope
a Uidentité dans M et F o G est homotope a Uidentité de N. Une sous-variété N de M est un
retract par déformation de M si il existe une application R de M x [0,1] dans M telle que

(i) Pour tout m de M, R(m,0) = m.
(i) Pour tout n de N et tout t, R(n,t) = n.
(#ii) Pour tout m de M, R(m,1) appartient & N.
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REMARQUES :

1. L’injection d’un retract par déformation est une équivalence d’homotopie.
L’injection d’un point dans une variété contractile est une équivalence d’homotopie.
L’application m +— (m,0) est une équivalence d’homotopie de M dans M x] — 1, 1].

Un difféomorphisme est une équivalence d’homotopie.

St

La composée de deux équivalences d’homotopie est une équivalence d’homotopie.

La proposition-définition suivante est une conséquence de 1’égalité d o F* = F* od et sa
démonstration est laissée en exercice

Proposition 34.3.3 Soit F' une application C* d’une variété M dans une variété N. Il existe
alors une unique application notée [F*| et dite induite en cohomologie par F' — ou F* lorsqu’il n’y

a pas d’ambiguité — définie de H*(N) dans H*(M) par

[F*]([w]) = [F*(w)].
Nous avons alors

Théoréme 74 Si F et G sont deux applications C°° homotopes d’une variété M dans une variété
N, alors
[F7] = [G7].

Nous en déduisons immédiatement

Corollaire 34.3.4 Nous avons
(i) Une équivalence d’homotopie induit un isomorphisme entre les groupes de cohomologie.
(i1) Deux variétés difféomorphes ont les mémes nombres de Betti.

(iii) Si N est un retract par déformation de M, M et N ont des cohomologies isomorphes.

DEMONSTRATION : La démonstration du théoréme est une conséquence immédiate de la formule
d’homotopie. [J

34.4 Calculs de cohomologie

34.4.1 La cohomologie du cercle

Soit S! le cercle unité de C.
Nous montrons

Théoréme 75 Nous avons

V(s = 1 (34.14)
bi(shy = 1 (34.15)
(34.16)

DEMONSTRATION : On écrit S = UUV, ou U = S\ {u} et V'\ {u} sont deux ouverts contractiles
telle que UNV = AU B, ou A et B sont deux ouverts connexes disjoints.

Soit w une 1-forme sur S*. Il existe f définie sur U telle que df = w et g définie sur V telle
que dg = w. En particulier f — g est localement constante sur U N'V. Des lors f — g = a sur A et
f—g=0bsur B, ou a et b sont deux constantes réelles.

L’application w — a — b ne dépend pas du choix de f et g, elle ne dépend que de la classe de
cohomologie de w. Nous venons de construire une application J de H'(S!) dans R. On vérifie que
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si J(w) = 0 alors on peut choisir les primitives f et g de fagon & ce qu’elles coincident sur U NV
et en particulier w est exacte.

L’application J est donc injective et puisque H!(S') est non trivial, J est un isomorphisme.
Nous venons de montrer que b'(S?) = 1. Par ailleurs S! étant connexe, b°(S1) = 0. O

Nous notons ¢ I'application définie de [0, 1] dans S par c(t) = €2'™*. Remarquons que

/Cdfzo.

En particulier 'application [¢] : H'(S') — R qui & [w] associe [, w est bien définie.

Proposition 34.4.1 L’application [c] est un isomorphisme

DEMONSTRATION : Nous savons que [c] est surjective car fc d# est non nulle. Elle est donc injective
car b'(SY) =1. O

34.4.2 La cohomologie des spheres

Théoréme 76 Nous avons

(s = 1 (34.17)
sty = 1 (34.18)
V(S = 0si0<k<n. (34.19)

On montre tout d’abord H*(S™) = 0si n > 1. On construit ensuite un isomorphisme entre H*(S™)
et HE=1(S"~1) si k > 2. Détaillons cette construction.

On considere deux points u et v de S™. On pose U = S™ \ {u} et V = 5"\ {u}. On remarque
alors que U UV = S™ et que U et V sont contractiles.

La proposition cruciale est la suivante

Proposition 34.4.2 Il existe une unique application J linéaire définie de H*(S™) dans H*=1(UN
V) caractérisée par
J([w]) =B —al.
~ Pour toute forme a € QF~1(U) telle tel que da = w sur U.
~ Pour toute forme 3 € QF~1(V) telle que dB = w sur V

DEMONSTRATION : Avec les notations de la proposition, on remarque que 8 — « est effectivement
fermée. Pour conclure la démonstration, il suffit de montrer que [8 — a] de dépend que de la classe
de cohomologie de w. C’est une vérification que nous laissons en exercice. La linéarité suit de
Punicité. O

Nous avons alors

Proposition 34.4.3 L’application J décrite par la proposition est une bijection si k > 1.

DEMONSTRATION : On utilise la fonction 1) qui vaut 1 au voisinage de u et 0 au voisinage de v.
On remarque que si £ est une forme définie sur U NV alors ¢ est définie sur U et (1 — )¢ est
définie sur V.

Montrons linjectivité de .J. Supposons 3 — a = dv. Alors 8 = 8 + d((1 — ¢)7) est définie sur
Uet & =a—d(yy) est définie sur V. Par ailleurs dB = w sur U et d&d = w sur V. Enfin par
construction B = & sur U NV. Nous obtenons une primitive de w en posant @ = /3’ sur Vetw=ad&
sur U. Autrement dit si J[w] = 0, alors w est exacte et donc [w] = 0.
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Montrons la surjectivité de w. Soit v une k—1 forme fermée définie sur UNV. Posons w = dy A~y
qui est bien définie sur S™ car dy s’annule au voisinage de u et v. La forme w est fermée et on
vérifie alors que J[w] = [y]. O

Comme U NV est équivalent en homotopie & S"~! on en déduite que H"*(S™) est isomorphe
a H*=1(S"~1). Pour achever la démonstration du théoréme 76 par récurrence et se ramener & la
proposition 75 , il suffit de montrer

Proposition 34.4.4 Nous avons b*(S™) =0 sin > 1.

DEMONSTRATION : On raisonne de maniére analogue. Si w est une forme de degré 1. Elle possede
des primitives f et g sur U et V respectivement. Comme U NV est connexe, f — g de différentielle
nulle est une constante k. Une primitive de w est alors définie par ¢ = f+ k sur U et ¢ = g sur V.

0
34.4.3 Cohomologie de R? privé d’un nombre fini de points

La proposition suivante nous permet de compter le nombre d’éléments d’une sous-ensemble du
plan de maniere certes compliquée mais en étudiant seulement le complémentaire de cet ensemble.

Proposition 34.4.5 Nous avons

V'(R2\ {z1,...,7,}) = b (34.20)

DEMONSTRATION : On supposera pour simplifier que z; = (i,0). Nous pouvons écrire
M =R*\{zy,...,z,}) = UNV, (34.21)

ou U et V sont deux ouverts contractiles et ou

i=n
unv = |_| A;,
1=0

pour des ouverts A; connexes. Soit w une forme fermée sur M et f et g deux primitives de w sur
U et V respectivement. On remarque que f — g est localement constante et vaut une constante k;
sur A;. On montre ensuite que ’application

JZ[W]'—)(kl—k07...,kp—k0),

est bien définie de H'(M) dans RP. On remarque alors que J est injective. On montre que J est
surjective soit en utilisant des partitions de I'unité, soit en considérant la forme

Ww; = T;‘d&,

ou T, =x — x — x; est définie de M dans R? et en calculant J(w;). O



Chapitre 35

Orientation et variétés a bord

35.1 Formes volumes et orientation

Définition 35.1.1 [FORME VOLUME] Soit M une variété. Une forme volume sur M est une forme
de degré maximale qui ne s’annule jamais. Deux formes volumes o et B définissent la méme
orientation si a = f.08 ou f est une fonction strictement positive. La classe d’orientation d’une
forme volume est l’ensemble des formes volumes définissant la méme orientation.

REMARQUES :
1. La forme Vol, = dz; A ... Adx,, est une forme volume sur R".

2. Si « et 8 sont deux formes volumes sur une variété connexe, alors soit o a la méme orientation
que (3, soit a & la méme orientation que —p3.

3. Définir la méme orientation est une relation d’équivalence sur les formes volumes.

Définition 35.1.2 [ORIENTATION| Une variété est orientable si elle posséde une forme volume.
Le choix d’une classe d’orientation définit une orientation sur M. L’orientation définie par une
forme volume est celle donnée par sa classe d’orientation. L’orientation opposée de celle définie
par w est lorientation définie par —w.

REMARQUES :
1. Une variété connexe orientable a exactement deux orientations.

2. L’orientation canonique de R™ est celle donnée par Vol,,.

Définition 35.1.3 [ORIENTATION ET DIFFEOMORPHISME] Soit M et N sont deux variétés orientées
par les formes volumes wyr et wy. Un difféomorphisme ¢ de M sur N préserve l'orientation si
¢*wn définit la méme orientation que wyy, il renverse 'orientation si ¢*wy définit [’orientation
opposée a4 wyy -

REMARQUES :

1. Si ¢ est un difféomorphisme d’une variété M connexe alors soit ¢ conserve l’orientation, soit
¢ renverse 'orientation et ceci quelle que soit l'orientation de M.

2. Rappelons que si ¢ est un difféomorphisme de R", son jacobien est défini par

Alors ¢ conserve 'orientation si son jacobien est positif, il renverse ’orientation si son jacobien
est négatif.

204



CHAPITRE 35. ORIENTATION ET VARIETES A BORD 205

La proposition suivante nous donne un critere d’orientabilité

Proposition 35.1.4 Une variété M est orientable si et seulement si il existe un atlas {(U;, X;) }ier
dont les changements de cartes Xj o X; ' conservent l'orientation.

L’orientation associée a un tel atlas est alors celle pour laquelle les coordonnées conservent
lorientation.

35.2 Variétés a bord

35.2.1 Le demi-espace

Définition 35.2.1 [DEMI-ESPACE]
(i) Le demi-espace est
H" := {(x1,...,2,) € R" | 21 < 0}.

(ii) Le bord du demi espace est
OH" := {(z1,...,2,) € R" | 21 =0}
(iii) Si U est un ouvert de H", le bord de U est
oU :=U N oH".

(iv) L’intérieur d’un ouvert U est ouvert de R™ défini par (U) := U \ 0U.

(v) Une fonction — ou une application — continue f définie sur un ouvert U de H" est de classe

C™ si elle est la restriction d’une fonction — ou d’une application — C™ définie sur un ouvert
de R™.

(vi) Un homéomorphisme de U sur V est un difféomorphisme sl est C°° ainsi que son inverse.
Signalons les propriétés intéressantes suivanyes

Proposition 35.2.2 (i) Si ¢ est un difféomorphisme alors ¢p(OU) = d(d(U).

(i) L’application F est C™, si elle est C*° sur int(U) et si ses dérivées partielles s’étendent
continument a U.

35.2.2 Variétés a bord

Nous pouvons maintenant mot pour mot étendre la définition des variétés aux variétés a bord
a en parlant de cartes a bord qui sont des cartes a valeurs dans le demi espace. Il nous reste a
introduire une définition

Définition 35.2.3

Le bord OM d’une variété a bord est l'ensemble de points m de M qui posséde une carte (U, X)
telle que X (m) appartienne au bord de X (U).

REMARQUES :

1. Si m est un point du bord, d’aprés la proposition 35.2.2, pour toute carte (V,Y), Y (m)
appartient au bord de V(Y).

2. Si f est une fonction d'une variété M a valeurs dans R et si y est un nombre tel que f est
une submersion le long de f~1(y) alors f~![y, +oo[ est une variété & bord dont le bord est

)
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3. On peut montrer — c’est le théoreme du collier — que toute variété a bord est obtenu par la
procédure précédente.

On définit alors comme pour les variétés les fonctions, applications, formes différentielles et
champ de vecteurs C*° sur les variétés a bord. Nous identifierons enfin 1’espace tangent au bord
de M en un sous-espace vectoriel de I'espace tangent & M en m. Cet hyperplan vectoriel T,,0M
sépare ’espace vectoriel T,, M en deux composantes que nous pouvons distinguer

Définition 35.2.4 Soit m un point du bord de M et X un vecteur tangent en m.

(i) Le vecteur X est normal si X n’est pas tangent ¢ OM, c’est-a-dire s’il n’appartient pas

TmOM.
(#i) Le vecteur X est normal extérieur si il est normal et s’il existe une courbe ¢ : [0,1] — M telle
que ¢(1) = X.

On montre alors en utilisant des partitions de I'unité

Proposition 35.2.5 Toute variété a bord admet un champ de vecteur normal extérieur le long de
son bord.

35.2.3 Orientation du bord d’une variété a bord

Définition 35.2.6 Soit M wune variété a bord, orientée par une forme volume ). L’orientation
canonique du bord OM est celle définie par txw ot X est un champ de vecteur normal extérieur.

On vérifie alors que l'orientation du bord de H™ donnée par cette convention est celle donnée
par dxo A ... Adx,.
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Intégration des formes
différentielles

36.1 Intégration sur R”

Nous noterons A la mesure de Lebesgue sur R™. Nous introduisons alors la définition suivante

Définition 36.1.1 Soit w = f Vol, une forme de degré mazimale a support compacte sur R™.
Lintégrale de la forme w sur R™ est le nombre réel défini par

/ W= fdA.
n Rn

L’intérét de cette définition est que la formule de changement de variables s’écrit tres simplement

Proposition 36.1.2 [CHANGEMENT DE VARIABLES] Soit ¢ un difféomorphisme préservant ’orien-
tation de U sur un ouvert ¢p(U). Soit w une forme de degré mazimal définie sur U et a support

compact. Alors
/¢*w:/ w.
U »(U)

DEMONSTRATION : Ceci suite de la formule de changement de variables pour les fonctions :

/(fo¢)\J(¢)|dA :/ fdA.
U B(U)
O

36.2 Intégration sur une variété

Soit M une variété orientée — éventuellement & bord — de dimension n. Soit Q7 (M) Iespace
vectoriel des formes différentielles de degré n a support compact.

Théoréme 77 I existe une unique forme linéaire de QP (M) a valeurs réelles

w—>/w,
M

telle que si (U, X) est une carte préservant l’orientation et si w est o support compact dans U alors

/Mw N /X(U)(Xl)*w'

207
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Ceci nous conduit a la définition suivante
Définition 36.2.1 Le nombre fM w est lintégrale de w sur M.

DEMONSTRATION : Le premier point & démontrer est 'unicité. Soit donc {(V;,Y;)}ier un atlas
préservant 'orientation et soit ¢; une partition de I'unité subordonnée a V;. Soit w € Q7 (M) ; nous

pouvons donc écrire
w = E ¢’iw,
i

ol les ¢;.w sont des formes & support dans V;. Soit w — | o w vérifiant les propriétés du théoreme.

Nous avons donc
w P;w
L =2,

iel

> (V) biw. (36.1)

ier Y Yi(Vi)

Or P’équation (36.1) définit de maniere univoque [,, w. Ceci démontre bien I'unicité.
Pour démontrer I'existence, nous allons utiliser ’équation (36.1) pour définir I'intégrale. Soit
donc A = {(V;,Y;, ¢;) }icr comme dans le début de la démonstration et posons

M i€l

Pour conclure, il nous suffit donc de montrer que si (U, X) est une carte et w & support dans U

alors
A
/ (X Yw = / w. (36.3)
X(U) M

Comme (Y;!)*¢;w est & support dans Y;(UNV;), on a par la formule de changement de variables

/ Y ) w = / (Yi—l)*qﬁin/ (XYY piw. (36.4)
Yi (Vi) Y;(VinU) X(VinU)

Ainsi,

/AW Z/X (X7 ¢

M ier /X (VinU)

Z/ (XD piw

ic1 Y X(U)

/ (X H*w. (36.5)
X(U)

La démonstration du théoréme est finie. O

36.3 La formule de Stokes

Notre but est d’énoncer la formule de Stokes et de donner quelques applications dans la section
suivante.

Théoréme 78 [FORMULE DE STOKES| Soit w une forme a support compact sur la variété M.

Alors
/dw:/ w. (36.6)
M oM
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REMARQUES :

1. Cette formule est une généralisation de la formule

b
/ df = £(b) - f(a),

qui est la formule de Stokes en degré 1.

2. Formellement en considérant || W comme un appariement entre M et w, la différentielle
extérieure apparait comme la duale de 'opération ”prendre le bord”.

3. Si le bord de M est vide, la formule de Stokes se lit

/ dw =0,
M

DEMONSTRATION : En utilisant une partition de I'unité et la linéarité de 'intégrale, nous pouvons
supposer que w est a support dans un ouvert de carte. En utilisant les coordonnées et la formule de
changement de variables, nous sommes ramenés a démontrer la formule de Stokes pour une forme
a support compact dans le demi espace.
Nous noterons .
dz; :L%dml/\.../\dxn.

Ainsi,
d(dz;) = 0O,
dIz/\aEIL = VOln,
dojAde, = 0sii#j.

Par convention, le bord du demi-espace est orienté par 2121 =dxy A ... Adx,.
Soit donc w une (n — 1)-forme différentielle & support compact dans H". Nous avons

i=n
i=1

Intégrons tout d’abord w sur le bord du demi-espace. Les formes (ﬁi s’annulant sur I’espace tangent
au demi-espace pour ¢ strictement plus grand que 1, nous en déduisons que

/ w = flcﬁl = fldiL’Q N... dxn. (367)
OH™ OH" OH™

Par ailleurs

dw = il dfl AN (/1;'7,

8 i A\ da:Z

(Z g;]: ) (36.8)

Nous nous intéressons au terme de droite de I’équation ci-dessus. En utilisant le théoréme de Fubini
et en intégrant sur les droites paralleles aux axes, nous avons donc pour ¢ > 1

ofi

oo 0, 1 // /( gi )(ﬁi =0. (36.9)
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La derniere égalité vient de ce que f; est a support compact. Pour ¢ = 1 nous obtenons, toujours
en utilisant que f est a support compact, la formule suivante

/Hn gﬁdzl // /(/0 afld“) dz; = - frdas. (36.10)

En combinant les équations (36.7), (36.8) (36.9) et (36.10), nous obtenons la formule de Stokes. [

36.4 Applications de la formule de Stokes
Nous allons trois donner trois applications différentes de la formule de Stokes, tout d’abord la

formule de Green-Ostrogradski, puis le théoreme du point fixe de Brouwer et enfin nous calculerons
la cohomologie en degré maximal.

36.4.1 Divergence et formule de Green-Ostrogradski

Nous noterons {, ) le produit scalaire de R™. Soit £ = 27 1 "e 2 5, Ul champ de vecteurs sur R”.
Par définition, la divergence du champ de vecteur & est la fonction

div(¢ Z gil

Le lien entre la divergence et la différentielle extérieure est donnée par la formule

d(ee Vol,,) = div(&) Vol,,

dont nous laissons la démonstration au lecteur.
Si © est un ouvert borné de R™ qui est une variété a bord, la mesure d’aire est la mesure donnée
par la forme volume
Aireao = iN VOL,“

ou N est le champ de vecteur normé orthogonal a ’espace tangent au bord de O et dirigé vers
Iextérieur de O.
La formule d’Ostrograski est une nouvelle formulation de la formule de Stokes

Théoréme 79 [FORMULE DE GREEN-OSTROGRADSKI| Soit £ un champ de vecteurs défini sur un
ouvert a bord O, alors

/Odiv(g)Voln:/ (&, N) Airego .

20

DEMONSTRATION : Cette formule suit de la formule de Stokes et de I’observation suivante : en tant
que formes restreintes & O nous avons

ig VOln = <€, N> Aireao .

Cette formule est en fait équivalente a la formule de Stokes pour les ouverts a bord de R™. O

36.4.2 Le théoréeme du point fixe de Brouwer

Soit By, :={u € R™ | ||u|]| < 1} la boule de R™.

Théoréme 80 [BROUWER] Toute application continue de la boule dans elle méme posséde un
point fixe. Autrement dit pour toute application F continue de B, dans elle -méme, il existe x tel
que F(x) = x

La démonstration se fait en trois étapes.
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Rétraction

Nous dirons qu’une application G de B,, dans S"~! = 9B,, est une rétraction si G|g._. est
I’identité. Nous montrons

Théoréme 81 Il n'existe pas de rétraction C> de B,, dans S™~!.

DEMONSTRATION : Soit F' une telle restriction. Soit w une forme volume sur S™~1. Alors

/ w # 0. (36.11)
S’nfl

/ wz/ F*w:/ d(F*w).
Sn—1 Sn—1 B,

Mais d(F*w) = F*(dw) = 0 car w est de degré maximal sur S"~! donc fermée. Nous obtenons la
contradiction en comparant avec 1’équation (36.11). Il n’existe donc pas de rétraction de B,, sur
son bord. [J

Par ailleurs

Le cas lisse du théoréme de Brouwer
Nous montrons

Théoréme 82 Toute application C*> de la boule dans elle-méme posséde un point fize.

DEMONSTRATION : Nous raisonnons par ’absurde et soit G est une application sans point fixe de
la boule dans elle-méme, nous construisons une rétraction F' de B,, dans son bord, en posant

F(z) =y,
ot y est le l'intersection — du c6té de x — de la droite passant par z et G(z) avec le bord de S™~1.
Ceci nous fournit une contradiction.
Approximation et conclusion

Pour conclure, il nous suffit de montrer que s’il existe une application continue G sans point
fixe, alors il existe une application C'*° sans point fixe F' de la bourle dans elle méme. Soit donc G
un application continue sans point fixe de la boule dans elle-méme. Il existe donc un réel € > 0 tel
que pour tout x de By, on a

lz — G(2)|| > 4e.

Soit donc A =1 —¢. Alors G : ¢ — AG(z) vérifie
[ = GA(@)]| = [l = G(2)]| = e[| G(x)]| > 3e.

On sait — par exemple en utilisant une convolution — qu’il existe une application F' de classe C'*°
et e-proche de G, c’est-a-dire que pour tout z de B,,,

[1F(x) = Ga(@)]| < e
Alors F' envoie la boule dans elle-méme :
[F@)] < lGx(@)] +e<A+e=1.
De plus, F' n’a pas de point fixe
1F(z) — x| > |G(z) — zf| = [l — F(z)]| > 2¢ —e = e

Nous pouvons donc déduire le théoréeme du résultat du paragraphe précédent. [J
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36.4.3 Cohomologie en degré maximal
Nous allons montrer le résultat suivant.
Théoréme 83 Soit M une variété connexe orientée. Soit w un forme a support compact de degré

mazximal défini sur M. Alors, il existe une forme a a support compact définie sur M telle que
da = w si et seulement si
/ w=0.
M

Corollaire 36.4.1 Si M est une variété compacte, connexe et orientable de dimension n alors
b"(M) = 1. En particulier, une variété compacte orientable n’est jamais contractile.

Nous en déduisons le corollaire suivant

La démonstration se fait en plusieurs étapes

Le cas des spheres

Nous avons vu que b"(S™) = 1. L’application w — f gn w est une application bien définie de
H™(S™) dans R. S™ admettant une forme volume — qui est donc d’intégrale non nulle — cette
application est une bijection. Le résultat suit.

Le cas de R”

On considere le difféomorphisme I de R™ avec S™ \ {infty}. Nous remarquons que w est &
support compact dans R"™ si et seulement si il existe une forme différentielle @ nulle au voisinage
de oo telle que w = I'*@.

Soit donc w et support compact sur R” et d’intégrale nulle. Il existe alors @ nulle au voisinage
de oo telle que w = I*@w. En particulier

[a=[ w0

Nous déduisons du paragrphe précédent que w = dB. A priori, 8 n’est pas nulle au voisinage de
oo. Par contre d3 = 0 au voisinage de Uinfini. Il existe donc v définie au voisinage de oo telle que
dvy = B. En choisissant ¢ constante égale a 1 au voisinage de co de support inclus dans le domaine
de définition de ~y, on pose

o= - d(h).

Alors a@ = 0 au voisinage de co et
da=dp =w.

En particulier, I*« est & support compact et d(I*a) = w.

Le cas général

Soit w a support compact. Nous laissons en exercice le soin au lecteur de démontrer le résultat
suivant.

11 existe une famille finie d’ouverts {U;}icq1,... .k} difféoméorphes a R™, telle que U; N U1 # U
et K C Ui U;.

Nous allons montrer par récurrence sur p qu’il existe une forme a support compact j3,, tel que
dans w — df, est a support compact dans V,, = U, U ... UUj.

Supposons que cela soit vrai au rang p, posons alors w,_1 = w — dfp,. Nous pouvons écrire en
utilisant une partition de 'unité

Wp—1 = Yp + Qp,
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ol 7y, est a support compact dans U, et a,, est a support compact dans V. Quelque soit I'ouvert
non vide O, il existe une forme a support compact dans O et d’intégrale 1. En particulier, il existe
une forme 7, a support dans U, NV}, telle que

fm= o
U, U,

D’apres le paragraphe précédent et puisque U, est difféomorphe & R", il existe x,, a support compact
dans U, telle que
Yp = Mp + dXp-
En particulier
w=ay +np+d(Bp—1+ Xp)s
Wp Bp

ou [, est a support compact et w, est & supportc compact dans Vj,. Nous avons terminé notre
démonstration par récurrence. En particulier , il existe 8 a support compact telle que @ = w — dg
est a support compact dans Uy. Maintenant

/Uk(a):o.

D’apres le paragraphe précédent, il existe o a support dans Uy, telle que
w = da.

Ceci entralne le théoreme.



Chapitre 37

Champ de vecteurs

Notons x*°(M) Despace vectoriel des champs de vecteurs C* sur la variété M. Sur R™, un
champ de vecteur décrit géométriquement une équation différentielle indépendante du temps. Le
théoreme d’existence et d’unicité des solutions d’équations différentielles ordinaires se traduit en
termes du flot du champ de vecteur associé.

37.1 Flot d’un champ de vecteurs

37.1.1 Flot d’un champ de vecteurs sur R”

Un champ de vecteurs défini sur un ouvert U de R™ est la donnée d’un famille X de fonctions
définie sur U.
X =(Xy,...,Xn).

L’équation différentielle associée est alors

%Il = Xl(IL'l,...,SCn),
4 _
EZ‘” = Xn(fl,...,xn).

Une solution de cette équation — ou orbite du champ de vecteur — est donc une courbe ¢ =
(21, ...,cn) telle que ¢ = X(c).

¢ (z,t) = ¢(x,1) = de(z),
La notion de flot est utile pour décrire les solutions.

Définition 37.1.1 [FroT] Un flot du champ de vecteurs X défini sur un ouvert U, est une ap-
plication C* ¢ : (x,t) = ¢(x,t) = ¢(x), définie sur un ouvert O de U x R, vérifiant pour tout x,
({z} x R)NU est un intervalle contenant 0 telle que

— pour tout x, ¢p(x) = x,

— pour tout x, %qﬁt(x)h:s = X(¢s(x)).

Les notions suivantes précisent le domaine de définition du flot.

Définition 37.1.2 [FLOT MAXIMAL, COMPLET] Le flot ¢ est maximal si pour tout flot ¢’ est un
flot défini sur O', alors O' C O et ¢/ = ¢|,.
Le flot est complet st O =U xR

Les théorémes fondamentaux d’existence et d’unicité des solutions d’une équation différentielle
et de leur dépendance C'*° par rapport aux conditions initiales se réécrivent alors ainsi

214
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Théoréme 84 Tout champ de vecteur admet un unique flot maximal.
De plus, si X est a support compact dans U, alors le flot de X est complet.

L’unicité entraine que, pourvu que les termes de ’équation soient définis, nous avons

Gt+s (.%') = ¢t(¢5) (x)

En particulier si le flot est complet, pour tout ¢, application ¢; est un difféomorphisme. Ainsi,
I’application ¢t — ¢; est un morphisme de groupe de R dans le groupe de difféomorphisme de R.

37.1.2 Flot d’'un champ de vecteurs sur une variété

Les notions d’orbites et de flot d’'un champ de vecteur se généralisent aux variétés. Soit donc
X un champ de vecteur défini sur une variété M.

Définition 37.1.3 Une orbite du champ de vecteur est une courbe c telle que ¢ = X(c).

Un flot du champ de vecteurs X, est une application C* ¢ : (x,t) — ¢(x,t) = ¢(x), définie
sur un ouvert O de M x R contenant M x {0} telle que

— pour tout x, ¢p(x) = x,

~ pour tout z, Go(x)],_, = X(6u(x).
Le flot est maximal si pour tout flot ¢' défini sur O', alors O' C O et ¢ = ¢|,.

Le flot est complet si O =U x R

La démonstration du théoreme 85 étant locale, elle se généralise immédiatement au cas des variétés.

Théoréme 85 Tout champ de vecteur admet un unique flot maximal.
De plus, si le champ de vecteur est a support compact, alors son flot X est complet.

37.1.3 Flot d’'un champ de vecteur dépendant du temps

Un champ de vecteurs dépendant du temps est une famille {X;};cg de champs de vecteurs X;

pour ¢ variant dans R. Cette famille est C*°, si dans une carte (U, (z1,...,z,) on peut écrire
i=n a
Xi(m) = i(m,t)=—
t( ) ; fz( ) )8951 ’

ou les fonctions f; définies sur U x R sont C'*°.

Un tel champ est a support compact s’il est nul en dehors de K x R ou K est un compact de
M

Définition 37.1.4 Le flot d’un champ de vecteur dépendant du temps est une application de O
dans M ou O est un ouvert de M X R x R contenant M x {(s,s) | s € R}

(m,t,5) = 7 (m),

telle que
— pour tout x, ¢(x) = x
- pour tout x, %(ﬁi‘(l‘ﬂt:s = X(¢3(v))-

On définit de la méme maniére les flots maximaux et complets (tels que O = M x R).
Le théoreme d’existence et d’unicité du flot est également vrai dans ce contexte.

Théoréme 86 Tout champ de vecteur admet un unique flot maximal.
De plus, si le champ de vecteur est a support compact, alors son flot X est complet.
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Le démonstration , laissée en exercice, consiste a regarder le champ de vecteurs dépendant du
temps X; comme un champ de vecteurs sur M x R. Puis a contruire le flot ¢ de ce champ de
vecteurs sur M x R, et & remarquer que ¢¢(m,s) = (K¢(m,s), s + t). L’application

(m,t,s) = Ki_s(m,s),
est alors le flot de X;.

REMARQUES :

1. Par unicité, le flot d’un champ de vecteurs dépendant du temps vérifie
by 0 Py = by

2. En particulier, si le flot est complet alors pour tout s et ¢, ¢§ est un difféomorphisme de M,
d’inverse ¢L.

37.2 Crochet de Lie de deux champs de vecteurs

37.2.1 Dérivations

Nous avons vu que un vecteur tangent peut-étre défini comme un dérivation en un point. De
maniere analogue, une champ de vecteur peut-étre défini comme une dérivation.

Définition 37.2.1 Une dérivation sur une variété M est un endomorphisme linéaire 0 de C*° (M)
(i) 0f =0 s’annule au voisinage d’un point m, si f s’annule au voisinage de m,
(1) O(fg) = fOg + gof.

Nous avons alors

Proposition 37.2.2 Un champ de vecteur X en mq définit une dérivation Ox par dx = f —
df(X). Réciproquement toute dérivation provient d’un champ de vecteurs.

De nombreuses notations — dépendantes du contexte — sont utiliées pour noter la fonction d f(X)
pour un champ de vecteur X et une fonction f : Lx f, X.f ou Ox f.

37.2.2 Crochet de Lie

Nous déduisons de la caractérisation des champs de vecteurs comme des dérivation, I'importante
définition suivante qui suit du fait élémentaire que si 9; et > sont des dérivations alors

[01,02] : f — 01(02(f)) — 0200 (f)),

est également une dérivation.

Définition 37.2.3 Le crochet de Lie des deux champs de vecteurs X etY, est le champ de vecteur
[X,Y] défini par
Lixy) = [Lx, Ly].

De la définition, nous déduisons aisément les propriétés formelles suivantes

Proposition 37.2.4 Nous avons

[FX, Y] = F[X,Y]-Ly(f).X,
[va] = 7[YaX]7
0 = [X,Y],Z]+[lY,2], X]+[[Z, X],Y].
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De la premiere formule, nous déduisons ’expression du crochet de Lie en coordonnées. Si X =
9 _ o)
> fiTm et X = ZigiaTiv alors

_ 9gi Ofi\ 0
[X7 Y] n Z (fj Gscj g] 8:1:]) 8:172 '

]

Les deux dernieres donnent a l’espace vectoriel des champs de vecteurs une structure d’algebre de
Lie.
37.2.3 Champ de vecteur et difféomorphismes

Nous verrons plus tard que si deux champ de vecteurs X et Y ont pour flot {¢; }ier et {¥s }ser,
alors [X,Y] = 0 si et seulement si ¢5 et ¢; commutent pour tout t.

Définition 37.2.5 Soit X un champ de vecteur sur M et ¢ un difféomorphisme de M sur N. Le
transporté de X par ¢ est le champ de vecteur défini sur N par

¥« (X)(n) = Ty-1(myy(X (™1 ().

On note aussi

REMARQUES : On vérifient aisément les propriétés suivantes

L (¢ 01)«(X) = ¢u(Pu(X)).
2. si ¢ est une orbite de X alors ¢ o ¢ est une orbite de 9. (X)
3. Si {¢}ier est le flot de X, le flot de 1.(X) est {1 0 ¢; 0 P~ }ier.

Le crochet des champs de vecteurs s’interpretent a ’aide du transport.

Proposition 37.2.6 Soit X un champ de vecteur de flot {¢i}ier, alors

LM =[xy
s=0

De plus, si {t:}ier est le flot de 'Y, alors [X,Y] = 0 si et seulement si ¢s et Py commutent pour

tout s ett

DEMONSTRATION : Soit Z = %((bs)*(Y)L:O. Soit f une fonction, calculons Lz f.

Par définition
> (37.1)
s=0

S_g) (37.2)

d

Lafm) = (@0

_ dfm(i(Tm(m)(Z’—s(Y@s(m)))

- %(dfm (To.m)d—s(Y (¢5(m))))) . (37.3)
= oS 06V (6,m)) y (37.4)

On considere la fonction gs(m) = d,, (f 0 ¢—5)(Y(m)). Nous venons de montrer que

Lzf(m) (¢s(m))

= 7.0s
ds =0
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Or
0
Gooxm)| = Lxaim),
Seoalonm)| = (m) L Y (G1fm).

Nous en déduisons donc que
Lz(f) =Lxgo— d(Lxf)(Y) = (LxLy — LyLx)f = [X,Y]f

Nous venons de démontrer la premiere partie de la proposition.

Supposons maintenant que ¢s et ¢; commutent pour tout s et t. Comme le flot de (¢5)*(Y)
est {¢s 0 1t 0 p_g}trer = {¥t }rer, nous en déduisons que (¢5)*(Y) =Y. Donc d’apres la premiere
partie de la proposition [X,Y] = 0.

Supposons maintenant que [X,Y] = 0. Alors comme ¢4 5 = ¢ © s,

PN Y (PN
FHE0| = gem| =0

s= s=0

Nous en déduisons que pour tout ¢, les deux champs de vecteurs ¢;(Y) et Y sont égaux, leurs flots
coincident donc. Autrement dit

{¢s oo ¢—s}teR = {Z/Jt}teR

Ainsi ¢, et ¢y commutent pour tout s et t. [

37.3 Calcul de Lie-Cartan

Nous avons vu agir les champ de vecteurs sur les fonctions par la formule

)

d
Lxf= difo(bs
§ s=0

lorsque ¢4 est le flot de X. Nous généralisons cette action aux formes par la définition.

Définition 37.3.1 [DERIVEE DE LIE D’UNE FORME| Soit X un champ de vecteur de flot {¢:}ier
et w une forme différentielle, alors la dérivée de Lie de w par rapport au champ de vecteur X est
la forme différentielle

d
Lyw= £¢:(w)

s=0

37.3.1 La formule de Lie-Cartan

La formule suivante est fondamentale, elle généralise le lemme 34.2.1

Lemme 37.3.2 [FORMULE DE LIE-CARTAN] Soit w une forme différentielle et X un champ de
vecteur. Alors
Lxw=dixw+ txdw.

DEMONSTRATION : Lorsque la variété M est de la forme M = N x R, et X = 9;, la formule de
Lie-Cartan est exactement la formule du lemme 34.2.1.

Supposons maintenant que X est un champ de vecteur quelconque sur une variété M de flot
{®+}ter. Considérons 'application ¢ de M xR dans M donnée par ¢ (¢, x) = ¢.(x). Cette application
est une submersion.
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Nous remarquons que T, 1y¢(9;) = X (¢¢(m)). Nous en déduisons que, si w une forme différentielle,
a lors

P (Lxw) = 1y, d* (w).

Notons enfin js(m) = (m, s). Alors, comme ¢s = ¢ o j,, nous en déduisons en appliquant la formule
de Lie Cartan en appliquant le lemme 34.2.1 appliqué & ¢*(w). O

EXERCICE : Nous proposons en exercice une approche plus conceptuelle de la formule de Lie-Cartan
qui n’utilise pas le cas particulier du cylindre M x [0,1]. La démonstration se fait par récurrence
sur le degré de la forme «

1. Montrez la formule pour k = 0.

2. Supposez vraie la formule pour toute les formes de degré k, montrez la formule de Lie-Cartan
pour les formes de degré k + 1 qui s’écrivent fda avec f une fonction et a de degré k. On
utilisera la propriété fondamentale de la différentielle extérieure : d(fda) = df A da.

3. Conclure.

37.3.2 Un formulaire
La proposition suivante suit des définitions.
Proposition 37.3.3 Nous avons

Lx(@AB) = (Lxa)AB+aALxp (37.5)
Lixy)B = Lx(LyB)— Ly(Lxp). (37.6)

St w est une forme de degré 1

dw(X,Y) = (Lxw)(Y)- (Lyw)(X)—-w[X,Y]. (37.7)
Si {¢pi}ier est une famille C™ & un paramétre de difféomorphismes et si X(m) = %¢t(m)’t:07
alors pour toute forme différentielle w

d
—qbfw = LXw.
dt t=0

Ces propriétés sont laissées en exercice. Pour la derniére, on la démontrera d’abord pour les fonc-
tions puis on utilisera le produit extérieur pour la généraliser.

37.4 Applications : construction de difféomorphismes

Dans les deux applications qui suivent, nous allons utiliser les champs de vecteurs pour construire
des difféomorphismes.

37.4.1 Transitivité du groupe des difféomorphismes
Nous allons démontrer le théoréme suivant

Théoréme 87 Soit M une variété connexe et x ety deux points de M, il existe alors un difféomorphisme
¢ tel que ¢(x) = y.

DEMONSTRATION : Supposons tout d’abord que x et y sont dans le domaine d’un carte (U, ¢) telle
que ¢(U) est une boule, soit g = ¢(x) et yo = ¢(y). Nous pouvons alors construire un champ de

vecteur X sur ¢(U) défini par
X(2) = x(2)-(y0 — o),
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ol x est une fonction & support dans ¢(U) qui vaut 1 au voisinage du segment [z, yo]. La courbe
c:t— tyo+ (1 —t)xo alors une orbite de ce champ de vecteur. En particulier si {@t}teR est le flot
de X, alors 91 (z¢) = yo.

Comme X est & support compact dans #(U), il existe une champ de vecteur X, de flot {z/?t}teR
a support dans U tel que ¢, (X) = X. En particulier, ¢; (z) = y. Le difféomorphisme ¢; envoie
donc x sur y.

Fixons z un point de M et soit O, ’ensemble des points y de M tel qu’il existe un difféomorphisme
envoyant x sur y.

Le paragraphe précédent entraine que O, est ouvert. En effet, si y € O, et ¢g(x) = y il existe
un voisinage U de y, tel que pour tout z de U, il existe un difféomorphisme ¢ tel que ¢(y) = z,
des lors ¢ o ¢p(x) = 2. Ainsi U C O, et O, est ouvert.

De méme, O, est fermé. Soit y un point de I’adhérence de O, et U le voisinage de y tel que
pour tout z de U, il existe un difféomorphisme ¢ tel que ¢(y) = z. Soit alors z € O, NU. 1l existe
donc ¢ tel que ¢o(z) = 2. En particulier, =1 o ¢p(z) = y. Ainsi y € O, et O, est fermé. Par
connexité, il existe O, = M. O

On peut montrer de la méme manieére que pour tout n si (x1,...,2,) et (y1,...,y,) sont deux
n-uplets de points distincts de M, il existe un difféomorphisme ¢ tel que pour tout %, ¢(x;) = y;.

37.4.2 Le lemme de Moser

Le lemme de Moser montre que le groupe des difféomorphismes est transitif sur les formes
volumes de méme volume.

Lemme 37.4.1 Soit M une variété connexe, compacte orientée. Soit ayy et o deux formes volumes

telles que
/ 0[0:/ aq.
M M

Alors, il existe un difféomorphisme ¢ tel que

¢ (o) = .

DEMONSTRATION : Nous déduisons des hypotheses que la forme ag — 1 est exacte. Soit donc w
telle que dw = ap — a. Considérons par ailleurs la forme «; = ta; + (1 — t)ap. Soit Xy le champ
de vecteurs dépendant du temps et défini par w = ¢ x, ;. Par la formule de Lie-Cartan

Lx, 00 =y — 0.
Soit {¢7}s,ter le flot de X;. Nous savons que
¢ ° ¢ = &},
rappelons également que

= Xs (m)a
t=s

d S
S(@nm)

nous obtenons donc

d d
3 (0" = (65)" 5 (#1)"n . (37.8)
= ()" (Lx,ws + a1 — ap) (37.9)

0. (37.10)

Nous en déduisons que (¢¥)*a; est indépendant du temps et en particulier

(6) on = ag.
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Chapitre 38

Courbes complexes

38.1 Courbes complexes

38.1.1 Courbes complexes

On peut définir la notion de carte, d’atlas et de variétés analytique complexe complexe en
supposant que les cartes sont a valeurs dans des espaces vectoriels complexes, remplacant dans les
définitions le mot C” par le mot holomorphe. La dimension d’'une variété anatytique complexe est
alors la dimension complexe de I'image des cartes. Un difféomorphisme holomorphe est appélé un
biholomorphisme et son inverse est aussi holomophe.

Nous nous intéresserons tout particulier au cas suivant.

Définition 38.1.1 Une courbe complexe est une variété analytique complexe de dimension 1. Sa
structure complexe est donnée par un atlas {(U;, X;)} ou les X; sont des coordonnées ¢ valeurs
dans C telle que les changements de cartes sont holomorphes.

On définit alors de la méme maniere la notion d’application holomorphe entre variétés analy-
tiques complexes, de sous variétés analytiques.

Le revétement universel d’une courbe complexe — ou d’une variété analytique complexe — est
également une courbe complexe — ou une variété analytique complexe.

On ne peut plus par contre parler de partition de I'unité dans le monde des fonctions holo-
morphes. Remarquons par contre que deux courbes complexes peuvent étre difféomorphes sans
étre équivalentes dans le monde analytique complexe.

En particulier, nous ne savons pas démontrer I’anologue du théoreme de Whitney et ceci pour
une bonne raison :

Proposition 38.1.2 Toute fonction holomorphe définie sur une courbe analytique complexe com-
pacte est constante. eFEn particulier, il n’existe pas d’immersion holomorphe d’une courbe compacte

dans C™.

Par contre de nombreuses variétés analytiques complexes — et en particulier toutes les courbes
sont biholomorphes a des sous-variétés d’un espace projectif.

Cette proposition est une conséquence immédiate — car toute fonction continue sur un compact
admet un maximum — du lemme suivant :

Lemme 38.1.3 Principe du maximum. Soit X une courbe compleze, soit f : X — C une fonction
holomorphe non localement constante. Alors la fonction |f| : x — |f(z)| n’admet pas de mazimum
local.

DEMONSTRATION : C’est un énoncé local, donc on peut supposer que X est un ouvert de C.

222
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Supposons d’abord n = 1. Si f n’est pas constante au voisinage de 0, f possede un développement
limité de la forme f(z) = arz® + o(x*) avec ay # 0. 1l existe alors une fonction holomorphe ¢
définie au voisinage de 0 telle que ¢(0) = 0 et ¢’(0) # 0, telle que f(z) = ¢(x)* au voisinage de 0.
Autrement dit, quitte & changer de coordonnée, f(z) = 2*. On constate que x — |z|* n’admet pas
un maximum local en 0.

Dans le cas général, on raisonne par I’absurde. Supposons que |f| admette un maximum local
en 0. Alors la restriction de f a toute droite complexe passant par l'origine est constante, donc f
est constante au voisinage de 0. [

38.2 Courbes complexes simplement connexes

38.2.1 La droite projective complexe

Le premier exemple de courbe complexe est la droite projective complexe. Un polynéme, ou
une fraction rationelle de C dans C définit naturellement une application holomorphe de CP' dans
CP'.

On remarque que par construction le groupe PSL(2,C) agit par biholomorphisme sur CP.

38.2.2 Le disque, le demi plan supérieur et ses quotients

Le demi-plan supérieur, noté H?, est I'ouvert de C défini par
H? = {z € C| 3(2) > 0}.

On remarque tout d’abord que H? est biholomorphe au disque D = {z € C | ||z]| < 1}
Nous avons alors

Proposition 38.2.1 Le groupe PSL(2,R) agit par homographie en préservant H?. De plus un
élement A différent de Uidentité de PSL(2,R) a un point fize sur H? si et seulement si | trace(A)| <

2. De plus A'(z) = m.

De nombreux sous-groupes de PSL(2,R) vont agir proprement discontinuement sans point fixe
sur H2. Nous allons nous contenter d’un exemple.
Soit

D R L B
FQ—{A—<2n ¢ >|m,n,p,q€Z,det(A)—1}.

Proposition 38.2.2 Le groupe I's agit proprement discontinuement sans point fize sur H?.

DEMONSTRATION : Nous nous contentons de montrer que I's agit sans point fixes sur H?. En
considérant la trace, nous sommes ramenés au cas suivants

— soit m = —q, mais alors det(A) = —m? — 4pn = 1 or —1 n’est pas un carré modulo 4. Les
carrés modulo 4 sont en effet 1 =12 =32 et 0 = 22 = 02.
— soit m = —q+1, mais alors det(A) = —m? +m —4pn = 1, or modulo 4, les valeurs de m? —m

sont successivement 0, 0, 2, 2.
Nous voyons donc que I's agit sans point fixes. [

Nous avons alors
Proposition 38.2.3 La courbe complexe H? /Ty est biholomorphe & CP* \ {0, 1, 00}.
On considere la fonction

f)= ) A

A€Ty
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38.2.3 Le théoreme d’uniformisation

Le théoreme suivant — que nous ne démontrerons pas — est 'un des résultats fondamental des
mathématiques

Théoréme 88 [UNIFORMISATION DE RIEMANN] Toute courbe compleze simplement conneze est
biholomorphe ¢ la droite projective CP*, & C tout entier ou au disque D.

C
D

s

Par exemple, le revétement universel de CP! auquel on a oté deux points est biholomorphe
(pourquoi ?) ; le revétement universel de CP! auquel on a oté trois points est biholomorphe
(pourquoi 7). Nous nous contenterons de remarquer

s

Proposition 38.2.4 Il n’existe pas de difféomorphisme holomorphe entre C et D. Autrement dit
C et D ne sont pas holomorphiquement équivalents.

DEMONSTRATION : En effet, tout application holomorphe de C dans U est bornée et en particulier
constante. [J

38.3 Premieres applications

38.3.1 Le théoreme fondamental de ’algebre

Théoréme 89 [D’ALEMBERT| Tout polynome a coefficients complezes posséde au moins une ra-
cine.

DEMONSTRATION : En effet un polynome définit une application de CP' dans lui méme, le théoréme
suit donc de la proposition que nous allons énoncer []

Proposition 38.3.1 Toute application holomophe d’une courbe compleze compacte dans CP est
constante ou surjective.

DEMONSTRATION : Supposons en effet que I'application f n’est pas surjective et évite un point.
Envoyons ce point a l'infini, alors f donne naissance a une fonction holomorphe qui est donc
constante — par application du principe du maximum. [J

38.3.2 Le petit théoreme de Picard

Ce théoreme améliore le théoreme de Liouville qui dit que tout fonction entiere — c’est-a-dire
holomorphe et définie sur C — est constante.

Théoréme 90 Toute fonction entiére qui évite deux valeurs est constante.

DEMONSTRATION : En effet, comme C est simplement connexe, toute telle fonction f se reléve en
une fonction ¢ & valeur dans le revétement universel de CP' moins trois points. Nous avons vu
que ce revétement est D : p — CP! \ {a,b,c}. Comme p est un biholomorphisme local, nous en

déduisons que g est holomorphe. Ainsi g est une fonction entiere bornée, elle est donc constante.
O

38.4 Courbes complexes planes
Définition 38.4.1 Une courbe complexe plane lisse est une sous-variété X de P%(C) définie par

X =A{lz:w:1t]| P(z,w,t) =0},
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ot P est un polynome homogeénes a trois variables tel que

oP 0P 0P

(Ea %’ E)

ne s’annule pas le long de X.

Proposition 38.4.2 Une courbe complexe plane définie par P est une courbe complexe. Son es-
pace tangent en [z : w : t] coincide avec celui de ’espace tangent a la droite projective dont les
coordonnées sont

orP 0P 0P

[82 "ow Ot )

On dit que cette droite projective est la droite projective tangente en [z : w : t].

38.5 Courbes planes cubiques

Toute cubique peut s’écrire sous la forme

y2z =3+ pat:z2 + qz3,

c’est a dire dans la carte affine z = 1, nous avons

y* =1 +pr+q.

EXERCICE : A quelles conditions la cubique
y2,z =3+ pxz2 + qz?’,
est-elle lisse ?

Les dérivées partielles s’annulent si yz = 0, 322 + pz? = 0, y? = 2pzz + 3¢z>. Un bref calcul
montre que la cubique n’est pas lisse si et seulement si 27¢2 + 4p® = 0.

EXERCICE : Montrez que le nombre d’intersection d’une cubique avec une droite est a plus petit ou
égal a trois avec égalité si la doroite n’est pas tangente, que le nombre d’intersection d’une cubique
avec une droite tangent est plus petit ou égale a deux, qu’il existe un seul point sur la cubique
dont la droite tangente a un seul point avec la cubique.

On se place dans la carte affine z = 1. Traitons suivant les cas,

— La droite & l'infini z = 0 intersecte la cubique en exactement un point [0 : 1 : 0] et qu’elle est
tangente en ce point.

— Les droites © = az, intersecte la cubique en [0 : 1: 0] et [a : yo : 1] ol yo est solution de
y? = a® 4+ pa® + ¢. On a une racine double de cette équation si et seulement si la droite est

tangente.

— Les droite d’équations y = ax + b

Corollaire 38.5.1 Une cubique plane lisse est conneze.

DEMONSTRATION : On suppose en effet qu'une courbe plane a plusieurs composantes connexes.
Une composante connexe B qui ne contient pas le point [0 : 1 : 0] n’intersecte pas la droite &
Iinfini. En particulier, elle est incluse dans I'ouvert de la carte affine z = 1. Or toute application
holomorphe d'une variété analytique compacte — ici B — dans C? est constante. Nous obtenons
ainsi que B est réduit a un point et la contradiction.

La connexité d’une courbe plane lisse est un fait général.
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38.5.1 Connexité

EXERCICE : Tracer la courbe réelle d’équation y? = x(x — 1)(x + 1).

Solution.

On constate qu’elle n’est pas connexe. En revanche, les solutions complexes de I’équation forment
un ensemble connexe. C’est un fait général. Donnons d’abord une preuve sophistiquée, qui repose
sur le lemme suivant.

Proposition 38.5.2 Une cubique lisse T est conneze.

DEMONSTRATION : Par I’absurde. Supposons que 7 n’est pas connexe. Comme 7 est localement

connexe, les composantes connexes de 7 sont ouvertes. Le complémentaire d’une composante,
réunion de composantes connexes, est ouvert. Donc les composantes connexes de 7 sont des variétés
complexes compactes de dimension 1. Soit ¥ une composante connexe de 7 qui ne contient pas
i. Alors la projection sur le premier facteur, (z,y) — « en coordonnées affines, est une fonction
holomorphe sur Y, et |z| atteint son maximum sur Y, donc z est constante sur Y. Autrement dit,
Y est contenue dans une droite verticale. Or 'intersection de T avec toute droite verticale a au
plus deux points, contradiction. [

Nous pouvons généraliser le théoréeme obtenu pour les quadriques

Théoréme 91 L’ensemble des droites projectives tangentes a une courbe complexe est une courbe
complezxe de l’espace projectif dual.



Chapitre 39

Formes abéliennes

39.1 Definition
39.1.1 Périodes
39.2 Homologie

39.2.1 Le théoreme de Hurewicz
39.2.2 Le genre d’une courbe
39.2.3 La formule de Riemann-Hurwitz

39.2.4 Le genre d’une courbe plane

39.3 Le groupe fondamental d’une courbe plane

Théoreme 92 Une courbe plane simplement connexe est une quadrique.

39.4 Retour sur les cubiques

39.5 1-formes différentielles

39.5.1 Rappels

Définition 39.5.1 Soit U un ouvert de R™. Une 1-forme différentielle sur U est une application qui

a chaque x € U associe une forme linéaire w(z) sur R™. Si la matrice de w(z) est (ay(z) - an(x)),
n

on note w = E a; dx;. Si les fonctions a;, au lieu d’étre a valeurs réelles, sont a valeurs complezes,
i=1
on parle de 1-forme différentielle complexe sur U.

n
EXEMPLE : Si u est une fonction différentiable sur U, sa différentielle du = E 2. dx; est une
° Z;
=1

1-forme différentielle sur U (réelle ou complexe suivant que u est & valeurs réelles ou complexes).

Définition 39.5.2 Soit V' un ouvert de R%. Soit f : V — U une application différentiable, f =

227
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(fis---y fn). Alors f tire en arriére les formes différentielles de U vers V,

n n q
Fro) = o(f@) 0dyf =D aso fdfi= Y- > aiof 5 dy.
i=1 i=1 j=1 J
Proposition 39.5.3 Si u est une fonction sur U, on note f*u=wo f. Alors
1. d(f*u) = f*du,
2. ffuw = ffu frw.

Cela rend le calcul de f*w entierement mécanique.

EXEMPLE : Soit w = 2 dy — y dz sur R?. Soit f : R? — R? le changement de coordonnées polaires,
f(r,0) = (rcosf,rsinf). Alors f*w = r2df.

En effet, f*z = rcosf, f*de = d(f*z) = cosfdr —rsinfdf, f*y = rsiné, f*dy = d(f*z) =
sin dr + rcosfdf, d’ou

ffw = rcosf(sinfdr+ rcosfdf) — rsinb(cosfdr — rsinb db)
r* df.
Dans C", il y a des notations commodes.
Notation. Soit U un ouvert de C™. On note z; les coordonnées complexes sur U, z; = Re(z;)

et y; = Im(z;). On note dz; = dx; +idy; et dZ; = dx; +1idy;. Toute 1-forme différentielle & valeurs
complexes s’écrit donc uniquement Z;;l a; dzj + a5 dz;.

Définition 39.5.4 Soit U un ouvert de C™. Une 1-forme différentielle complexe sur U est dite

holomorphe si elle s’écrit 2?21 a; dz;, ou les fonctions a; sont holomorphes.

n

EXEMPLE : Si f est une fonction holomorphe sur U, alors df = Za—dzj est une 1-forme
2.
j=1 "7

holomorphe.
REMARQUES : Si f: C? — C", f = (f1,-.-, fn), est une application holomorphe, et w une 1-forme
holomorphe, alors

f wf;aiof fif;;aiofazj Zj

est une 1-forme holomorphe.

Définition 39.5.5 Soit U un ouvert de R™. On dit qu’une 1-forme différentielle w sur U est exacte
s’il existe une fonction u sur X telle que f = du. Une condition nécessaire est que w soit fermée,
i.e. que dw =0, ot, siw=> 1, a;dx;,

dw = zn:dai ANdx; = z”:i gzi_dasj A dx;.
J

i=1 i=1 j=1

Ces deux notions sont préservées lorsqu’on tire les formes en arriere.

Définition 39.5.6 1. Soit w = a(t) dt une I-forme différentielle sur un intervalle [a,b] de R.

Lintégrale de w sur [a,b] est
b
/ w= / a(t) dt.
[a,b] a
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2. Soit 7y : [a,b] = U une courbe différentiable. L’intégrale de w sur ~y est par définition

b
/w::/ yY*w.
¥ a

Définition 39.5.7 Comme on sait transporter les 1-formes différentielles par les difféomorphismes,
on peut parler de 1-formes différentielles sur les variétés, de formes exactes, fermées, d’intégrales
curvilignes. Dans le cas des variété complexes, on peut méme parler de 1-formes holomorphes.

39.5.2 Motivation

Comment calculer une primitive de la fonction ? 11 s’agit d’intégrer la 1-forme

1
Vaz? +bx +c
différentielle dx/y le long d’arcs de la courbe d’équation y? = az? + bx + c. Cette courbe C' est
une conique affine non dégénérée. On utilise un paramétrage unicursal de cette conique. C’est une
application f : P*(R) — C dont les composantes sont des fonctions rationnelles, donc f*d?’” =
R(t)dt ou R est une fraction rationnelle. Par conséquent, la primitive se calcule (décomposition en
éléments simples). Le résultat s’exprime rationnellement en fonction de ¢ et de log(t) si les poles
de R sont réels (sinon il faut ajouter arctan(t)), donc c’est une expression rationnelle en z et en

log d’une fraction rationnelle en = et en vax? + bx + c.

EXEMPLE : Intégration de .
1— 22

Dans ce cas, C est le cercle unité. Le paramétrage unicursal d’origine A = (—1,0) est f : t —

2t 1—+¢2

(m, 1—1—7152) Inversement, comme ¢ est la pente de la droite passant par A et (z,y), t = %_H
Alors
2-2t2
d Gz dt 2 V1= 22
f*—x = (Hitzzj = 5dt = d(2arctan(t)) = d(2 arctan(ix)).
y e 1+t r+1

REMARQUES : La méthode s’étend & toute fonction rationnelle en z et en vVax2 + bx + c.

1
Comment intégrer ?

Vaxrd +ba2 +cx+d
La courbe T d’équation y? = az® + bx? + cx + d n’est pas une conique. On va voir qu’elle

ne possede par de paramétrage rationnel par la droite projective. Si c’était le cas, I’ensemble des
solutions complexes de ’équation (une courbe algébrique complexe) serait paramétrable par la
droite projective complexe. Or on va voir que T est difféomorphe a un tore.

39.5.3 Courbes algébriques planes projectives

Comme pour les coniques, les courbes algébriques affines sont les points a distance finie de
courbes algébriques projectives.

Définition 39.5.8 Une courbe algébrique plane projective est T = P(Z) ot Z est le lieu des zéros
d’un polynome homogéne en 3 variables.

La complétion projective d’une courbe algébrique affine s’obtient en rendant homogene I’équa-
tion. Pour la courbe affine T d’équation affine 3% = ax3 + ba? + cx + d, I’équation homogene
est ax® + br?z + cxz? + dz® — y?z = 0. Les points a l'infini de 7" sont les points de coordonnées
homogenes [x : y : 0] tels que az® = 0, il y a donc un seul point, i = [0 : 1 : 0], le point de fuite de
I’axe des y.
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EXERCICE : Si le polynéme ax® + bx? + cx + d n’a que des racines simples, la cubique projective
T d’équation az® + ba?z + cxz? + dz® — y*>2 = 0 est une sous-variété complexe de P?(C).

Solution. Dans la carte affine ¢3, il s’agit d’étudier I’équation affine, dont la différentielle est
(3ax? + 2bx + ¢) dz — 2y dy. Celle-ci s’annule aux zéros communs du polynéme ax® + bz? + cx + d
et de sa dérivée, i.e. aux racines multiples de ce polynome.

Pour étudier 'unique point & infini ¢ = [0: 1: 0] de 7, on utilise la carte affine ¢o. Dans cette
carte, I'’équation affine de ¢o(7T) devient ax® + bx?z + cxz? + dz® — 2z = 0, dont la différentielle est
(3ax? + 2bxz + c2?) dx + (ba? + 2cxz + 3d2? — 1) dz. Au point ¢2([0 : 1: 0]) = (0,0), la différentielle
est —dz, elle est non nulle. On conclut que 7 est une sous-variété complexe. [

Convention. On suppose désormais que le polynéme ax® + bx? + cx + d n’a que des racines
simples.

On peut batir une preuve plus élémentaire en remarquant que 7 coupe toute droite verticale,
et que les points d’intersection varient contintiment. Si les points d’intersection restaient distincts,
cela consisterait & dire que la projection (z,y) — x est un revétement. Ce n’est pas tout a fait vrai,
ce qui complique la preuve. Néanmoins, le fait que cette application est presque un revétement va
étre utile dans le paragraphe suivant.

39.5.4 Revétement ramifié

On va calculer la caractéristique d’Euler-Poincaré de 7. Si T était un revétement de degré d de
la droite projective, on pourrait utiliser la formule x(7°) = dx(P!(C)). Un tel revétement n’existe
pas. A la place, on utilise la projection de centre i = [0 : 1 : 0], de P?(C) sur la droite projective
D d’équation y = 0, dont on note oo le point de fuite. En coordonnées homogenes, elle s’écrit
[ :y:z]— [z:0: 2] (sa restriction au plan affine est simplement la projection sur axe des z,
(z,y) — x). Cette application est un revétement sauf en quelques points, dits de ramification, qui
nécessiteront un traitement spécial.

EXERCICE : La restriction & 7'\ {i} de la projection de centre i sur D se prolonge en une application
holomorphe p : 7 — D. C’est une submersion au-dessus de D privée de ses 3 points d’intersection
r, ', r" avec T et du point de fuite. La restriction de p & T \ {r,7/,7”,i} est un revétement & 2
feuillets.

Solution. Au voisinage de i, on peut paramétrer T par x — [z : 1 : {(x)], ot ¢ est holomorphe
au voisinage de 0, ¢(0) = 0, d’out {(x) = >+, apx™ = xn(x) ol 7 est holomorphe au voisinage
de 0. On utilise la carte ¢ : [z : y : 2] — (x/y,2/y). Au voisinage de co dans D, on utilise la
carte ¥ : [z : 2] — z/x. Dans ces cartes, la projection centrale s’écrit (x,2) — [z : 1 : 2] —
[ :0: 2] — z/x, donc la restriction de cette projection & la courbe, dans le paramétrage choisi,
s’écrit x +— ((x)/x = n(x), qui est holomorphe. De I’équation ¢ = ax® 4 bx?( + cx(? + d(3, on tire
xn = ax® + ba®n + cxdn? + dx®n?, puis n = 22 (a + by + cn? + dn?), qui montre que 7'(0) = 0, i.e. p
n’est pas une submersion en 1.

Si ¢ = (z,y) € T est a distance finie, p n’est pas une submersion en ¢ lorsque la tangente &
T en q est verticale, i.e. quand la différentielle de I’équation affine de T est proportionnelle & dzx.
Cela se produit lorsque y = 0, i.e. aux trois points r, 7’ et "/ de T dont les abscisses sont les
racines du polynéme ax® + bx? + cx + d. Soit ¢ = (z,y) € T un point ot p est une submersion.
Alors il existe des voisinages U de q dans T et V de = = p(q) dans D tels que p;y : U — V est un
diffSomorphisme, d’application réciproque s. Alors p=*(V) = s(V)Ucos(V), ot o(x,y) = (z, —y).
Ceci montre que p est un revétement en dehors des quatre points r, 7/, r” et co. [

Lemme 39.5.9 I existe des voisinages disjoints V1,...,Vy des quatre points r, ', " et oo de D
et des cartes ¢; - p~ (Vi) — C et ; : V; — C telles que pour tout q € p~1(V;), i o p(q) = ¢:(q)?.
Autrement dit, a changement de coordonnées holomorphe prés, p se confond avec 'application
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2+ 22 au voisinage des points de ramification.

DEMONSTRATION : Au voisinage du point 4, on utilise le paramétrage x — (x, zn(z)). On peut

écrire p = n(z) = ¢(z)? oit ¢ = \/a + by + cn? + dn? est holomorphe au voisinage de 0, ¢(0) = 0
et ¢'(0) # 0, donc ¢ est une carte.

Au voisinage de (r,0), on peut paramétrer T par y — (r + &(y),y), ou & est holomorphe au
voisinage de 0 et satisfait £(0) = 0. De I'équation y? = a(r + &) + b(r + £)? + c(r + £) + d, on tire
y? = a(3r2€ +3r2 + €3) + b(2ré + £2) + &, soit (3ar? + 2br + ¢)é = y? — 3are? — ag® — bE?. Cela
montre que ¢’(0) = 0, donc on peut écrire £(y) = y%x(y), ol x est holomorphe au voisinage de 0.
Alors X(y) = sargamrrs (1 — Bar +0)y*x(y)? — ay*x(y)?), donc p(x,y) = = = £(y) peut s'écrire
#(y)? ol ¢ est holomorphe au voisinage de 0, $(0) = 0 et ¢'(0) # 0. Il en est de méme au voisinage
de v’ et . O

39.5.5 Calcul de la caractéristique d’Euler-Poincaré

Soit C' une décomposition cellulaire lisse de D telle que

— les points 7, r’, 7"’ et oo sont des sommets de C';

— toutes les faces de C' contenant 'un de ces points sont contenues dans la réunion des ouverts

V.

Chaque élément (sommet, aréte, face) de C' qui ne contient pas les points de ramification se
releve en 2 éléments analogues, disjoints, dans 7. En contemplant le comportement de ’application
2+ 22, on voit que chaque aréte ou face contenant un point de ramification se releve en 2 éléments
qui se touchent en un sommet. Les points de ramification eux-mémes se relevent en un seul sommet.
On obtient une décomposition cellulaire lisse C de T, telle que

§=28—4, A=2A4, F =2F,

donc x(7) =2x(D) —4 =4—4 =0, ce qui prouve que T est un tore.

On a illustré sur un exemple un fait général. On dit qu’une application f : X — Y entre
variétés réelles de dimension 2 est un revétement ramifié si, pour tout point z € X, il existe des
cartes ¢ : U — C au voisinage de x et ¢ : V — C au voisinage de f(x) et un entier k(x) tels que
pofopTi(z) = 2% Bien siir, k = 1 sauf pour un ensemble discret de points de X appelés points
de ramification. L’entier k(x) est la multiplicité de x. Si X et Y sont compactes, le degré d de f,
nombre de points d’une fibre non ramifiée, est constant. La formule de Riemann-Hurwitz donne

X(X) =dx(Y) = X pex k(z) — 1.
39.5.6 Différentiabilité de dx/y

dx

EXERCICE : Vérifier que la 1-forme différentielle "

morphe sur 7.

se prolonge en une 1-forme différentielle holo-

Solution. Au voisinage de r, on utilise le paramétrage f : y — [r+&(y) : y : 1], ou &(y) =
y2x(y). Alors f*d?“’ = % dy = (2x + yx'(y)) dy est holomorphe au voisinage de 0, ce qui prouve
que df est holomorphe au voisinage de r. C’est pareil en r’ ou 7.

Au voisinage de ¢, on utilise le paramétrage g :  — [z : 1 : {(x)], ou {(z) = zn(x). Alors

g*%g” = dx est holomorphe au voisinage de 0, ce qui prouve que d?”” est holomorphe au voisinage de

. O

39.5.7 1-formes fermées et primitives

Que signifie calculer une primitive d’une 1-forme différentielle comme dz/y sur un tore ?
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REMARQUES : Il n’existe pas de fonction f sur T telle que df = dz/y.

En effet, comme df est holomorphe, f est une fonction holomorphe. Comme 7 est compacte, | f|
atteint son maximum. D’apres le principe du maximum (lemme 38.1.3), f est constante, df = 0,
contradiction. (1

Pourtant, dz/y admet des primitives localement. Par exemple, au voisinage de i, la carte g1,

réciproque du paramétrage g : x +— [z : 1 : ((2)], satisfait d(g~!) = %‘T L’obstacle pour étendre
une primitive locale en une primitive globale est lié au groupe fondamental.

Proposition 39.5.10 Soit X une variété connexe. Soit w une 1-forme différentielle fermée sur
X, réelle ou complexe. Il existe un plus petit revétement connexe p : X¥ — X tel que p*w soit
exacte. Ce revétement est galoisien. Son groupe d’automorphismes est commutatif et libre. Si X
est compacte, il est isomorphe ¢ ZV, pour un N € N.

DEMONSTRATION : Soit 29 € X un point base. On considére ’ensemble des chemins différentiables

d’origine xg. On note f(y) = fww = fol v*w. On introduit la relation d’équivalence qui identi-

fie deux chemins v et 4/ §'ils ont méme extrémité et si de plus fvw = fv,w. Comme lors de
la construction du revétement universel, on vérifie que l'espace quotient X% est une variété, et
que la projection p : X“ — X qui a une classe de chemins associe leur extrémité commune est
un revétement. La fonction f passe au quotient en une fonction différentiable sur X¢, et, par
construction, df = p*w. Le point essentiel est que deux lacets différentiables de mémes extrémités
et homotopes sont équivalents.

Soit F : [0,1] x [0,1] — X une homotopie de v & . Comme w est fermée, elle admet des
primitives locales. Recouvrons F'([0,1] x [0,1]) par un nombre fini d’ouverts connexes U, telle
que o)y, = df;. Soit 6 > 0 un nombre de Lebesgue du recouvrement F~L(U;) (i.e. tout sous-
carré de coté § est enticrement contenue dans I'un des F~!(U;)). Découpons [0,1] x [0,1] en N?
sous-carrés égaux, de c6té < §/2. Soit @ un chemin dans cette grille, passant successivement par
les intersections zp, ..., z;. Pour chaque j = 1,...,k, choisissons un indice i; tel que les carrés
contenant le ¢oté [z,_1, 2] soient contenus dans F~!(U;,). Baptisons “intégrale” de w sur « la

k
somme Z fi;(zx) — fi;(zx—1). Clairement, 1’“intégrale” de w sur tout carré de la grille vaut zéro,
j=1
done, en additionnant, 1’“intégrale” de w sur le bord de [0, 1] x [0,1] vaut 0. Or c’est la différence
entre les intégrales ordinaires de w sur v et /. Celles-ci sont donc égales.

Comme toute classe d’homotopie contient un lacet lisse, on obtient une application h® :
71 (X, z0) — R ou C. C’est un homomorphisme de groupes. Soit H son noyau. Alors X« = H\X
ott X est le revétement universel de X. Comme H est un noyau, il est distingué, et le quotient
7m1(X, z9)/H est isomorphe & I'image de h*, un sous-groupe de R ou C. En particulier, le revétement
est galoisien, et son groupe d’automorphismes est isomorphe & un sous-groupe de R ou C, il est
donc commutatif et libre. Si X est compacte, 71 (X, zg) est engendré par un nombre fini d’éléments.
Un groupe commutatif libre de type fini, c’est ZV. O

. dz S . N .
EXEMPLE : Dans le cas o X = C\ {0} et w = —, X“ = X coincide avec le revétement universel,

donné par l'exponentielle exp : C — C\ {0}.

En effet, X se rétracte par déformation sur le cercle unité, w1 (X) = Z est engendré par le cercle
unité parcouru dans le sens trigonométrique, le long duquel U'intégrale de dz/z est non nulle, donc
I'homomorphisme h%/# : 71(X) — C est injectif. La primitive de exp* % = dw est la coordonnée
w sur C.
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39.5.8 Application d’Abel-Jacobi

dx
On montre que la forme — possede des primitives, qu’il faut voir comme des applications a

valeurs dans un quotient de C.

d
Proposition 39.5.11 Soit X =T etw = 2 Soit v et ' deux générateurs de wi(T). Alors les
Y

nombres complexes T = f,yw et 7' = f,y, w sont linéairement indépendants sur R. En particulier,

X¥ = X coincide avec le revétement universel.

DEMONSTRATION : Par I’absurde. Supposons que 7’ = A7, ot A € R. Considérons la 1-forme réelle

fermée a = Im(7~'w). Alors [ a = [, a =0, donc le revétement 7 est trivial. Autrement dit,
a = dg est exacte sur 7. Soit x € T un point ou g atteint son maximum M. Soit f la primitive
locale de 77w qui vaut M en z. Alors €9 = |e~*f| au voisinage de . Le principe du maximum
entraine que la fonction holomorphe e~*f est constante au voisinage de z, contradiction. On conclut

que T et 7/ sont lindairement indépendants sur R. L homomorphisme A est injectif, donc 7% = T.
O

d
Corollaire 39.5.12 Soit A le sous-groupe de C formé des intégrales de T sur les lacets de T.
Y

dx
Alors, en intégrant — , on obtient un isomorphisme de la variété complexe T avec le tore quotient
Y

A\C.

DEMONSTRATION : D’aprés la proposition 39.5.11, P’homomorphisme h%*/¥ a pour image un sous-

groupe A de C engendré par deux vecteurs linéairement indépendants sur R. Ce groupe agit
librement et proprement sur C. Le quotient A\C est naturellement un tore. La 1-forme constante dz
sur C passe au quotient en une 1-forme holomorphe dz sur A\C. Notons f : T — C une primitive
de dz/y. Alors f passe au quotient en une application f : T — A\C qui satisfait f*dz = dx/y.
Comme dz/y ne s’annule nulle part, f est un difffomorphisme local entre variétés compactes,
donc un revétement holomorphe. Par construction de A, f; : m(7) — m(A\C) = A coincide
avec lisomorphisme h*/¥. Les revétements étant en bijection avec les sous-groupes du groupe
fondamental, f est trivial, i.e. un difféomorphisme biholomorphe. Cela prouve que T n’est pas
seulement homéomomorphe a un tore, mais biholomorphe au quotient de C' par deux translations
indépendantes. [

39.5.9 Un théoréme d’Abel

Les primitives f de dz/y ne sont pas des fonctions élémentaires, comme les fonctions rationnelles,
le logarithme, I’exponentielle, les fonctions trigonométriques, leurs réciproques, ou les combinaisons
de celles-ci. Autrement dit, on ne sait pas les calculer. Néanmoins, on sait prouver qu’elles satisfont
a des identités, dont voici la plus simple.

Théoréme 93 N. Abel (1826). Etant donnée une droite projective L de P?(C), notons p1(L),
p2(L) et ps(L) les trois points d’intersection de L et de T (certains sont éventuellement confondus).
Soit f: T — A\C une primitive de dx/y. Alors

F(1(£)) + f(p2(L£)) + f(ps(£)) € A\C

est indépendant de L.

DEMONSTRATION : Soit P?(C)* I'espace des droites de P?(C). C’est une variété complexe de dimen-
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sion 2. Alors Papplication g : P?(C)* — A\C, £ — f(p1(L))+ f(p2(L)) + f(p3(L)) est holomorphe.
En effet, lorsque £ et 7 sont transverses, le théoréme des fonctions implicites affirme que chacun
des points p;(£) dépend holomorphiquement de £. Soit £ une droite tangente & 7 en un point
distinct de 7. Lorsqu’une sécante converge vers la tangente, 2 des points d’intersection convergent
vers le point de tangence. En effet, par compacité, étant donné une suite de sécantes, on peut tou-
jours extraire des sous-suites pour lesquelles les points d’intersection convergent. Les limites sont
nécessairement des points d’intersection de la tangente et de la courbe, donc le point de tangence.
Comme pour toutes les suites extraites, la limite est la méme, il y a convergence. Pour la méme
raison, pour la tangente en i, les points d’intersection des sécantes voisines convergent vers ¢. Cela
montre que 'application g est continue. Localement, g est une fonction continue, holomorphe le
long d’une courbe, elle est automatiquement holomorphe partout.

Comme P?(C)* est simplement connexe, g possede un relévement g : P?(C)* — C. C’est une
fonction holomorphe. D’apres le principe du maximum (pour les fonctions holomorphes sur des
ouverts de C?), g est constante, donc g est constante. [J

39.5.10 Structure de groupe sur la cubique

Soit f : T — A\C la primitive de dyi qui envoie le point i de 7 sur 0 € A\C. Comme f est
un difféomorphisme, on peut transporter par f la structure de groupe commutatif de A\C. Cette
addition est donnée par une construction géométrique.

Corollaire 39.5.13 Soit q, ¢’ des points de T. La droite qq' (la tangente & T, si ¢ = q') recoupe
T en un point r. Soit ' l'image de v par la symétrie (x,y) — (x,—y). Alors Uapplication (q,q") —
q® q = r' est une structure de groupe commutatif sur T, et f : (T,®) — (A\C,+) est un
isomorphisme de groupes.

DEMONSTRATION : Soit L; la droite & I'infini de P?(C). Alors L; coupe 7 en un seul point, i. Par
conséquent,
f1(L)i) + f(p2(Ls)) + f(ps(Li)) =040+ 0=0.

D’apres le théoréme d’Abel, pour toute droite £ € P2(C)*, f(p1(L)) + f(p2(£L)) + f(ps(L)) = 0.
Soit ¢ € 1" un point a distance finie. La droite projective L, passant par les points i et ¢ recoupe
T au point symétrique o(g). Par conséquent

@)+ 1) + fo(a) = F(p1(Le)) + F(p2(Ly)) + fp3(Ly)) = O,

done f(o(q)) = —f(q).

Soit ¢, ¢’ et r trois points de 7 qui sont alignés. Alors f(q) + f(¢') + f(r) = 0. Par conséquent
flged) = f(') = —=f(r) = f(¢) + f(¢'). Ceci montre que la loi & est une structure de groupe
isomorphe & A\C. O

REMARQUES : Cette structure de groupe sur une cubique est suffisamment simple a calculer pour
qu’'on ait proposé de remplacer, dans la méthode RSA de cryptage a clé publique, le groupe
multiplicatif (Z/NZ)* par une cubique sur un corps fini.
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Chapitre 40

Espace tangent

40.0.11 Espace tangent

L’espace tangent est ’endroit ou vivent les vecteurs vitesse des courbes. Cela suggere la défini-
tion suivante.

Définition 40.0.14 Soit X une variété et x € X. Décidons que deux courbes v et n telles que
~v(0) = n(0) = x ont méme vitesse en t = 0 si, dans une carte ¢ définie au voisinage de x, les
images ¢ oy et ¢ on ont méme vitesse en t = 0. L’ensemble des classes d’équivalence s’appelle
l’espace tangent de X en x, noté T, X.

Clairement, la carte ¢ : U — R"™ identifie T, X & l’espace vectoriel R™. Une autre carte ¢ : U’ —
R™ donne une identification qui differe de la premiere par I'isomorphisme dg,) (¢ o ¢~ 1. Par
conséquent, T, X posseéde une structure d’espace vectoriel.

Définition 40.0.15 Une application différentiable f : X — Y entre variétés induit une application
linéaire dp f : To X — Ty2)Y appelée sa différentielle. En particulier, pour une sous-varié¢té Y C X,
T,Y s’identifie a un sous-espace vectoriel de T, X .

Une application f est une immersion (resp. submersion) en x si et seulement si sa différentielle
est injective (resp. surjective). Deux sous-variétés sont tangentes en x si et seulement si elles ont
méme espace tangent en x.

EXEMPLE : Soit V un espace vectoriel. Soit f € GL(V). La différentielle de f en p se calcule
comme suit. On identifie T,P(V') a Hom(p, V/p) et Ty, P(V) a Hom(f(p),V/f(p)). Alors d, f est
I'isomorphisme de Hom(p,V/p) sur Hom(f(p), V/f(p)) induit par f.

En utilisant une carte affine, on vérifie que tout vecteur tangent w a P(V') en p est la vitesse
en 0 d’'une droite t — ~(t) = P(u + tv), u vecteur directeur de p. Montrons qu’'une autre droite
t — P(u 4 tv') définit le méme vecteur tangent w si et seulement si il existe A, u € R tel que
u' = Au, v = M+ pu. Choisissons une base de V telle que p=1[0:---:0: 1], avec u = (0,...,0,1),
u' =(0,...,0,)). Alors

tvy tu, , , tv] tv!

P(u+tv)) = P(u' +tv')) = n
¢)n+1( (U )) (1 + t’l)n+17 ) 1+ tvn-&-l), ¢n+l( ( v )) ()\ ¥ tv'ln-i,-l’ ) A ¥ tv;l-i,-l),
dont les dérivées en t = 0 valent respectivement (vy,...,v,) et (vf,...,v),)/A. Les deux droites ont

méme vitesse si et seulement si v’ — Av est un multiple de u.

Par conséquent, ’homomorphisme p — V/p qui envoie u sur v mod p ne dépend que du vecteur
tangent w et non du choix de vecteur directeur u. Alors f o~ (t) = f(u) 4+ tf(v), donc le vecteur
tangent d,, f(w) correspond & 'homomorphisme f(p) — V/f(p) qui envoie f(u) sur f(v).

236
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40.0.12 Champs de vecteurs

Définition 40.0.16 Un champ de vecteurs sur une variété X, c’est une application qui a chaque
point x associe un vecteur tangent £(x) € T, X, de sorte que, dans une carte ¢, Uapplication
x — dap(&(x)) soit différentiable.

Remarquer que lorsque X est de classe C", on peut parler de champs de vecteurs de classe C" !,
mais pas mieux.

REMARQUES : Lorsque X C R"™ est une sous-variété, un champ de vecteurs est aussi une application
différentiable £ : X — R™. Il revient au méme de dire que cette application est de classe C" 1.

REMARQUES : Si f : X — Y est un difféomorphisme, et £ un champ de vecteurs sur X, le champ
de vecteurs transporté par f sur Y est noté f,&. On a (f.£)(y) = (dg-1,») /) (Ef 1 ())).

EXEMPLE : Soit V un espace vectoriel, soit L € End(V'). Alors L détermine un champ de vecteurs
sur P(V).

En effet, 'homomorphisme Ly, : p — V/p définit un vecteur tangent en p, vitesse de la droite
P(u+ tL(u)), u € p.

40.0.13 Flots

Définition 40.0.17 Soit £ un champ de vecteurs sur une variété X. Une ligne intégrale de £ est la
donnée d’un intervalle ouvert I de R et d’une courbe différentiable v : I — X solution de l’équation
différentielle v'(t) = £(y(t)), t € I.

Théoreme 94 Soit X une variété de classe CT, r > 2, soit & un champ de vecteurs de classe C*,
1<k<r-—1.

1. Existence locale. Pour tout point x € X, il existe € > 0 et une ligne intégrale de & définie sur
] — €, €[ et passant par x en t = 0.

2. Unicité locale. Si v, : [ = X et vo : Is — X sont deux lignes intégrales de & de méme
condition initiale x, alors y1|1,n1, = V2|1,n1, -

8. Solution maximale. Pour tout point x € X, il existe une unique solution maximale 7y, : I,, —
X de condition initiale x. Si K est un compact de X et si, pour toutt € I,, t >0, v,(t) € K,
alors sup I, = +o00.

4. Dépendance par rapport a la condition initiale. Soit

W= |]J L x{z} CRxX.
reX

Alors W est un ouvert, et Uapplication ® : W — X définie par ®(t,z) = ~,(t) est de classe
C*.

5. Flot. Pourt € R, soit Wy = {x € X |(t,x) € W}. Alors, pour t > 0, Uapplication ¢¢ : Wy —
W_; est un C*-difféomorphisme, et, lorsque tout est défini, ¢ o ¢s = drys.

Corollaire 40.0.18 Si £ est a support compact, W = R x X, et Uapplication t — ¢; est un
homomorphisme de groupes de R dans Dif f(X).

Définition 40.0.19 On appellet — ¢, le groupe a un parametre engendré par &, ou plus brievement
le flot de €.
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REMARQUES : Soit f: X — Y est un difféomorphisme, et £ un champ de vecteurs sur X, t — ¢
le flot de &. Alors le flot de f.& est t+— fog, o fL

EXEMPLE : Soit V' un espace vectoriel de dimension finie, soit L € End(V), soit £ le champ de
vecteurs correspondant. Alors le flot ¢; de & est formé des bijections projectives associées aux

bijections linéaires e*”.

En effet, si p € P(V) et u est un vecteur directeur de p, la courbe s +— e**(p) est tangente en
s =t & la droite s — e'u + (s — t) Le'u dont la vitesse en s = ¢ est Lyeiz,, : €'p — V/ellp, cest
une ligne intégrale du champ &.

EXERCICE : Soit X une variété séparée et connexe. On note Dif f.(X) le groupe des difféomorphis-
mes de X qui valent 'identité hors d’un compact. Montrer que Dif f.(X) agit transitivement sur
X, i.e. pour tous z, 2’ € X, il existe un difféomorphisme & support compact ¢ tel que ¢(z) = 2’

Solution. Soit z € X. Soit ¢, : U, — V, une carte au voisinage de x. Soit y une fonction a
support compact sur V, qui vaut 1 sur un voisinage W, de 0 = ¢(x).

Soit z € W,. Construisons un difféomorphisme a support dans V, qui envoie 0 sur z. Soit ¢
le champ de vecteurs constant sur R™ qui vaut z. Soit n le champ de vecteurs a support compact
sur R™ défini par n = x(. Le segment de droite t — tz, t € [—1, 1], est une ligne intégrale de n de
condition initiale 0. Par conséquent, le flot ¢ — vy de n satisfait 11 (0) = z.

Comme v est & support dans V, le difféomorphisme ¢! o 4 o ¢ de U,, & support compact
dans U,, se prolonge en un difféomorphisme f de X tel que f(x) = ¢~ !(z). Cela montre que
Porbite de = sous Dif f.(X) contient un voisinage de x. En fait, on en déduit que les orbites du
groupe Dif f.(X) sont ouvertes. Comme X est connexe, elle ne peut étre partitionnée en ouverts.
On conclut qu’il n’y a qu’une orbite. [J

40.0.14 Intersection de sous-variétés
Soit Y et Y’/ deux sous-variétés de X. A quelle condition Y NY” est elle une sous-variété ? Si

f:X — Zet f : X — Z sont des submersions et Y = f71(z), Y/ = f~1(2/), il suffit que
(f, ) : X = Z x Z' soit une submersion.

Lemme 40.0.20 Soit F et F’ deuxw sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E de dimension
finde. Alors Uapplication naturelle E — E/F x E/F’ est surjective si et seulement si E = F + F’.

DEMONSTRATION : Le noyau de lapplication naturelle L : E — E/F x E/F’ est F N F’. Comme

dim(F N F') +dim(F + F') = dim(F) + dim(F’) et dim(kerL) + dim(imL) = dim(F),

codim(imL) = dim(E/F x E/F’) — dim(imL)
—  dim(E/F) + dim(E/F') — dim(E) + dim(F N F")
= dim(E) — dim(F) — dim(F") + dim(F) 4 dim(F") — dim(F + F’)
= codim(F + F'),

donc L est surjective si et seulement si £ = F + F”.

Autre argument. Remarquons que le dual de E/F s’identifie au sous-espace de E* polaire F©
de F, i.e. constitué des formes linéaires qui s’annulent sur F. Alors (E/F)* x (E/F')* = FO x F'0.
L’adjoint de L s’écrit L* : FO x F'° — E*, (f, f') = f + f’. Son noyau est I’ensemble des couples
(f, f) tels que f' = —f € FON F'O. 1l s’identifie & (F + F")°. Par conséquent, L* est injective si et
seulement si E = F + F'. O



CHAPITRE 40. ESPACE TANGENT 239

Définition 40.0.21 On dit que deux sous-espaces vectoriels F et F' d’un espace vectoriel E sont
transverses st E = F + F'. On dit que deux sous-variétés Y et Y' de X sont transverses si leurs
espaces tangents sont transverses en tout point de l'intersection Y NY"'.

EXEMPLE : Deux plans de R? sont transverses des qu’ils sont distincts. Une droite D et un plan
P de R? sont transverses si et seulement si D n’est pas contenue dans P. Deux droites vectorielles
de R3, en tant que sous-espaces vectoriels, ne sont jamais transverses. Deux droites affines de R?,
en tant que sous-variétés, elles sont transverses si et seulement si elles sont disjointes.

REMARQUES : L’ensemble des couples (f, f') d’applications linéaires dont les images sont trans-
verses est un ouvert de Hom(F, FE) x Hom(F’',E). Cet ouvert est non vide si et seulement si
dim(F) 4+ dim(F’) > dim(F). Il est alors dense.

Autrement dit, lorsque la condition sur les dimensions est satisfaite, deux sous-espaces en po-
sition générale sont transverses.

Proposition 40.0.22 Si deuz sous-variétés Y et Y' de X sont transverses, alors Y NY’ est ou
bien vide, ou bien une sous-variété de codimension

codim(Y NY’) = codim(Y) + codim(Y").

DEMONSTRATION : Il s’agit d’une propriété locale. Localement, Y et Y’ sont définies par des

submersions f et f’. D’apres le lemme 40.0.20, (f, f') est une submersion, donc Y N Y’ est une
sous-variété. [

EXERCICE : Etudier l'intersection d’un tore de révolution avec une famille de plans paralleles.

40.1 Orientation

40.1.1 Rappel : orientation d’un espace vectoriel

Certaines opérations de la géométrie euclidienne, comme le produit mixte et le produit vectoriel,
nécessitent le choix d’une orientation. Par exemple, la définition du produit vectoriel de deux
vecteurs de ’espace ambiant nécessite la convention des 3 doigts de la main droite.

En effet, le produit mixte de n vecteurs de R™ euclidien, c’est, au signe pres, le déterminant dans
une base orthonormée. Mais deux bases orthonormées different d’une isométrie dont le déterminant
peut valoir 1 ou —1, d’out une ambiguité sur le signe, qu’on léve en fixant une fois pour toute une
classe d’équivalence de bases de méme signe.

Bien qu’on I’ait motivée par des considérations euclidiennes, et qu’on y pense souvent en termes
euclidiens (une base du plan est directe si et seulement si les vecteurs forment un angle compris
entre 0 et 7, elle est indirecte si et seulement si les vecteurs forment un angle compris entre 7 et
27), la notion d’orientation ne nécessite pas de structure euclidienne. Toute bijection linéaire entre
espaces vectoriels transporte les orientations de I'un sur 'autre.

40.1.2 Orientation d’une variété

Définition 40.1.1 Soit X une variété. Orienter X, c’est choisir une orientation de chaque espace
tangent de fagon continue, i.e., si ¢ : U — V CR"™ est une carte, les orientations transportées par
les différentielles dy¢ : T, X — R™ sont toutes les mémes.



CHAPITRE 40. ESPACE TANGENT 240

REMARQUES : Définition équivalente. Orienter X, c’est choisir un atlas formé de cartes a valeurs
dans des espaces vectoriels orientés, telles que les changements de cartes préservent ’orientation.

En effet, un tel atlas permet d’orienter de fagon continue les espaces tangents. Réciproquement,
une fois les espaces tangents orientés, ’atlas des cartes préservant l'orientation convient.

40.1.3 Orientabilité

Définition 40.1.2 Une variété est orientable si elle posséde une orientation.

EXEMPLE : La sphere est orientable.

En effet, on peut définir sa structure différentielle au moyen de 2 cartes seulement, donc un seul
changement de cartes, qu’on peut supposer direct. Autre procédé : fixer une orientation sur R**1,
munir 7,S" = v* de la classe des bases (v, ...,v,) telles que (vq,...,v,,v) est une base directe
de R™.

Proposition 40.1.3 Soit G un groupe discret qui agit librement et proprement par difféomorphismes
d’une variété V. Alors la variété quotient X = G\V est orientable si et seulement si V' est orientable
et G préserve l’orientation.

DEMONSTRATION : Si X est orienté, on peut tirer en arriere l'orientation de X par le revétement

p:V — X, en une orientation de V qui est préservée par les transformations de revétements.
Réciproquement, si G préserve 'orientation, celle-ci passe au quotient sans ambiguité. [J

Corollaire 40.1.4 L’espace projectif réel P™(R) est orientable si et seulement si n est impair.

DEMONSTRATION : P*(R) = G\ S™ est engendré par I'antipodie @ : v — —v. a préserve (resp.

change) I'orientation de R™*! si et seulement si n est impair (resp. pair), et a préserve la normale
sortante, donc a préserve (resp. change) l'orientation de S™ si et seulement si n est impair (resp.
pair). O

Proposition 40.1.5 Toute variété X possede un revétement a deux feuillets p : X°" — X, appelé
revétement d’orientation, qui a la propriété suivante : X° est trivial si et seulement si X est
orientable. De plus, X°" est une variété orientable, et X est le quotient de X°" par une action du
groupe a deux éléments.

DEMONSTRATION : Soit X°" I’ensemble des couples (z,0,) ol o, est une orientation de T,X.

On note p : X" — X, (x,0;) — x. Si ¢ : U — R™ est une carte, et si R” est muni d’une
orientation o, on définit une section sy 4, de p au-dessus de U par sy .0(z) = (x, (dz$) "' (0)). Les
ensembles sy 4 ,(U) forment la base d'une topologie sur X°", qui rend p et les sy 4, continues.
Comme p~H(U) = sy,4,0(U) U su,6,—0(U), p est un revétement. Comme il n’a que 2 feuillets, il est
automatiquement galoisien.

Par définition, une orientation d’un ouvert V de X correspond & une section continue de p
au-dessus de V. Par conséquent, X est orientable si et seulement si p possede une section globale.
Pour un revétement galoisien, cela équivaut a étre trivial.

Sur I'image sy.4.0(U), ¢ o p est un homéomorphisme sur un ouvert de R”. On obtient ainsi une
structure différentielle sur X°" qui fait de p un difféomorphisme local (cf. proposition 29.2.10). Cet
atlas définit une orientation. En effet, étant données deux cartes ¢ : U — R™ et ¢’ : U’ — R" et



CHAPITRE 40. ESPACE TANGENT 241

des orientations o et o' sur R™ telles que sy,¢,0(U) N spr.g.0(U') # 0, nécessairement (d,¢) ' (0) =
(dz¢")~1(0') aux points de UNU’, donc le changement de cartes ¢’ opo(¢pop) =t = ¢’ op~! préserve
Porientation. Cela prouve que X°" est orientable. [J

Corollaire 40.1.6 Toute variété simplement connexe est orientable.

EXEMPLES ET REMARQUES :

1. Si X = G\ E n’est pas orientable, et si F est orientable, alors X°" = GT\E, o G est le
sous-groupe de G formé des difféomorphismes qui préservent ’orientation.

2. La bande de Mdbius est le quotient d'une bande infinie {(z,y) € R?||y| < 1} par le groupe
engendré par le difféomorphisme ¢ : (z,y) — (z + 1,—y). Elle n’est pas orientable. Son
revétement des orientations est difféomorphe & la bande ordinaire. Remarquer que P?(R)
contient une bande de Mobius.

3. La bijection affine g ci-dessus normalise le groupe des translations entieres (i.e. si 7 € Z? est
une translation entiere, alors g o 70 g~ ! est encore une translation entiere). Par conséquent,
elle induit un difféomorphisme g du tore Z*\R?, qui engendre un groupe G a 2 éléments. La
bouteille de Klein est le quotient du tore par G. Son revétement des orientations est le tore.

40.2 Eléments de topologie différentielle

Désormais, on va donner quelques résultats de topologie différentielle, i.e. qui tournent autour
du probleme de classification des variétés. Les démonstrations ne seront pas toujours completes.

40.2.1 Reégularité

Du point de vue de la topologie différentielle, il n’y a aucune différence entre C*, C", r > 2,
C> (ou méme C¥, mais cela demande davantage de travail). On va montrer que toute structure
différentielle de classe C? posseéde un atlas compatible de classe C°.

Lemme 40.2.1 Soit X C R"™ une sous-variété compacte de classe C", r > 2. Alors il existe un
voisinage U de X dans R™ et une rétraction de classe C™=1 : U — X.

REMARQUES : On appelle U un voisinage tubulaire de X dans R"™.

DEMONSTRATION : Pour # € X, on note 7, : R® — T, X le projecteur orthogonal (il dépend C™~1
de z), v, = kerm, et vX = {(z,v) € X X R"|v € 1.

Montrons que vX est une sous-variété de classe C"~'. Pour x voisin de zg, la restriction de
e, & Ty X est bijective. Autrement dit, ker(m,, o m;) = kerm, = v,. Par conséquent, au voisinage
de {xo} X Vg, vX est défini par 'équation g(z,v) = 0ot g : X x R” — T, X est définie par
g(x,v) = Tz 0, (v). g est une submersion en tout point de {xg} X v, , donc v X est une sous-variété.

L’application ¢ : vX — R™, (z,v) — x+4wv est une immersion en tout point de X x{0}. Montrons
qu’il existe € > 0 tel que ¢ est injective sur 'ouvert V = {(z,v) € vX ||v| < €}. Sinon, il existe des
suites (z;,v;) et (y;,w;) € vX, avec |vj] et |w;| tendant vers 0, telles que que ¢(z;,v;) = ¢(y;, w;).
Par compacité, on peut supposer que x; tend vers x et y; vers y. Nécessairement,

T = ¢((E,0) = lim¢(xjvvj) = hm¢(ijw]) = ¢(y70) =Y.

Or, comme ¢ est une immersion en (z,0), il existe un voisinage de (z,0) sur lequel ¢ est injective,
contradiction.

U = ¢(V) est un ouvert de R™. L’application ¢~! composée avec la projection X x R™ — X
est la rétraction cherchée. [J
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Définition 40.2.2 Soit X un espace topologique compact. Sur l’ensemble A, des atlas de classe C"
de X, on met la topologie dont une base de voisinages est obtenue comme suit. Soit (¢; : Uy — R™)
un atlas. Soit K; C U; des compacts. Soit € > 0. On considére les atlas (¢ : Ul — R™) tels que
K cUj, et |¢jo b —idlor g,y < €.

Proposition 40.2.3 Pour tout r > 1, Ay est dense dans A,. De plus, deux atlas de A, suffi-
samment voisins définissent des structures différentielles difféomorphes sur X.

DEMONSTRATION : On peut lisser un C'-difféomorphisme par convolution. Sur lintérieur d’un

compact contenu dans le domaine, une application C'* proche d’un difféomorphisme est & nouveau
un difféfomorphisme. Cela montre la densité.

Supposons r > 2. Soit (¢;) un atlas. Le théoréme de plongement de Whitney fournit un plon-
gement fig.) 1 X — R™. Si (1) est un atlas suffisamment proche de (¢;), le plongement f,,) est
CO%proche de f(¢,)- En particulier, son image est contenue dans un voisinage tubulaire de f(4,). En
composant f,,) avec la rétraction, on obtient un difféomorphisme de (X, (¢;)) sur (X, (¢;)). Le
cas r = 1 demande davantage de travail. []

REMARQUES : La proposition 40.2.3 montre que la classification des variétés compactes a difféomor-
phisme pres doit s’exprimer au moyen d’invariants discrets, par exemple, a valeurs entieres, et non
continus.

En fait, elle montre que I’ensemble des classes de difféomorphisme de variétés compactes est
dénombrable.

40.2.2 Classification des variétés de dimension 1

Théoréme 95 Toute variété compacte connezxe de dimension 1 est difféomorphe 4 R/Z.

DEMONSTRATION : On commence par supposer la variété de classe C" avec r > 2.

1. Cas orientable. Soit ¢; : U; — R un atlas fini définissant une orientation de X. Notons ¢ un
champ de vecteurs constant sur R. Soit (x;) une partition de I'unité subordonnée au recouvrement
(U;). Posons & = 37, x; (¢; 1)«C. Alors € est un champ de vecteurs différentiable sur X, qui ne
s'annule jamais. En effet, pour tous indices i et j, (¢;¢;").( = Ai;C ol la fonction \;; est

strictement positive. Alors

()€ = (Z Xidi )G,

et Y, xiAi,; > 0 partout. Pour z € X, notons 7, : R — X la ligne intégrale de condition initiale z.
Alors le vecteur vitesse 7, (t) = £(7.(t)) ne s’annule pas, donc 7, est une immersion, et son image,
l'orbite de z, est un ouvert de X. Comme les orbites partitionnent X, et X est connexe, il y a
une seule orbite, donc v, est surjective. Si 7y, était injective, alors -, serait un homéomorphisme,
ce qui est impossible, car R n’est pas compact. On conclut qu’il existe s, s’ € R, s # &', tels que
Y2 (8) = y(8"). Alors t — v, (t+s) et t — v, (t+s’) sont des lignes intégrales de £ de méme condition
initiale, donc 7, (t + s) = v, (t + s’) pour tout ¢ € R. En particulier, v, est |s' — s|-périodique. Soit
T la plus petite période de 7,. Alors v, passe au quotient en un difféomorphisme R/TZ — X
préservant ’orientation.

2. Cas non orientable. Soit X°" le revétement des orientations de X. Alors X°" est orientable,
donc X" est difféomorphe &4 R/Z, et X = G\X°" ou G est un groupe a deux éléments engendré par
un difféomorphisme a de X°" renversant I'orientation. Alors a se reléve en un automorphisme @ du
revétement universel X = X" = R, qui renverse l'orientation. Autrement dit, @ est une fonction
dont la dérivée est partout strictement négative. Elle tend vers Foo en +o0o. D’apres le théoreme
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des valeurs intermédiaires, ’équation a(t) = ¢ posseéde une solution, ce qui est impossible pour un
automorphisme d’un revétement. On conclut que X est forcément orientable.

3. Cas des variétés de classe C'. 1l suffit de remarquer qu’intégrer un champ de vecteurs en
dimension 1, ce n’est rien d’autre qu’intégrer une fonction, donc un champ de vecteurs de classe
C? seulement possede des lignes intégrales. [J

REMARQUES : Pour peu qu’on sache construire des partitions de I'unité, le méme argument montre
que toute variété séparée, paracompacte, non compacte, connexe de dimension 1 est difféomorphe
a R.

40.3 Caractéristique d’Euler-Poincaré

40.3.1 Décompositions cellulaires convexes

Une décomposition cellulaire convexe d'un compact K du plan, c’est une collection finie segments
de droites (appelés arétes) contenus dans K telle que

1. deux arétes distinctes sont disjointes ou partagent une extrémité ;

2. la frontiere de K est une réunion d’arétes ;

3. chaque composante connexe du complémentaire de la réunion des arétes est convexe.

On appelle les adhérences de ces composantes les faces de la décomposition cellulaire. On appelle
sommets) les extrémités des arétes.

EXEMPLES ET REMARQUES :

1. Si K est un polygone convexe, il admet une décomposition cellulaire a une seule face, dont
les arétes sont les cotés de K.

2. Si K est une ligne polygonale sans auto-intersection, il admet une décomposition cellulaire
naturelle.

Définition 40.3.1 Soit C une décomposition cellulaire convexre d’un compact du plan. On note S
le nombre de sommets, A le nombre d’arétes, F le nombre de faces. On appelle caractéristique
d’Euler-Poincaré de C le nombre x(C) =S — A+ F.

EXEMPLES ET REMARQUES :
1. Pour la décomposition cellulaire & 1 face d’un polygone convexe, y = 1.

2. Si K est une ligne polygonale ouverte (i.e. ses extrémités sont distinctes), alors y = 1. Si K
est une ligne polygonale fermée, y = 0.

Proposition 40.3.2 Soit C une décomposition cellulaire conveze d’un polygone convexe du plan.
Alors x(C) = 1.

DEMONSTRATION : Si s est un sommet et f une face qui lui est adjacente (i.e. s € f), notons
int(s, f) €]0, 7] 'angle intérieur de f en s, et ext(s, f) = 7 —int(s, f) Vangle extérieur de f en s.

Notons ext(f) la somme des angles extérieurs de f en tous ses sommets. Alors ext(f) = 2.
En effet, lorsqu’on parcourt le bord de la face f, a chaque sommet s la direction suivie tourne de
ext(s, f), et lorsque le tour est fini, la direction a fait un tour complet.

Notons int(s) la somme des angles intérieurs en s des faces de C adjacentes & s. Alors int(s) = 27
si s est a l'intérieur de K. Sinon, int(s) = int(s, K) est Pangle intérieur de K en s. On note S;,; le
nombre de sommet intérieurs et Syx le nombre de sommets du bord, de sorte que S = S;; + Sok -
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On calcule

o

8
=
»
~
~—

Il

Z Z ext(s, f)

(s,f) f s sommet de f

= > ext(f)

f
= 2xF.

D’autre part,

Yoint(s,f) = Y > int(s,f)

(s,f) s f adjacente & s
= Z int(s)
S

= 2mSin: + Z int(s, K)
seOK

= 2wSint + Z (m — ext(s, K))
sCOK
= 27wS;nt + TSk — 27.

Si a est une aréte orientée de C, qui n’est pas contenue dans le bord de K, il lui correspond un
couple (s, f) tels que s est un sommet de f : s est l'origine de a et f la face dont un c6té est a,
située a gauche de a. Si a est une aréte de 0K, il y a exactement une des deux orientations pour
laquelle la face située & gauche existe. Réciproquement, étant donné un couple (s, f) tels que s est
un sommet de f, il lui correspond une aréte orientée, celle telle que, lorsqu’on la parcourt, on a
la face f & sa gauche. Par conséquent, le nombre de couples (s, f) tels que s est un sommet de f
est égal au nombre d’arétes intérieures orientées plus le nombre d’arétes du bord, sans orientation.
Si on note A;n: le nombre d’arétes intérieures et Ayx le nombre d’arétes du bord, de sorte que
A=A + Ask, il vient

1= 2Aim + Aok
(5,f)

Par conséquent,

Z int(s, f) + Z ext(s, f) = Z T
(s,f) (s,f) (s,f)
- 7r(2Aint + AaK)a

d’ou

2 F + 278 + mSor — 2w = 2w Ajs + TAsK,
ce qui peut s’écrire

1
Sint — Aint + F=1— 5(501( — Aok ),

ou

x(C) =1+ %X((?K).

Comme le bord de K est une ligne polygonale fermée, x(0K) = 0, donc x(C) =1. O
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40.3.2 Invariance de la caractéristique d’Euler-Poincaré

Lemme 40.3.3 Si K = K U Ky et C est une décomposition cellulaire convexe de K qui induit
des décompositions cellulaire C1, Co et Co sur K1, Ko et Ko = K1 N Ko, alors

x(C) = x(C1) + x(C2) — x(Co)-

DEMONSTRATION : Chaque sommet (resp. aréte, resp. face) de Cp est aussi un sommet (resp. aréte,

resp. face) de C; et de Cy simultanément, donc S = S1+S52—Sg, A = A1+ As— Ao, F = F1+F>,—F.
O

Proposition 40.3.4 Soit K un polygone du plan. Deux décompositions cellulaires convexes de K
donnent la méme caractéristique d’Fuler-Poincaré.

DEMONSTRATION : Soit C et C' deux décompositions cellulaires convexes de K.

1. Réduction au cas ou C’ est plus fine que C.

Comme l'intersection de deux polygones convexes est un polygone convexe, il y a une décom-
position cellulaire convexe de K dont les faces sont les intersections de faces de C’ et de faces de
C. Il suffit de montrer que cette décomposition, raffinement de C’ et de C, a méme caractéristique
d’Euler-Poincaré que C.

2. Cas ou C n’a aucune face.

Dans ce cas, C et C’ sont deux graphes homéomorphes. Il ont donc les mémes composantes
connexes, qui ont mémes connectivités A—S+1 (voir cours sur le groupe fondamental), donc méme
caractéristique d’Euler-Poincaré. On peut aussi remarquer que subdiviser les arétes ne change pas
S —A.

3. Récurrence sur le nombre de faces de C.

On retire 'intérieur de toutes ses faces a C, on obtient un graphe Ky muni de deux décompositions
Co et C{. Puis on ajoute I'intérieur d’une face de C, cela donne un polygone K7 muni de deux décom-
positions C; et C{ plus fine, etc... Supposons que x(Ci) = x(C},). Par définition, x(Cr41) = x(Cr)+1.
Remarquer que Ki11 = K U f ou f est une seule face de C, mais est décomposée en plusieurs
faces au sens de C’. D’apres le lemme 40.3.3, x(C;, ;) = x(C;,) + x(f) = x(Kx N f) = x(C},) + 1, car
Ky N f est une ligne polygonale fermée sans point double. Cela montre que x(Cj, ;) = x(Cr11), et
donc que x(C') = x(C), par récurrence sur k. O

40.4 Variétés compactes de dimension 2

On commence par construire des exemples.

40.4.1 Somme connexe

Soit X et Y deux variétés de méme dimension n. Notons B la boule ouverte de centre 0 et
de rayon 2 dans R", B’ la boule unité ouverte. Soit U un ouvert de X, V un ouvert de Y, ¢
un difféomorphisme de U sur B et ¢ un difféomorphisme de V sur B. On note U’ = ¢~ *(B’) et
V' = ¢~1(B’). On considere I'espace topologique XfY obtenu recollant X \ U’ et Y \ V' le long
de leur bord, au moyen de ’homéomorphisme 2! o ¢jou’- Noter que X{Y dépend des choix de ¢

et 1.
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X#Y

On munit X4Y d’une structure différentielle comme suit. L’atlas contient toutes les cartes de X
et de Y dont le domaine ne rencontre pas U’ ou V. Il contient aussi une carte ® dont le domaine
est (U\U")U(V\ V') (vu comme un ouvert de XfY'), et définie par

b(z) = ¢(x sizeU\U,
D(y) = ‘f((;’))lz siye V\V.

Définition 40.4.1 On appelle somme connexe de X etY suivant ¢ et v la variété ainsi obtenue.

EXEMPLE : Si Y = S" est la sphere de dimension n, et ¢» : V — B est donné par la projection
stéréographique, alors X,Y est difféomorphe a X.

En effet, 'inversion z — # se prolonge en un difféomorphisme global i de S™. On définit un

difféomorphisme ¥ de X#S™ sur X en posant,

U(z) ==z sixze X\U,
U(y) =¢ toily) siyeS"\V".

REMARQUES : Sin > 3, m(X{Y) = m(X) * 71 (Y) est un produit libre. Si n = 2, m(X§Y) =
T (X \U’) 7z m1 (Y \ V') est une somme amalgamée au-dessus de Z.

Cela permet de voir qu’en général XY n’est difféomorphe ni & X nia Y.

40.4.2 Dépendance par rapport aux choix

Proposition 40.4.2 Soit X et Y des variétés connexes. A difféeomorphisme pres, la variété X{Y
ne dépend que de l'orientation de ¢ et de 1. Précisément,

1. si X ou'Y n’est pas orientable, X{Y est indépendante des choix;

2. st X (ouY) est orientable et admet un difféomorphisme renversant lorientation, X{Y est
indépendante des choix ;

3. si X etY sont orientables, on peut obtenir au plus deux variétés XHY , suivant que "' o ¢
préserve ou non l’orientation.

DEMONSTRATION : Soit U; et U, deux ouverts contenant un point x de X, soit ¢y : Uy — B

et ¢o : Uy — B deux difféomorphismes sur la boule B de rayon 2, envoyant = en 0, et ayant
meéme différentielle en . Posons U; , = qS;l(B(O,?e), Die = %(@)IUW : Uje = B. D’apres le
lemme 40.2.3, la structure différentielle sur Xf4, 'Y ne dépend pas de e. Lorsque € tend vers 0,
qf)fl o ¢, converge vers I'identité, donc pour € assez petit, X, Y et Xfy, Y sont difféomorphes.
On conclut que ¢1 et ¢ définissent la méme somme connexe. Celle-ci ne dépend donc que de la
donnée de points z € X et y € Y, ainsi que d’isomorphismes linéaires de R™ sur 7, X et T,Y
respectivement. Comme X et Y sont connexes par arcs, le choix des points est sans importance.
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De méme, seule compte la composante connexe de I'som(T,X,R™) & laquelle d,¢ appartient, i.e.
le fait que ¢ préserve ou non l'orientation.

Si X n’est pas orientable, il existe un lacet dans X basé en z dont le relevement dans le
revétement des orientations X°" n’est pas un lacet. On peut donc déformer contintiment ¢ en un
difféomorphisme ¢’ d'un voisinage de x sur la boule B tel que ¢! o ¢’ renverse I'orientation. Cela
signifie que X#,Y = X4 Y ne dépend pas de la composante connexe de Isom(T,X,R") & laquelle
d.¢ appartient.

Si X possede un difféomorphisme global ® qui renverse 'orientation, celui-ci induit un difféo-
morphisme de X#4Y sur Xfao4Y, et de nouveau X4,Y ne dépend pas de la composante connexe
de Isom(T,X,R™) a laquelle d,¢ appartient. (J

Terminologie. Dans la suite, lorsque X et Y sont orientables, on notera XY celle des sommes
connexes qui est orientable (obtenue a l’aide d’une carte orientée de X et d’une carte de Y renver-
sant Porientation).

40.4.3 Exemples de variétés de dimension 2

Définition 40.4.3 Soit g € N un entier. On appelle surface orientable de genre g, et on note ¥,
la variété obtenue a partir de la sphére en effectuant g sommes connexes avec un tore.

Surface orientable de genre 3

Définition 40.4.4 Soit g € N un entier. On appelle surface non orientable de genre g, et on note
Uy, la variété obtenue a partir du plan projectif en effectuant g sommes connexes avec un plan
projectif.

La surface non orientable de genre 3

40.4.4 Décompositions cellulaires lisses

Voici une généralisation, invariante par difféomorphisme, de la notion de décomposition en
cellulaire convexe.

Définition 40.4.5 Soit X une variété de dimension 2, et K C X un compact. Une décomposition
cellulaire lisse de K, c’est la donnée d’une famille finie d’arcs de classe C* plongés dans K appelés
arétes tels que
— deuzx arétes sont disjointes ou partagent une extrémité;
— pour chaque composante connexe D du complémentaire dans K de la réunion des arétes, il
existe un voisinage de l’adhérence de D qui est l’image par un difféomorphisme ® d’un ouvert
U du plan, tel que ®=1(D) soit un polygone conveze.

Dans ce cas, on appelle sommets de la décomposition les extrémités des arétes et faces de la
décomposition les composantes connexes du complémentaire de la réunion des arétes. Si toutes les
faces sont des triangles, on parle de triangulation lisse. De nouveau, on appelle x(C) =S — A+ F
la caractéristique d’Euler-Poincaré de la décomposition cellulaire.

Le lemme 40.3.3 s’étend aux décompositions cellulaires lisses, avec la méme preuve.
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Lemme 40.4.6 Si K = K1 U K5 et C est une décomposition cellulaire lisse de K qui induit des
décompositions cellulaires C1, Co et Cy sur K1, Ko et Ko = K1 N Ks, alors

X(€) = x(C1) + x(C2) — x(Co)-
40.4.5 Exemples de décompositions cellulaires lisses

EXEMPLE : La sphére S? posséde une décomposition cellulaire lisse, obtenue en projetant radiale-
ment un tétraedre régulier.

——

/
o

Il y a 4 sommets, 6 arétes et 4 faces, donc la caractéristique d’Euler-Poincaré vaut 2.
En particulier, le disque possede une décomposition lisse avec 4 sommets, 6 arétes et 3 faces,
donc sa caractéristique d’Euler-Poincaré vaut 1.

EXEMPLE : Le tore T2 posseéde une décomposition cellulaire lisse.

Il y a 2 sommets, 6 arétes et 4 faces, donc la caractéristique d’Euler-Poincaré vaut 0.

EXEMPLE : Le tore troué T2\ D posséde une décomposition cellulaire lisse.

Il y a 5 sommets, 10 arétes et 4 faces, donc la caractéristique d’Euler-Poincaré vaut —1.

EXEMPLE : Le tore troué deux fois 72 \ (D1 U D) posséde une décomposition cellulaire lisse.
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Il y a 10 sommets, 19 arétes et 7 faces, donc la caractéristique d’Euler-Poincaré vaut —2.

EXEMPLE : La surface orientable ¥, de genre g possede une décomposition cellulaire, compatible
avec une décomposition en un tore troué, g — 1 tores troués deux fois et un disque.

La caractéristique d’Euler-Poincaré de cette décomposition vaut 2 — 2g.

EXEMPLE : La sphere S? posseéde une décomposition cellulaire lisse, invariante par ’antipodie. En
quotientant par 'antipodie, on obtient une décomposition cellulaire lisse du plan projectif.

Pour le plan projectif, il y a 5 sommets, 10 arétes et 6 faces, donc la caractéristique d’Euler-Poincaré
vaut 1.

En particulier, le plan projectif privé d’un disque (aussi appelé bande de Mdbius) possede une
décomposition cellulaire lisse avec 4 sommets, 6 arétes et 2 faces, donc sa caractéristique d’Euler-
Poincaré vaut 0.

On peut aussi voir la bande de Mébius comme le quotient de la bande {(z,y) € R?| —1/2 <
y < 1/2} par le groupe engendré par (z,y) — (z + 1, —y). La décomposition cellulaire apparait
comime suit.
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EXEMPLE : La bande de Mo6bius trouée admet une décomposition cellulaire lisse.

Il y a 10 sommets, 15 arétes et 4 faces, donc la caractéristique d’Euler-Poincaré vaut —1.

EXEMPLE : La surface non orientable U, possede une décomposition cellulaire lisse compatible
avec la décomposition en une bande de Mobius, g — 1 bandes de Mobius trouées, et une bande de
Moébius. Sa caractéristique d’Euler-Poincaré égale a 1 — g.

0 (¥ @

40.4.6 Décompositions, revétements et sommes connexes

Proposition 40.4.7 Soit p : E — X un revétement. Soit C une décomposition cellulaire lisse
de X. Il existe une unique décomposition cellulaire lisse C de E dont chaque face est envoyée

bijectivement sur une face de X. Si le revétement a d feuillets, alors x(C) = dx(C).

DEMONSTRATION : Comme chaque face f est simplement connexe, le revétement Plp=1(f) : p1(f) —

[ est trivial, i.e. p71(f) = U;s;(f) o les s; sont des sections de p au-dessus de f. La collection

des s;(f) forme la décomposition C.
Chaque sommet, aréte, face de C donne naissance & d sommets, arétes, faces distincts de C,

donc S =dS, A=dA, F=dF. O
Proposition 40.4.8 Soit X etY deuz variétés compactes de dimension 2. Alors
X(XHY) = x(X) +x(Y) — 2.
DEMONSTRATION : D’apres la régle d’addition, x(X) = x(X\U) + x(U) — x(8U) = x(X\U) + 1.
De plus
X(XEY) = x(X\U) +x(Y\ V) = x(9U) = x(X) + x(¥) — 2.
O

40.4.7 Classification des variétés compactes de dimension 2

On admettra les trois théoremes suivants.
Théoréme 96 Toute variété de dimension 2 compacte admet une triangulation lisse.

Théoreme 97 Soit X une variété de dimension 2 compacte. Les décompositions cellulaires lisses
de X ont toutes méme caractéristique d’Euler-Poincaré, notée x(X).
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EXERCICE : A l’aide de ce théoréme, et des propositions 40.4.7 et 40.4.8, retrouver de facon plus
directe les résultats numériques du paragraphe précédent.

Théoréme 98 Les variétés compactes connexes orientables de dimension 2 sont classifiées par
leur caractéristique d’Fuler-Poincaré. C’est un entier pair < 2. Les variétés compactes connezes
sans bord non orientables de dimension 2 sont classifiées par leur caractéristique d’Euler-Poincaré.
C’est un entier < 1.

Autrement dit, toute variété compacte connexe orientable de dimension 2 est difféomorphe & une
et une seul des surfaces ¥4, ou, par convention, ¥ est la sphere. Toute variété compacte connexe
orientable de dimension 2 est difféomorphe a une et une seul des surfaces Uy, g > 0, ou, par
convention, Uy est le plan projectif.

EXERCICE : Déduire de la classification que toute surface orientable posséde un difféomorphisme
renversant 1’orientation et sans points fixes.
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