
Métriques prescrites sur le bord
des variétés hyperboliques de dimension 3.

François LABOURIE

Une 3-variété hyperbolique compacte M à bord ∂M est dite strictement convexe
si deux points quelconques de M peuvent être joints par une géodésique minimisante
incluse dans l’intérieur de M . Cette condition entrâıne que la courbure intrinsèque
de ∂M est supérieure à −1 (ici hyperbolique signifie courbure constante −1).

Le but de cet article est de démontrer que toutes les métriques sur ∂M à courbure
supérieure à −1 sont obtenues ainsi. Plus précisément, nous avons le

Théorème 1.— Soit M une variété compacte à bord (différente du tore plein)
et qui admette une structure de variété hyperbolique strictement convexe. Soit g
une métrique sur ∂M à courbure strictement plus grande que −1, il existe alors une
métrique hyperbolique convexe h sur M qui induise g sur ∂M :

h|∂M = g

Le cas du tore plein doit être obtenu par d’autres techniques que celles contenues
dans cet article.

Ce résultat peut être conçu comme la généralisation de deux théorèmes clas-
siques. Le premier est du à Alexandrov-Pogorelov, [Po].

Théorème.— (Alexandrov-Pogorelov) Soit g une métrique sur la sphère S2 à cour-
bure strictement supérieure à −1, il existe alors une immersion isométrique de (S2, g)
dans H3, unique aux isométries de H3 près. De plus, cette immersion borde un con-
vexe de H3.

Ce théorème correspond donc au cas où M est la boule B3. Le deuxième
théorème, que nous utiliserons dans la démonstration, est le théorème d’uniformi-
sation de Bers qui permet de reconstruire une métrique hyperbolique sur int(M) à
l’aide d’une structure complexe sur ∂M (2.2).

Remarquons que dans ces deux théorèmes la métrique hyperbolique obtenue sur
M est unique. Dans notre cas, nous sommes incapable de démontrer l’unicité de
notre métrique h, et de répondre ainsi affirmativement à une question de Thurston
concernant l’existence et l’unicité d’une telle métrique.

Un autre résultat relié à notre théorème est du à Gromov [G].
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Théorème.— (Gromov) Soit S une surface compacte de genre supérieur ou égal
à 2, munie d’une métrique g à courbure supérieure à −1. Il existe alors un groupe
fuchsien Γ agissant sur H3 telle que (S, g) se plonge isométriquement dans H3/Γ

Ce résultat n’est pas a priori un corollaire du notre, mais on peut l’obtenir par
les mêmes méthodes. Signalons que Gromov ne montre pas non plus l’unicité de Γ.

1. Présentation de la démonstration

Donnons en une idée intuitive. Le point de départ consiste à montrer que l’es-
pace A des solutions des équations de Gauss-Codazzi sur une surface (S, g) est de
dimension 6γ − 6 où γ ≥ 2 est le genre de S.

Chacune de ces solutions donne naissance à une représentation de π1(S) dans
PSL(2,C). De même, si S = ∂M , chacune des métriques hyperboliques sur M donne
naissance à une représentation de π1(S) dans PSL(2,C). Nous obtenons ainsi dans
Rep(π1(S), PSL(2,C)) deux sous-variétés, l’une étant l’image de A, l’autre l’image
de H(M) l’espace des structures hyperboliques sur M .

Une solution à notre problème, c’est à dire une variété hyperbolique induisant
g sur S est alors un point d’intersection de ces deux sous-variétés. Il nous faut donc
démontrer que ces deux sous-variétés s’intersectent.

L’espace Rep(π1(S), PSL(2,C)) n’est pas celui que nous allons considérer et
c’est l’espace des CP 1 structures sur S (localement homémorphe àRep(π1(S), PSL(2,C))
qui va s’avérer utile.

L’existence d’un point d’intersection des deux sous-variétés sera prouvée par un
argument homologique.

Plan de l’article :

2. Structures hyperboliques sur les variétés de dimension 3.

Le but de ce paragraphe est d’énoncer le théorème d’uniformisation de Bers.

3. Immersions isométriques équivalentes

Dans ce paragraphe, nous étudions la dimension de l’espace des solutions des
équations de Gauss-Codazzi.
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4. Surfaces convexes plongées dans les bouts géométriquement finis.

Ici, nous introduisons des variétés hyperboliques auxiliaires et établissons les
estimées géométriques a-priori concernant les surfaces convexes qui y sont plongées.

5. CP 1-structures sur une surface compacte.

Nous montrons comment une solution des équations de Gauss-Godazzi donne
naissance à une CP 1-structure, de même qu’à une métrique hyperbolique sur M est
associée une CP 1-structure sur ∂M .

6. Paramétrisations de l’espace des CP 1-structures.

Il s’agit d’un rappel des résultats de [L2] qui relie l’espace des CP 1-structures à
celui des immersions isométriques des surfaces à courbure constante k.

7 Démonstration du théorème.

2. Structures hyperboliques sur les variétés de dimension 3.

Ce paragraphe est une présentation rapide de résultats élémentaires concernant
les variétés hyperboliques, notre but étant d’énoncer le théorème d’uniformisation de
Bers, sous la forme qui nous sera le plus utile par la suite. Pour les démonstrations,
nous renvoyons à [T] ou à [M].
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2.0 Nous nous intéresserons aux variétés hyperboliques non compactes. La classe de
variétés qui nous intéresse est celle des variétés convexes cocompactes. Donnons en
tout d’abord une définition constructive : si M est une variété hyperbolique à bord
convexe, M peut être considérée comme un convexe fermé dans une unique variété
hyperbolique complète M̄ , homotopiquement équivalente à M et que nous appelerons
complétée de M . Pour construire M̄ , on peut remarquer par exemple que l’équation
de Riccatti (dans la direction extérieure à ∂M) permet de définir, grâce à l’absence
de points focaux, une métrique sans singularités sur ∂M × [0,∞[ prolongeant celle
sur M . La variété M̄ est alors par définition convexe cocompacte.

D’après cette construction M̄ est homéomorphe à l’intérieur de M .

Une autre manière d’arriver à cette définition est de procéder ainsi : Soit M̄ =
H3/Γ une 3-variété hyperbolique complète, soit Λ(Γ) l’ensemble limite de Γ dans
CP 1, le bord à l’infini de H3, et E(Λ(Γ)) l’enveloppe convexe de Λ(Γ) dans H3.
L’ensemble E(Λ(Γ)) est invariant sous l’action de Γ, et

N = E(Λ(Γ))/Γ ⊂ M̄

est appelé coeur de Nielsen de M̄ .

On vérifie aisément que N est aussi l’adhérence de l’intersection de tous les
convexes de M̄ homotopiquement équivalents à M̄ .

Par définition M̄ est convexe cocompacte si N est compact. Il est facile de vérifier
que les deux définitions cöıncident.

2.1 A une variété M̄ convexe cocompacte on peut associer son bord à l’infini ∂∞M̄ ,
défini comme l’espace des demies-géodésiques divergentes, identifiées si elles sont
asymptotes. Si CP 1 est le bord à l’infini de H3, alors

∂∞M̄ ≈ (CP 1 \ Λ(Γ))/Γ (∗)

où M̄ = H3/Γ

Ce bord à l’infini permet de compactifier M̄ . En effet, on dira qu’une suite (xn)
de points de M̄ tendant vers l’infini converge vers un point x∞ de ∂∞M̄ , si la suite
d’arcs géodésiques joignant xn à π(xn), sa projection convexe sur le coeur de Nielsen,
converge vers une géodésique asymptote à x∞.

Il est clair que cette compactification de M̄ est homéomorphe à tout convexe
compact de M̄ homotopiquement équivalent à M̄ et d’intérieur non vide.

Dans le cas où M̄ n’est pas homéomorphe au tore plein, chacune des composantes
connexes de ∂∞M̄ est une surface compacte de genre γ plus grand ou égal à 2.
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2.2 D’après (∗), ∂∞M̄ est muni d’une structure complexe, et le théorème d’uni-
formisation de Bers nous apprend que cette donnée suffit à reconstruire la métrique.
Plus précisément, nous nous donnons M une 3-variété compacte à bord, et nous con-
sidérons l’espaceH(M) des métriques hyperboliques complètes sur int(M), l’intérieur
de M , telles que l’injection de int(M) dans M , s’étende en une application continue
de ∂∞(int (M)) dans M .

Le groupe G1 des difféomorphismes de M dont la restriction à ∂M est isotope à
l’identité agit naturellement sur H(M).

Désignons par Teich(S) l’espace de Teichmüller d’une surface S ; le théorème
d’uniformisation de Bers ([M] p.84) s’énonce ainsi :

Théorème.— (Bers) L’application ψ0 de H(M) = H(M)/G1 dans Teich (∂M) qui
associe à une métrique hyperbolique sur int(M), la structure complexe sur ∂∞M
(identifié à ∂M) est un homéomorphisme, pourvu que H(M) soit non vide.

Remarquons enfin que si M est munie d’une métrique hyperbolique compacte à
bord convexe, H(M) est non vide, puisque int(M) est homéomorphe à M̄ .

3. Immersions isométriques équivariantes

3.0 Soit désormais S une surface connexe compacte orientée de genre supérieur ou
égal à 2 et g une métrique riemannienne sur S à courbure strictement plus grande
que −1.

Par définition, une immersion isométrique équivariante de S dans H3 est la
donnée d’une paire (f, p) où f est une immersion isométrique de S̃, le revêtement
universel de S, dans H3 et p une représentation de π1(S), le groupe fondamental de
S, dans PSL(2,C) identifié au groupe des isométries de H3, telle que

f(γx) = p(γ)f(x),

pour γ appartenant à π1(S) et X à S̃.

Le groupe PSL(2,C) agit à gauche sur I(S, g), l’espace des immersions isométriques
équivariantes, de manière standard

λ(f, p) = (λ ◦ f, λpλ̄1)

Il est bien connu ([Spi] tome III) que l’espace I(S, g) = PSL(2,C) \ I(S, g) (que
nous appelerons également espace des immersions équivariantes par abus de langage)
s’identifie à l’espace des solutions de l’équation de Gauss-Godazzi.
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Rappelons que, pour une section B, du fibré S2(B) des endomorphismes symétriques
de TS, ces équations s’écrivent

{
(i) det(B) = κ+ 1 (équation de Gauss)

(ii) d∇(B) = 0 (équation de Codazzi-Mainardi)

où (K) désigne la courbure de S, et d∇ la différentielle extérieure covariante associée
à la connexion de Levi Civita ∇ de TS :

{
S2(TS) −→ Λ2(TS)⊗ TS

B 7−→ d∇B : d∇B(u, v) = (∇uB)(v)− (∇vB)(u).

Notre but est de montrer tout d’abord :

Lemme 3.1.— L’espace I(S, g) est soit vide, soit muni d’une structure de variété
sans bord dont la dimension est celle de la dimension τ(S) de l’espace de Teichmüller
de S.

Cette structure de variété est celle qui provient de l’identification de I(S, g) avec
l’espace des solutions de Gauss-Godazzi.

Preuve : Considérons le sous-fibré Fg de S2(B) dont la fibre Fg
x en tout point x de

S est constituée des endomorphismes symétriques B de TXS vérifiant

(∗) det(B) = κ(X) + 1.

Pour démontrer notre lemme, il nous suffit de démontrer que l’opérateur d∇ vu
comme associant aux sections de Fg des sections de Λ2TS⊗TS a les deux propriétés
suivantes.

(i) d∇ est elliptique

(ii) Son indice est τ(S), et son linéarisé à un noyau dont la dimension est τ(S).

En effet, I(S, g) s’identifiant à l’image inverse de la section nulle par d∇, notre
lemme se déduit d’un théorème de fonctions implicites, classique pour les opérateurs
elliptiques.

Intéressons nous au linéarisé L de d∇. Soit tout d’abord B une section de Fg.
D’après (∗) la deux-forme symétrique 〈B·, ·〉 est positive et définit une métrique et en
particulier une structure complexe J (la rotation d’angle π/2 dans cette métrique).

Cette structure complexe J et J0 la structure complexe de g permettent de
reconstruire B. En effet :

B = −λJ0J = G(λJ)

où λ =
√
κ+ 1
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En particulier, si B est une section de Fg, l’espace tangent en B à l’espace des
sections de Fg est identifié par G à l’espace des sections du fibré Q des opérateurs
qui commutent à J . Le linéarisé L de d∇ vu de Q dans Λ2(TM)⊗ S2TM est alors

{
L : Γ∞(Q) −→ Γ∞(Λ2(SM)⊗M)

A 7−→ −J0d
∇(A)

Cette interprétation montre que J0L a le même symbole que l’opérateur ∂̄ envoyant
les différentielles quadratiques sur les champs de vecteurs. En particulier, il est
elliptique et son indice est τ(S).

Pour conclure, il nous faut démontrer que son conoyau est nul. Munissons Q de
la métrique

� A,C �=

∫

S

tr(AC)dω

où dω est l’élément d’aire de S.

Identifions Λ2(TS) ⊗ TS à TS grâce à la métrique g, et calculons l’adjoint L∗

de L pour ces métriques : Si ξ ∈ Γ(TS) et A ∈ Γ(G)

� ξ|LA� =

∫

S

〈ξ| − J0d
∇A〉dω

=

∫

S

tr(J0E
tA) (où E(u) = ∇uξ)

=

∫

S

tr(J0EJ0AJ0) (car tA = J0AJ0)

=

∫

S

1

2
tr(J [J,EJ0]A).

Nous avons donc

(L∗ξ)(u) = −1

2
(∇J0uξ + J∇J0Ju

ξ)

Autrement dit ξ est dans le noyau de L∗ si et seulement si pour tout u de TS :

J∇uξ = −∇J0JJ0uξ . (∗∗)
Nous pouvons interpréter cette équation en termes pseudoholomorphes : la connexion
∇ définit une décomposition de l’espace tangent à TS en espace horizontal H et
vertical V , tous deux identifiés à TS. Munissons V de la structure complexe J , et
H de la structure complexe −J0JJ0. La variété TS est ainsi munie d’une structure
presque complexe l’équation (∗∗) montre alors que le graphe 〈ξ〉 de ξ dans TS est
une courbe pseudo-holomorphe de TS. La remarque fondamentale de Lefschetz nous
apprend que l’intersection de 〈ξ〉 avec une autre courbe pseudo-holomorphe (et en
particulier le graphe de la section nulle) est strictement positive. On déduit alors de
l’hypothèse sur la caractéristique d’Euler de S que ξ est constamment nul et donc
que le conoyau de L est nul.

De manière analogue, nous démontrons
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Lemme 3.2.— Soit (gt), t appartenant à [0, 1], une famille différentiable de métriques
à courbure strictement plus grande que −1. L’ensemble W =

⋃
t∈[0,1] I(S, gt) est soit

vide, soit muni d’une structure de variété différentiable de dimension τ(S)+1 à bord :

∂W = I(S, g0) ∪ I(S, g1).

Cette structure est celle induite par l’application

{
W −→ Γ(End(TS))×R

ft 7−→ (ϕt(ft), t)

Ici ft est une classe d’immersions isométriques équivariantes pour la métrique gt, et
ϕt(ft) est la solution de l’équation de Gauss-Codazzi associée.

Preuve : Raisonnement analogue à la proposition précédente : Il nous faut con-
sidérer le fibré

F −→ (S × [0, 1])

dont la fibre au-dessus d’un point (s, t) est Fgt
x . On considère alors l’opérateur

d∇ : Γ∞(F) → Γ∞(Λ2(TS)⊗ TS)

Cet opérateur est Fredholm et nous avons vu que le conoyau du linéarisé était nul
et son noyau de dimension τ(S) + 1. On conclut à l’aide d’un théorème de fonctions
implicites pour les opérateurs Fredholm.

3.3 Remarquons enfin qu’à une surface S immergée dans une variété hyperbolique
est naturellement associée un point de I(S, g) (où g est la métrique induite sur S) :
soit en considèrant la deuxième forme fondamentale sur S, soit plus simplement en
considérant l’immersion qui s’en déduit du revêtement universel de S dans H3.

Réciproquement à une solution des équations de Codazzi-Mainardi, on peut as-
socier un plongement isométrique de S dans une 3-variété hyberbolique (non complète)
et homéomorphe à S×[0, 1] en utilisant un voisinage tubulaire de l’immersion isométrique

de S̃ dans H3.

3.4 Si enfin Σ n’est pas connexe, on notera I(Σ, g) =
∏

j∈J I(Sj , g|sj
) où les Sj , j ∈

J , sont les composantes connexes de S.
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4. Surfaces convexes plongées dans les bouts géométriquement fini.

4.0 Nous allons introduire des variétés hyperboliques auxiliaires, les bouts géo-
métriquements finis, et en étudier les surfaces convexes.(cf. [L1], [L2]) Rappelons
qu’un bout géométriquement fini est une 3-variété B munie d’une métrique hyper-
bolique complète telle que :

(i) B est homéomorphe à S × [0,∞[, où S est une surface compacte de genre plus
grand que 2.

(ii) la métrique induite sur le bord B0 de B est à courbure −1 (le bord B0 n’est en
général pas lisse).

(iii) le bord de B est développable et convexe, c’est à dire que toute géodésique reliant
deux points du bord est tracée sur ce bord. (voir figure 1)

Figure 1

Par construction, le bord d’un bout géométriquement fini est une surface hy-
perbolique munie d’une lamination géodésique mesurée. Réciproquement, on montre
[C-E-G] qu’une lamination géodésique mesurée détermine un bout. Un exemple de
bout géométriquement fini est obtenu en ôtant à une 3-variété complète et convexe
cocompacte son coeur de Nielsen.

Nous avons montré en [L1] :

Théorème.— Il existe dans chaque bout géométriquement fini une unique surface
Sk plongée incompressible à courbure constante k. De plus les surfaces Sk, forment
un feuilletage de B.
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Une surface plongée est incompressible si elle sépare un bout géométriquement
fini en 2 composantes connexes dont l’un est compacte et contient B0.

4.1 Nous allons nous intéresser maintenant aux surfaces convexes plongées dans
un bout B. Nous dirons que S2 est à l’extérieur de S1 si S2 et B0 sont dans deux
composantes connexes distinctes de B \ S1. (voir figure 2)

Figure 2

La proposition suivante contient les estimées a-priori concernant les surfaces
convexes plongées dans les bouts et qui nous seront utiles lors de la démonstration
du théorème.

Proposition 4.1.— Soit S une surface plongée convexe et incompressible dans un
bout B, alors

(i) siK est la fonction courbure de S et si k ≤ infx∈S(K(X)), alors S est à l’extérieur
de Sk

(ii) si Sk est à l’extérieur de S, alors

k ≥ 2πχ(S)

Aire(S)

de même si S est à l’extérieur de Sk, alors

k ≤ 2πχ(S)

Aire(S)
.
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(iii) Si s appartient à S, alors
C1 ≤ d(s,B0) ≤ C2

où Ci ne dépend que de B et de la métrique induite de S.

(iv) Soit H la courbure moyenne de S, alors si dσ est l’élément d’aire de S.

∫
Hdσ ≤ C3

où C3 ne dépend que de B et de la métrique sur S.

Démonstration

(i) les surfaces Sk feuillettent B. Soit donc k0 le plus grand des k tel que S est à
l’extérieur de Sk. En particulier, il existe un point s0 de S en lequel Sk0

est tangente
intérieurement. Il est par ailleurs aisé de voir que si deux surfaces convexes S1 et S2

sont telles que S1 est tangente intérieurement à S2 en s, alors la courbure en s de S1

est plus grande que la courbure en s de S2.

(ii) Comme B est à courbure négative, la projection convexe (cf.[B-G-5]) de Sk

sur S est contractante et les inégalités se déduisent d’inégalités sur les aires.

(iii) D’après (i), on en déduit que

d(S,B0) ≥ d(Sk, B0)

pour k = inf K, ce qui donne notre première inégalité. Ensuite d’après (ii) la surface

Skik = 2πχ(S)
Aire(S)

, rencontre S. Dès lors

d(s,B0) ≤ Diam(S) + sup
x∈Sk

(d(x1B0).

(iv) D’après (iii) il existe ε ne dépendant que de g (la métrique induite sur S)
et B tel que le rayon d’injectivité de B en tout point de S est supérieur à ε. Nous
pouvons donc recouvrir S (dans B) par N (ne dépendant que de g, B et ε) boules de
rayon ε dans B (et donc homéomorphes à des boules) centrées sur des points de S.

Nous avons par ailleurs montré (cf.5.4 (iii) de [L3]) que si S était une surface
incluse dans le bord d’un convexe contenu dans la boule de rayon ε centrée sur un
point de S, il existait une constante C ne dépendant que de ε et de la borne inférieure
de la courbure de S tel que l’intégrale de la courbure moyenne sur S était bornée par
C. On en déduit aisément (iv)
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5 CP 1-structures sur une surface compacte.

5.0. Soit S une surface connexe compacte, orientée, de genre γ ≥ 2 et sans bord.
Une CP 1-structure sur S est la donnée d’une paire (g, p) où g est une immersion
de S̃, le revêtement universel de S, dans CP 1, et p une représentation de π1(S) le
groupe fondamental de S dans PSL(2,C), le groupe des transformations projectives
complexes de CP 1 telle que

g(γx) = p(γ)g(x)

pour tout γ de π1(S) et x de S.

Si G0 est le groupe des difféomorphismes de S isotopes à l’identité, G0×PSL(2,C)
agit sur l’espace CP1(S) des CP1-structures de S de manière standard :

(g0, λ)(f, p) = (λf0g0, λpλ
−1).

Par abus de langage, nous appelerons l’espace

CP 1(S) = CP1(S)/G0 × PSL(2,C)

espace des CP 1-structures de S et chacun de ses éléments, CP 1-structure.

Si Σ est non connexe, on notera

CP 1(Σ) =
∏

j∈J

CP 1(Sj)

où les Sj sont les composantes connexes de Σ.

Si S est connexe, il est classique de montrer [Go1] que CP 1(S) est une boule de
dimension 12γ − 12 si le genre γ de S est supérieur ou égal à 2.

5.1 Exemples

(i) Une immersion isométrique équivariante de (S, g) dans H3 si K > −1,
définit naturellement une CP 1-structure sur S. En effet, soit (f, p) une immersion
isométrique équivariante de (S, g) dans H3, l’application de Gauss hyperbolique γ
qui associe à un point de f(S̃), le point du bord à l’infini de H3 (identifié à CP 1 avec
sa structure projective) définit par la normale extérieure, est une immersion puisque
f(S̃) est convexe. (voir figure 3)

Il est alors clair que (γ ◦ f, p) est alors une CP 1-structure sur S dite CP 1-
structure associée. Plus précisément, nous avons
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Figure 3

Proposition 5.1. (i).—

Soit g une métrique à courbure strictement plus grande que −1 sur S, l’applica-
tion ψ de I(S, g) dans CP 1(S) envoyant une immersion isométrique équivariante sur
sa CP 1-structure associée est continue.

De même, si gt est une famille continue de métriques à courbure > −1 et W la
variété construite en 3.2, ψ de W dans CP 1(S) est continue.

Preuve : immédiat

(ii) Si maintenant M̄ est une variété hyperbolique convexe cocompacte, nous
avons vu (2.1) que si M̄ = H3/Γ nous avions

∂∞M̄ ≈ (CP 1 \ Λ(Γ))/Γ .

En particulier, chaque composante connexe de ∂∞M̄ est munie d’une CP 1-structure
canonique. Nous avons alors la proposition, analogue de 5.1 (i)

Proposition 5.1 (ii).—

SoitM une variété compacte à bord ∂M l’application ϕ deH(M) dans CP 1(∂M)
qui associe à une métrique hyperbolique sur int (M) la CP 1-structure de son bord à
l’infini est continue.
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Figure 4

5.2 Soit M une 3-variété hyperbolique compacte à bord convexe. La CP 1-structure
sur ∂M induite de la structure hyperbolique sur le complété M̄ de M , cöıncide bien
évidemment avec la CP 1-structure associée à l’immersion isométrique de (∂M, g) (g
est la restriction de la métrique hyperbolique sur M) dans M̄ . Autrement dit cette
CP 1-structure est un point d’intersection dans CP 1(S) de ϕ(H(M)) et ψ(I(∂M, g)) :
(voir figure 4)

5.3 Un dernier et important exemple est la CP 1-structure sur le bord à l’infini
d’un bout géométriquement fini, structure qui s’obtient comme pour les variétés
complètes. Un théorème de Thurston (non publié) nous dit que les CP 1-structures
sont en bijection naturelle avec les bouts géométriquement finis.

6. Paramétrisations de l’espace des CP 1-structures.

6.1 Nous allons dans ce paragraphe rappeler les résultats obtenus en ([L1], [L2]).
Nous avons démontré le résultat suivant sur les paramétrisations de CP 1(S).

Théorème.— (théorème 1 de [L2])

Soit k un nombre appartenant à ]− 1, 0[, et τ une CP 1-structure sur S, il existe
alors une unique métrique gk courbure constante k sur S et une unique immersion
isométrique équivariante (f, p) de (S, gk) dans H3 telle que τ soit associée à (f, p).
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Nous avons ainsi construit une application continue πk de CP 1(S) dans Teich(S)
associant à τ la structure complexe de gk.

Par construction, la fibre de πk est I(S, gk). Nous avons de plus démontré que
I(S, gk) était homéomorphe à Rτ(S).

6.2. Par ailleurs, si M est une 3-variété hyperbolique complète convexe cocompacte
et N son coeur de Nielsen, nous avons démontré (théorème 2 de [L1]) que M \N était
feuilletée par des surfaces à courbure constante k, k ∈ [−1, 0[, et donc homéomorphes
à ∂M (elles bordent des convexes). Ceci définit une application fk de H(M) dans
Teich(∂M) associant à une métrique hyperbolique sur int (M), la structure complexe
définie par la surface à courbure constante k dans int (M) du théorème 2 de [L1].
Par construction

fk = πk ◦ ϕ.

Enfin, nous avons montré

Proposition 6.2.— (Lemme 4.5 de [L1]) l’application fk est propre et de degré 1.

Sans la redémontrer, donnons l’idée de cette proposition : elle consiste à montrer
que quand k tend vers 0, fk est proprement homotope à f0 = π0 ◦ ϕ où π0 est
l’application de

CP 1(S) → Teich (S)

associant à une CP 1-structure, la structure conforme induite par la développante.
Maintenant le théorème de Bers nous dit justement que f0 est un homéomorphisme.

Autrement dit cela revient à vendre homologue les fibres I(S, gk) de πk avec
celle de π0, fibre que l’on considère en quelque sorte comme l’espace des immersions
isométriques équivariantes de S muni d’une “métrique plate d’aire infinie et conforme
à une structure complexe donnée”.

6.3 Remarquons pour conclure que si deux bouts géométriquement finis B1 et B2

définissent la même CP 1-structure, ces deux bouts sont isométriques. En effet, B1

et B2 sont feuilletés par des surfaces S1
k et S2

k à courbure constante k. D’après (6.1),
S1

k et S2
k sont isométriques et leurs plongements dans B1 et B2 induisent la même

deuxième forme fondamentale. On en déduit aisément que leurs voisinages tubulaires
et finalement B1 et B2, sont isométriques. Ceci est aussi un corollaire des résultats
de Thurston (5.3).
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7. Démonstration du théorème.

7.0 L’idée de base est la suivante. Soit M une variété compacte à bord admettant
une structure hyperbolique convexe et différente du tore plein. Chacune des com-
posantes connexes de ∂M est alors une surface compacte de genre supérieure ou égal
à 2.

Soit g une métrique sur ∂M à courbure strictement supérieur à −1. Dans
CP 1(∂M) vivent alors deux sous-variétés, l’image de H(M) et celle de I(∂M, g)
(cf. 5.1 (i) et (ii)). Il nous faut (et en fait cela suffira) démontrer que ces deux
sous-variétés, de dimension moitié de celle de CP 1(∂M), s’intersectent.

Pour cela nous allons déformer g en une métrique à courbure constante gk et
utiliser le fait que I(∂M, gk) et H(M) s’intersectent (5.2) et montrer par des argu-
ments homologiques que l’intersection persiste lors de la déformation.

L’un des points cruciaux de la démonstration est alors de démontrer la propreté
de certaines applications (cf.7.0). Plus précisément, soit g0 une métrique sur ∂M à
courbure > −1 gtt ∈ [0, 1], une famille différentiable de métriques et k un nombre
réel telles que

(i) gt soit à courbure ≥ +k > −1

(ii) g1 soit à courbure constante k.

Une telle famille de métriques existe puisque (cf. [G] p.289) l’ensemble des mé-
triques à courbure plus grande que −1 sur une surface est connexe.

Construisons, comme en 3.2, la variété

W =
⋃

t

I(S, gt).

La démonstration du théorème, dans le cas où M est différente du tore plein, se fait
en deux temps : D’abord nous démontrons la proposition 7.0, puis montrerons (c’est
l’argument d’homologie) qu’elle entrâıne le théorème

Proposition 7.0.— Soit ψ l’application continue (cf.4.1 (i)) de W dans CP 1(∂M)
envoyant une immersion isométrique équivariante sur sa CP 1-structure associée alors :

(i) ψ est propre de W0 dans CP 1(S)

(ii) πk(ψ(W0)) est relativement compacte dans l’espace de Teichmüller.

Ici W0 désigne la composante connexe de I(S, gk) dans W .
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Nous allons avoir besoin d’un lemme

Lemme 7.1.— Soit (f, p) une immersion isométrique équivariante de (S, gt) appar-
tenant à W0, alors (f, p) provient d’un plongement isométrique incompressible dans
un bout géométriquement fini B (au sens de 3.3).

Démonstration : Soit V l’ensemble des immersions isométriques équivariantes de
W qui proviennent au sens de (3.3) d’un plongement isométrique incompressible dans
un bout géométriquement fini B. Montrons le résultat par connexité.

(a) Montrons que V est fermé. Soit en effet (gn) une suite de métriques con-
vergeant vers (g∞), (Bn) une suite de bouts géométriquements finis et (fn) une suite
de plongements isométriques incompressibles de (S, gtn

) dans Bn telle que la suite
des deuxièmes formes fondamentales des fn converge.

La suite des CP 1-structures associées aux fn converge, ce qui entrâıne (l’espace
des CP 1-structures est homéomorphe à l’espace des bouts géométriquement finis)
que la suite de bouts (Bn) converge vers un bout B∞. D’après 4.1 (iii) et le théorème
d’Ascoli, la suite (fn) va converger C0 vers une application f∞ de S dans B∞. Comme
la suite des deuxièmes formes fondamentales converge, f∞ est C∞ et sa deuxième
forme fondamentale est la limite des deuxièmes formes fondamentales.

(b) Montrons que V est ouvert. Soit f1 de (S, g1) dans B1 un bout géométriquement
fini on peut alors trouver un voisinage U de B1 dans l’espace des bouts, tel qu’à tout
bout B de U soit associée continuement une immersion isométrique fB de (S, gB)
dans B où gB1

= g1, fB1
= fB.

Si maintenant (f, p) est une immersion isométrique équivariante ε-proche de f1,
il existe un bout B2 proche de B1 dont p soit la représentation d’holonomie.

Par ailleurs si (f ′, p) est une immersion isométrique équivariante de (S, g′) et si
(f ′′, p) est une immersion isométrique équivariante de (S, g′′) suffisamment proche
ayant la même représentation d’holonomie, alors (f ′′, p) provient d’un plongement
dans le voisinage tubulaire de (f ′, p′).

En particulier (f, p) provient d’un plongement dans le voisinage tubulaire de
fB2

(S) et donc d’un plongement dans un bout.
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7.2 Preuve de la Proposition 7.0

Montrons (i). Soit donc (fn) une suite de plongements isométriques incom-
pressibles de (S, gtn

) dans une suite convergeante de bouts géométriquement finis
(Bn). On peut supposer que (gtn

) converge. D’après 4.1 (iii) et le théorème d’Ascoli,
la suite (fn) converge C0 vers une application f∞ de (S, gt∞) dans B∞. D’après 4.1
(iv) et le théorème D de [L3], la convergence est C∞ ce qui montre la propreté.

Montrons (ii), soit (ft) de (S, gt) dans un bout B un plongement isométrique
équivariant représentant un élément de W0. D’après 4.1 (i), ft(S) est à l’extérieur de
la surface Sk a courbure constante k dans le bout B.

En particulier, comme la projection sur un convexe est contractante, le diamètre
de Sk est borné. Ceci montre que πk(ψ(W0)) est inclus dans l’ensemble des surfaces à
courbure constante k, dont le diamètre est majoré par la borne supérieure du diamètre
des surfaces (S, gt). Or ce dernier ensemble est compact.

7.3 Montrons que la proposition 7.0 entrâıne le théorème

Nous savons que ∂W0 = I(S, g1) ∪ Ĩ(S, g0) où Ĩ(S, g0) est inclus dans I(S, g0).
Il nous suffit de montrer que ψ(Ĩ(S, g0)) intersecte ϕ(H(M)). En effet, si ϕ((f, p)) =
ψ(M,h) est un point d’intersection, soit N le coeur de Nielsen de (M,h).

La variété M \ N est une union finie de bouts géométriquement finis
⋃

iBi.
D’après (3.3), (f, p) provient alors d’un plongement incompressible de (S, g0) dans⋃

iBi. En particulier, (S, g0) se plonge isométriquement dans (M,h) comme le bord
d’un convexe homotopiquement équivalent à M .

Montrons donc que ψ(Ĩ(S, g0)) et ϕ(H(M)) s’intersectent. Nous savons que
CP 1(S) est homéomorphe à R6g−6 ×R6g−6, πk étant alors donné par la projection
sur le premier facteur. D’après (2.2), H(M) est une variété de dimension 6g − 6, et
d’après (3.2) W0 est de dimension 6g− 5. Notre résultat découle alors de (6.2), (7.0)
et du lemme suivant :

Lemme.— Soit M une variété sans bord de dimension n , N une variété à bord de
dimension n+ 1, telle que ∂N = N1 ∪N2 où N1 et N2 sont deux variétés sans bord
de dimension n. Considérons p1 la projection de Rn ×Rn sur le premier facteur, et
soit ϕ une application continue de M dans Rn ×Rn, ψ une application continue de
N dans Rn ×Rn telles que

(i) p1 ◦ ϕ est propre et de degré 1.

(ii) ψ est propre et p1 ◦ ψ est inclus dans un compact K1

(iii) ψ est un homéomorphisme de N2 dans {0} ×Rn.

Alors ψ(N2) et ϕ(M) s’intersectent
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Figure 5

Démonstration (voir figure 5)

La démonstration est élémentaire et est laissée au lecteur.

19



Bibliographie

[B.G.S.] W. BALLMAN, M. GROMOV, V. SCHROEDER, Manifolds of non-positive
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les variétés hyperboliques, preprint.

[L2] F. LABOURIE, Surfaces convexes dans l’espace hyperboliques et CP1-structures,
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