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Premiere partie

Equations différentielles
ordinaires






Chapitre 1

Premieres notions

1.1 Le probléme a résoudre

Soit E un espace vectoriel. Si z : ¢ — x(t) est une courbe & valeurs dans F,
on note z la dérivée de x par rapport a la variable t.

Soit maintenant €2 un ouvert de E, I un intervalle ouvert de R, et f une
application de I x 0 a valeurs dans E. Une équation différentielle dans E est
une expression de la forme

z = f(t,x).

Résoudre cette équation différentielle avec les conditions initiales (to,xo), c’est
trouver une solution, c¢’est-a-dire une courbe x a valeurs dans F définie sur un
intervalle J contenant %y, non réduit a un point et inclus dans I, vérifiant

{ z(to) = o
Vt, @(t) flt,z(t)).

Lorsque dim(E) = 1, on parle souvent d’équations différentielles scalaires. Lorsque
E = R™, on parle traditionnellement de systemes d’équations différentielles.
Dans ce cas, en remplagant la courbe x par la famille de fonction (x4, ..., z,)
on peut écrire

il - fl(t,$17.-.,xn)

i'n = fn(tvxla”'»xn)

La premiere origine des équations différentielle est physique : la mécanique du
point ou 'on étudie 1’évolution ou trajectoire d’une particule, dans I'espace F,
au cours du temps, sous l'effet de contraintes indiquées par la fonction f. On
parlera donc aussi de trajectoires ou orbites autant que de solutions et la variable
t sera appelée temps et notée traditionnellement ¢.

EXEMPLE :
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1. L’équation proie-prédateur, ou de Lotka-Volterra. On image une situation
écologique donnée par deux populations. L’une mesurée par y est celle
des prédateurs, 'autre mesurée par x est celle des proies. Les prédateurs
mangent les proies qui, elles, possedent une source de nourriture inépuisable.
Par ailleurs, tout ce petit monde se reproduit par les voies naturelles. Ainsi,
I’évolution de la population des prédateurs est proportionnelle d’une part
a quantité de nourriture supérieure a un certain seuil c’est-a-dire x — 1,
d’autre part a la quantité de reproducteurs y

y=yle—1).

De méme, ’accroissement population de x est proportionnelle & x la quan-
tité de reproducteurs, et corrigée par le nombre nombre de proies mangées
par les prédateurs, quantité proportionelle a xy.

t=x—zy=2x(1-—y).

Les constantes biologiques “d’appétit/libid” ou de “réussite a la chasse”
ont toutes été ajustées pour donner la forme simple ci-dessus. Nous y
reviendrons en 1.3.

1.1.1 Equations d’ordre supérieur

Nous venons de définir les équations d’ordre 1 (en dérivation). En notant
z(®) 1a dérivée d’ordre k de la courbe x, une équation différentielle d’ordre k
s’écrit

e ® = ft,x, 2@ kD), (1.1)

Cette équation peut se ramener & 1’étude de I’équation (d’ordre 1) suivante,
définieellesur EF=E & ... E :

i?l = Zo
Tg = 1
(1.2)
Tp—1 = Ty
i‘k = f(t,mo,xl,...,xk_l)

En effet, nous avons immédiatement

Proposition 1.1.1.1 la courbe x est solution de (1.1) si et seulement si la
courbe (z,zM) ..., x+=D) est solution de (1.2).

Ceci est particulierement utile pour les équations d’ordre 2 provenant de la
physique Newtonienne.

EXERCICE :
Ramenez a ’étude d’équations d’ordre 1, les équations suivantes

1. Voscillateur harmonique : ¥ = ax.
2. le pendule sans frottements : & = asin(z).
3. le pendule avec frottements & = asinx — .
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1.1.2 Equations autonomes

Une équation différentielle est autonome si la fonction qui la définit ne
dépend pas du temps. Autrement dit, une équation autonome s’écrit

= f(z).
Une propriété immédiate des solutions est la suivante

Proposition 1.1.2.1 Une courbe x est solution d’une équation autonome avec
condition initiale (tg,x0), si et seulement si la courbe t — x(t — t1 + to) est
solution de la méme équation avec conditions initiales (xzg,t1).

Il n’y pas de perte de généralités & étudier les équations autonomes (ce que nous
ferons treés souvent par la suite) car toute équation différentielle sur E

i = f(ta) (13)

est équivalente a 1’équation autonome suivante sur R x F

{j? = S (1.4)

y = 1.
En effet

Proposition 1.1.2.2 la courbe x est solution de (1.3) si et seulement si la
courbe (y,x) avec y(t) =t est solution de (1.4)

EN CONCLUSION, ON NE RESTREINT PAS LA GENERALITE DU PROBLEME EN
ETUDIANT LES EQUATIONS AUTONOMES : LES EQUATIONS D’ORDRE SUPERIEURE,
OU DEPENDANT DU TEMPS, D’APPARENCE PLUS GENERALES SE RAMENENT A
L’ETUDE DE CE CAS PARTICULIER.

1.2 Durée de vie des solutions

L’un des premiers problémes dans 1’étude des équations différentielles est
I’étude de la durée de vie des solutions : on cherche a trouver un intervalle
maximal sur lequel est définie la solution. Méme dans le cas d’une équation
autonome
avec f définie sur F tout entier, la solution n’est pas nécessairement définie sur
R tout entier comme le montre ’exemple suivant défini sur R

Elle admet comme solution

qui ne peut s’étendre a tout R.
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1.3 Portrait de phase pour les équations auto-
nomes

Dans le cas autonome,
&= f(x).

La fonction f est un champ de vecteurs : a chaque point de ’espace, on associe
un vecteur. La courbe solution est alors tangente en tout point a ce champ de
vecteurs (pensez & de la limaille de fer dans un champ magnétique plan). On
tracera souvent en dimension 2 le portrait de phase qui comprendra un certain
nombre d’orbites significatives permettant de rendre compte de 1’évolution du
systeme. En particulier on cherchera
— les points fixes ou points d’équilibres : les points ou f s’annule. Ils corres-
pondent aux trajectoires constantes.
— quelques courbes aboutissant aux points fixes
— les orbites périodiques : c’est a dire les solutions x, pour lesquelles il existe
une constante T non nulle telle que x(¢t + T') = z(t).

Quelques portraits de phase
Tout d’abord en dimension 1, on regarde I’équation
T = ax,
suivant le signe de a. En dimension 2, on étudiera le systéme

T = axr+b
y = cy+d

a b
(0 0)
dans les cas suivants. On détaillera ’étude en fonction du signe des constantes
a 0
=(50)

Puis, en utilisant les nombres complexes.

() ()
(3 1)

Voici enfin le portrait de phase de ’équation de Lotka-Volterra. Celui-ci est ob-

tenu par ordinateur car nous n’avons pas les moyens théoriques pour le moment
de I'étudier, nous y reviendrons plus tard.

associé a la matrice

Enfin
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Notions qualitatives

On ne sait que rarement résoudre les équations différentielles ordinaires. Par
contre, on sait obtenir des informations qualitatives sur I’évolution d’un systéme.
Il est ainsi important de comprendre ce qui se passe au voisinage au voisinage
des points d’équilibre. Prenons ’exemple du pendule avec frottements : il a
clairement deux points d’équilibre. Celui ou le pendule est a la verticale en bas
du point d’oscillation, celui au contraire ou le pendule est a la verticale en haut
de ce point d’oscillation. Intuitivement, I'un est stable, I’autre est instable. Nous
justifierons plus tard ce point de vue sans résoudre explicitement les équations.
Pour le moment introduisons quelques notions qualitatives.

On voit sur les portraits de phase que les points fixes - ou plutot les orbites
dans leur voisinage - peuvent avoir des comportements tres différents. On peut
définir quelques comportements important de la maniére qualitative suivante.

— un point fixe x1 est attracteur, s’il possede un voisinage U, tel que toute

orbite = de condition initiale (tg, zo) avec zo € U vérifie

b1, Yt > ty,2(t) € U, et tlim z(t) = x1.

— un point fixe x1 est répulseur, s’il possede un voisinage U, tel que toute
orbite  de condition initiale (zo,?) avec xg € U vérifie

Eltl,Vt < thl’(t) € U, et tl}moox(t) =I.

— On dira qu'un ensemble U est stable vers le futur (ou w-stable) si toute
solution de condition initiale (o, z), avec zg dans U reste dans U pour
t>to.

— On dira qu'un ensemble U est stable vers le passé (ou a-stable) si toute
solution de condition initiale (o, xp), avec xg dans U reste dans U pour
t < to.

Comme vous le savez a et w sont les premiere et derniere lettres de I’alphabet
grec et par analogie la création du Monde et la fin des Temps.

En général, on se sait pas résoudre les équations différentielles. Il est impor-
tant cependant d’obtenir des informations qualitatives sur les comportement des
solutions. Nous verrons en particulier une méthode nous permettant d’étudier
les points fixes et de montrer dans certains cas qu’ils sont attracteurs.

1.4 Variation des fonctions

On dira qu’'une fonction g est invariante ou que c’est une intégrale premiere
de I’équation différentielle

@ = f(x),

si pour toute solution x la fonction ¢ — g(z(t)) est constante. Lorsque 'on sait
que g est une intégrale premiere, les trajectoires seront tracées sur les ensembles
de niveaux de la fonction g.
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Proposition 1.4.0.3 Soit
f = (flv"'vfn)a

une application C* d’un ouvert Q1 de R™ dans R™. La fonction g de classe C*
est une intégrale premiére de I’équation différentielle

&= f(x),

si et seulement si

> dig.fi =0. (1.6)
1=1

DEMONSTRATION : Remarquons tout d’abord que pour toute fonction g de
classe C' ) dans R et toute solution =, on a

2 goa(s)

< > dgla(s) - x(s) (17)

= Y A (). (1.9

Supposons donc tout d’abord que g est une fonction satisfaisant la condition
(1.6). Alors pour toute solution x, d’apres I’équation (1.8), on a bien %g ox =
0. Ainsi, g est constante sur chaque orbite : c’est une intégrale premiere du
mouvement.

Réciproquement supposons que g soit une intégrale premiere du mouvement.
Nous admettons (par anticipation) que par tout point o de € passe une solution
x. Plus précisemment, = est définie sur un intervalle ouvert I contenant O et
vérifie £(0) = zo. Alors en utilisant 1’équation (1.8) en s = 0, on obtient

i=n

Zaig(IO)fi(xO) =0.. (1.9)

i=1

Ceci étant vrai pour tout o, la condition (1.6) est vérifiée. O

EXERCICE :

1. Donnez une interprétation géométrique de la condition (1.6) en termes du
gradient de g et du champ de vecteur associé a ’équation.

2. On considere ’équation
ou l'on a noté V f le gradient de f. Montrez que

1

§mx + fa

est une intégrale premiére du mouvement.
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3. En déduire le portrait de phase du pendule sans frottements.
4. On considere une fonction H de deux variables et le systéme Hamiltonien
T = 0OyH
y = —0.H.
Montrez que H est une intégrale premiere du mouvement.

Physiquement, il est plus important de prévoir I’étude de I’évolution des
fonctions, ou observables, que de celle des particules elles-mémes.
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Chapitre 2

Equations linéaires

2.1 Rappels d’algebre linéaire
Nous renvoyons a [1].

Norme d’endormorphisme

Nous considérons F un espace vectoriel euclidien (ou hermitien) de dimen-
sion finie. Nous munirons End(E) de la norme définie par

| All = sup{[|A(z)[); [lz]| < 1.
Nous avons alors
[A@) < |A[ - |z, |A- Bl < |All- IB].

On remarque que si A est un endomorphisme de R™, sa norme est égale a celle
en tant qu’endormorphisme de C" .

Exponentielle de matrice

Soit A une matrice — ou endomorphisme linéaire — son exponentielle est
définie par la suite donnée par la série.

1 1
exp(Ad) = 1+ A+ S A + .+ — A"+ (2.1)

Cette série est uniformément convergente pour A variant dans un ensemble
borné. Nous rappelons quelques propriétés :

Proposition 2.1.0.4 [DIFFERENTIELLE DE L’EXPONENTIELLE| L application

R — End(E)
{ t — exp(td) ’

17
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est différentiable et

%exp(tA) = A.exp(tA) = exp(tA).A. (2.2)
Proposition 2.1.0.5 [PROPRIETES ALGEBRIQUES| On a
exp(C1AC) = C lexp(A)C, (2.3)
exp(—4) = (exp(A)) . (2.4)
Si A et B commute — c’est-a-dire AB = BA - alors
exp(A+ B) = exp(A)exp(B) = exp(B).exp(A). (2.5)

EXERCICE :
1. Calculez ’exponentielle des matrices suivantes :

p=(5 ) e=(0 ) m=(an)

Matrices nilpotentes

Soit A une matrice sur un espace vectoriel complexe de dimesniosn n. Si
toutes les valeurs propres de A sont nulles, on dit que A est nilpotente. Alors
A™ = 0. On rappelle enfin qu'une matrice nilpotente est conjuguée & une matrice
triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont nuls. Nous avons

Proposition 2.1.0.6 Soit U une matrice nilpotente sur l’espace euclidien E de
dimension n. Il existe alors un réel positif K tel que

Ve, |t > 1, alors || exp(tU)] < K¢]". (2.6)

DEMONSTRATION : En effet, nous avons

exp(tU) Zp—nfl—tpUp

Et donc, si [t] > 1 :

p=n—1
lexp(tU)| < > || H
p=0
N~ ol
< 3 B
p*O

U
p=0

< eXP(IIUH) e

Nous pouvons donc prendre K = exp(||U]]).
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Décomposition de Jordan-Dunford
Nous rappelons la proposition

Proposition 2.1.0.7 [JORDAN-DUNFORD]| Soit A une matrice a coefficient com-
plexes. Alors, il existe une matrice diagonalisable D, une matrice nilpotente U
telles que

A D+U (2.7)
DU = UD. (2.8)

2.2 Les équations linéaires a coefficients
constants

Par définition une équation linéaire a coefficients constants s’écrit sous la
forme

@ = A(x), (2.9)

ou A est une application linéaire de E dans lui-méme. Dans la pratique, on
identifiera E a R™ par le choix d’une base et A a sa matrice dans cette base.
Une premiere propriété est immédiate

Proposition 2.2.0.8 Sizx ety sont solutions de (2.9), alors x+y est également
solution. Plus généralement l’espace des solutions définies sur un intervalle I est
un espace vectoriel.

Nous savons résoudre explicitement ces équations.
Nous avons alors

Théoréme 2.2.0.9 Les solutions de (2.9), sont les courbes
x(t) = exp(tA)xzo.

Elles sont en particulier définies sur R tout entier.

DEMONSTRATION : En effet, d’apres la formule 2.2, nous avons bien

& exp(tA) - 20) = A xp(t) 0.

Nous en déduisons que les courbes x(t) = exp(tA)zo sont solutions. Réciproquement,
si (t) est solution, on vérifie que exp(—At) - 2:(t) est constante. et donc

exp(—A(t)) - z(t) = =(0).
Ainsi,
z(t) = exp(A(t)) - 2(0).
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EXERCICE :

1. Montrez que si = est une solution dans E de & = A(z), alors B(x) est
solution dans F' de y = BAB~!(y) pour tout isomorphisme B de E dans
F.

2. Montrez que l’espace des solutions £ est un espace vectoriel et que pour
tout réel tg,
{ E — FE

x —  z(ty),

est un isomorphisme.

Attracteur pour une équation linéaire

Théoréme 2.2.0.10 Soit A une endomorphisme linéaire d’un espace vectoriel
compleze. On suppose que pour toute valeur propre A de A, on a R(N\) < 0.
Alors 0 est un point fize attracteur de (2.9).

Plus précisément, il existe € > 0 et T > 0, tels que si x(t) est solution alors

Vtsto+ T, [z@®)] < |la(to)lle= (2.10)

De méme, pour toute valeur propre X de A, on a R(A\) > 0, alors 0 est un point
fize répulseur de (2.9)

DEMONSTRATION : Il suffit de vérifier ce résultat pour une matrice A & coeffi-
cients complexes.

Premiére étape : On suppose dans un premier temps que A est diagonale
avec toutes ses valeurs propres (A1, ..., A,) de partie réelle strictement négative.
Alors exp(tA) est aussi diagonale et ses valeurs propres sont (exp(A1), .. .,exp(An)).
Nous avons alors

Je >0V, [exp(tA)|| < e . (2.11)
En effet, on a

lexp(tA)|| < sup  (|e™)
ie{l,...,n}
< sup (emo‘i))

ie{l,...,n}

On peut donc prendre ¢ = —inficr1 . ny (R(N:)).

Deuzieme étape : On suppose maintenant que A est diagonalisable. C’est a
dire qu’il existe une matrice D diagonale dont toutes les valeurs propres ont une
partie réelle strictement négative, et une matrice B telle que

A=BDB™1.
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En particulier,
exp(tA) = Bexp(tD)B™!.

Et donc
lexp(tA)|| < [|B]l - 1B~ - || exp(tD)].

En combinant cette inégalité et 1’assertion (2.11) appliquée & I’endomorphisme
D, nous obtenons qu’il existe ¢ > 0 tel pour tout ¢t > 0

lexp(tA)|| < [IB] - [|1B~"[le~".
Nous en déduisons
3K, >0, e >0Vt |exp(tA)] < Ky.e ' . (2.12)
Troisieme étape : On se place enfin dans le cas général. On écrit d’apres la
décomposition de Jordan-Dunford (2.1.0.7), A = D + U avec D diagonalisable
et U unipotente. Comme D et U commute, on a d’apres l'assertion (2.5)
exp(tA) = exp(tD). exp(tU).
Combinant les inégalités (2.12) et (2.6), nous obtenons enfin
K5, 3e >0Vt > 1, |lexp(tAd).z| < Kalt|™.e .

11 suffit de prendre Ky = K;.K.

Démonstration du théoréme : Nous pouvons maintenant finir de démontrer
le théoreme. Nous savons que si z(t) est solution de (2.9). Alors

x(t) = exp((t — to)A)x(to).

Par ailleurs, nous savons que

. 1 . .
lim —t "e2t = +o0.
t—o0 2

Il existe donc 7" > 0 tel que

Nous en déduisons donc

Vi>to+ T, Jlz@t)l < la(to)lle” ="
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2.3 Equations linéaires dépendant du temps

Soit I un intervalle ouvert, et f une application continue définie de I x F
dans F. L’équation

T = f(t»x)v

est dite linéaire, si f est linéaire en z, c’est-a-dire pour tout A € R, pour tout
t € I, pour tout z,y € F, nous avons

ft, x) = Mt z),
ftz+y) = ft,z)+ f(ty). (2.13)

Une maniere équivalent de décrire une équation linéaire est de 1’écrire sous la
forme

z = A(t)z, (2.14)
ou A est une application continue de I a valeurs dans les endomorphismes
linéaires de F :

A- I — End(E)
t — A(t).

Contrairement au cas autonome, il n’est pas possible en général de résoudre ces
équations “explicitement” a savoir a partir d’une procédure n’utilisant qu’une
combinaison d’opérations algébriques, d’intégrales de différenciation etc. Nous
montrerons pour ces équations notre premier grand théoreme.

Théoreme 2.3.0.11 Pour tout xy de E et temps to de I, il existe une solution
x définie sur I tout entier et solution de

= A(t)x.

De plus, si y est une solution de méme condition initiale définie au voisinage
de tg, y coincide avec x sur son intervalle de définition.

EXERCICE :
Nous connaissons des solutions explicites par intégration dans quelques cas
tres particuliers :

1. On suppose que dim(F) = 1, montrez que les solutions avec conditions
initiales (tg, zo) de
= a(t)z,

sont données .
x(t) = x(to)efto a(s)ds

2. On suppose que pour tout ¢ et s on a A(t)A(s) = A(s)A(t). Montrez alors

z(t) = x(tp) exp (/t A(s)ds).
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est solution de
&= A(t)x.
avec conditions initiales (tg, zg).

Avant de démontrer ce théoreme, nous allons 'utiliser afin d’introduire une
notion — celle de résolvante — qui nous donne une information sur le comporte-
ment collectif des solutions.

Résolvante d’une équation linéaire.

Nous admettrons dans ce paragraphe le théoréme 2.3.0.11

Soit a nouveau une application continue

[ — End(E)
A {t A,

Par définition, pour tout ¢y dans I, la résolvante est la courbe
R;, : I — End(FE),
et solution de I’équation

Ry, (t) = A(t)o Rl,, Ri°=1d. (2.15)

to?

EXERCICE :
1. Qu’est-ce que la résolvante d’une équation linéaire a coefficients constants
= Ax?
2. En utilisant le théoreme 2.3.0.11, montrez 'existence et l'unicité de la
résolvante.

La proposition élémentaire suivnate donne le lien entre la resolvante et les so-
lutions de & = A(t)2 dans F.

Proposition 2.3.0.12 Soit Ry, la résolvante de I’équation (2.14). Alors la so-
lution de ’équation linéaire (2.14) dans E avec condition initiale (to, xo) est

z(t) = Ry, .xo

Autrement dit, la résolvante (une solution particuliere) d’une équation, permet
de construire toutes les solutions. Bien sir, le gain n’est que conceptuel car la
nouvelle équation a bien plus de parametres.

Voici maintenant, un point de vue un peu plus abstrait sur la résolvante a
éviter lors d’'une premiere lecture :

EXERCICE :
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1. L’espace des solutions £ définies sur I est un espace vectoriel.

2. Pour tout t, 'application d’évaluation

{E — F
[SAY

x o z(t),

est un isomorphisme.

3. ona

i _ —1
R, =evioev, .

Rjo R, =Ry, (R))™' =Ry

Preuve du théoréme 2.3.0.11
Ce théoreme découle du résultat suivant.

Théoréme 2.3.0.13 Soit J un intervalle compact inclus dans I. Alors pour
tout xo de E et temps tg de J, il existe une unique courbe x définie sur J de
conditions initiales (to,xo) et solution de

T = A(t)x.

e quelques rappels. Nous rappelons le théoreme du point fixe de Picard qui utilise
la notion d’espace métrique complet pour laquelle nous renvoyons a [2].

Théoréme 2.3.0.14 [POINT FIXE DE PICARD] Soit M un espace métrique
complet et T une application strictement contractante de M dans lui-méme,
c’est-a-dire telle qu’il existe K < 1 vérifiant

Vz,y e M, d(T(z),T(y)) < Kd(z,y).
Alors T' posséde un unique point fize.
Notons TP 1'itérée p-fois de T :

TP =ToTo...oT.
—

P fois
Rappelons la preuve de ce théoreme
DEMONSTRATION : Une récurrence simple nous montre que

d(T%(z), T"(y)) < KPd(z,y). (2.16)

Montrons tout d’abord 'unicité du point fize. Si zq et yo sont deux points fixes,
nous obtenons que

d(x0,y0) = d(T* (o), T"(yo)) < K"d(z0,0)-
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Puisque K < 1, nous en déduisons en faisant tendre p vers 'infini que d(zg, yo) =
0 et donc que zg = yo.

Montrons maintenant 1’existence du point fize. Soit = un point quelconque.
Posons y, = T?(x). Nous déduisons de l'inégalité (2.16) que

d(Yps Yp+1) < KPd(z, T (x)).

Nous en déduisons par l'inégalité triangulaire si ¢ > p

1=q—1
d(yp;yq) < Z d(Yi> Yi+1)
i=p
i=q—p—1 4
< KPd(z,T(z)) K
i=0
d(x,T(x))

< K?
1-K

Ainsi, la suite {y, }pen est une suite de Cauchy. Par hypothese M est complet,
cette suite converge donc. Soit z sa limite. L’application T étant continue nous
avons :

T(xo) = lim T(yp) = lim y,11 = xo.
p—00 p—0o0
Nous venons de démontrer que xg est un point fixe de T'. [

Corollaire 2.3.0.15 On suppose qu’il existe p > 0 tel que TP est strictement
contractante. Alors T a un unique point fize.

DEMONSTRATION : Tout point fixe de T est point fixe de T?. Donc T a au
plus un point fixe d’apres le théoreme de Picard appliqué a TP. Par ailleurs, le
théoreme de Picard nous donne l'existence d’un point fixe x de TP. Mais alors

TP°(T(2)) = T(T"(z)) = T(=).

Donc T'(x) est aussi point fixe de TP?. Par unicité du point fixe on a T'(z) = x.
Ainsi, z est point fixe de T'. J

Nous munissons E d’une norme euclidienne. Nous considérons ’espace M =
C°(J, E) des courbes continues de J & valeurs dans F muni de la norme

%]l oc = sup [|z(2)]-
teJ
Nous rappelons que M est alors un espace métrique complet pour la métrique

d(z,y) = |z = ylloo-
e Une construction. Nous considérons I'application
T:{ M — M )
y — T(y) ou T(y)(t) = zo + [, Alw)y(u)du.
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Nous remarquons que z est solution de & = A(¢)z, avec conditions initiales
(to, o) si et seulement si T'(z) = 2. D’apres le corollaire du théoréme de Picard,
il nous suffit de démontrer le lemme suivant.

Lemme 2.3.0.16 1[I existe p > 0 tel que TP est strictement contractante : il
existe K < 1 vérifiant

Vee M, |TP(x)=T"(y)l < Kllz -yl

DEMONSTRATION : On a

Comme J est borné et que A est continue. Il existe une constante K telle que
VseJ, |A(s)] < Ko.

On obtient ainsi
t

I(T(x) =T)DI < Ko | [lz(s) —y(s))llds

to
Nous allons montrer par récurrence
P /g D ‘t — t0|p
[(TP(z) = T*() @) < Kgllo - y||ooT (2.17)
En effet, supposons cette inégalité pour un certain p. Alors

(TP @) =T ) < Ko [ [ TPx(s) = TPy(s))|ds

to
t
t p
< K'Yz — yllos I ,0| ds
to p:
_t|p+1
< KPHp— ) 50l
0l = ylloo TESI]

Nous venons de montrer 'inégalité 2.17. Nous en déduisons en posant J = [a, ]
que pour tout p

, Ko(b—a))”
@ - < B0,y
Comme
Ko(b—a))”
lim 7( o a)) = 0,
p—oo p!
Il existe p > 0 tel que
_ p
K = K, 0= 1
p!

C’est ce que nous voulions démontrer. [
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2.4 Equations différentielles affines et variation
des constantes

Soit
A I — End(E) b I — FE
t —  A(t). ’ t —  b(t).

Une équation différentielle affine dans un espace vectoriel E se présente sous la
forme

T = A(t).z + b(t). (2.18)
L’équation différentielle linéaire associée est
g=A(t).y (2.19)
Les solutions de ses deux équations ont une relation naturelle entre elles :

Proposition 2.4.0.17 Six est une solution d’une équation différentielle affine
et si y est une solution de ’équation différentielle linéaire associée alors x +
y est une solution de l’équation différentielle affine. De méme si x et z sont
deux solutions de ’équation différentielle affine, alors x — z est une solution de
l’équation linéaire associée.

Une conséquence de cette proposition est que si I’on connait une solution de
I’équation affine, alors toutes les autres solutions s’obtiennent en lui addition-
nant une solution de I’équation linéaire associée.

Ceci est bien utile lorsque ’on connait une solution particuliere. Sinon, on
utilise la méthode de la variation des constantes. Supposant connue la résolvante
de I’équation linéaire associée, cette méthode permet de trouver toutes les solu-
tions de I’équation affine par une simple intégration.

— Soit t — Ry, la résolvante de I'équation linéaire. Par définition de la

résolvante, les solutions de ’équation linéaire (2.19) sont de la forme R%Oc
ol ¢ est une constante.
— On cherche ensuite les solutions de I’équation affine (2.18) sous la forme

x(t) = R, c(t)

I — End(E
C'{ - A(t)? ! clto) = o

Comme Rf, est inversible d’inverse Rjo, on a c(t) = RI°(z(t)). Autrement
dit, on fait varier la constante c¢. Comme,

T = RtOC + Rtoé (220)
= ARy .c+ Ry, (2.21)
= Azt Ryé (2.22)
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On voit que résoudre 'équation (2.18) en z, est équivalent a résoudre en
c 'équation.
¢ = Rt_olb, C(to) = Xp.

Cette derniere se résout par intégration :
t
c(t) :xOJr/ ( fo)flb(s)ds.
to

Par ailleurs, rappelons que

(R5,) " = Rl

s

et Rio oRl" = R!.
Nous pouvons donc résumer cette discussion sous le théoréme suivant (Réfléchissez
a l'unicité).
Théoréme 2.4.0.18 [EQUATIONS DIFFERENTIELLES AFFINES| On considére
l’équation différentielle affine

& = A(t)x + b(t).
Soit t — Ry, la résolvante de I’équation linéaire associée

y=At)y.

La solution de condition initiale (to, o) est définie sur I tout entier et est donnée
par

xz(t) = R€0x0+/t RLb(s)ds (2.23)

to

On remarque que le premier terme de droite de 1’égalité (2.23) est la solution de
I’équation linéaire associée de condition initiale (¢g, zo) et que le deuxiéme terme
est la solution de 1’équation différentielle associée de conditions initiales (0, o).
Cette décomposition est tout a fait naturelle d’apres la proposition 2.4.0.17

Une derniere remarque : il est inutile de se souvenir de la forme précise de
la solution donnée par ’équation (2.23). Par contre, il faut se souvenir de la
méthode qui nous y a menés.

EXERCICE :
1. Donnez explicitement les solutions de I’équation affine a coefficients constants
i=Ax+0b,

ou A et b ne dépendent pas du temps.

2. En utilisant I'exercice précédent, résoudre en discutant suivant les valeurs
des constantes a, b, ¢ ’équation différentielle du deuxiéme ordre

T = at + bx + c.
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3. Montrez que 'espace F des solutions de I’équation différentielle affine est
un espace affine dont I'espace vectoriel associé est I'espace £ des solutions
de I’équation différentielle linéaire associée.

4. Montrez que les solutions de 1’équation différentielle affine sur E avec
conditions initiales (tp,zo) se déduisent des solutions avec conditions ini-
tiales ((xg, 1),t0) de Péquation différentielle linéaire sur R x F

{j; = A(t)x +b(t)s
5 = 0.

2.5 Wronskien et théoréme de Liouville : I’évolution
de déterminant de la résolvante

Soit
T = A(t))x,

une équation différentielle linéaire et t — R} sa résolvante. Nous allons montrer
Théoréme 2.5.0.19 [LIOUVILLE] Soit v : t — det(Ry ). Alors la fonction v
vérifie I’équation différentielle linéaire

0 = trace( A(t)v.

En particulier, on a

det(Rzo) = effto trace(A(s))ds

On remarque que en particulier on a toujours det(R%o) # 0. Autrement dit, R} .
est inversible. Nous le savions déja, pourquoi ?

DEMONSTRATION : Soit (e,...,e,) une base de E. Soit w une forme multi-
linéaire alternée sur F de degré maximal. Rappelons que

w(Aeq,...,Ae,) = det(A)wl(e,... en)
Zw(el,...,Aei,...,en) = trace(A)w(eq, ..., en).
i=1

Ainsi soit

h(t) = w(Ry e1,..., R en).
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En dérivant, il vient

S

h(t) = aw(Rioel, . R en)
i=n d
= Zw(RiOel, ce ngoei, ..., R} en) R} en)
i=1

w(Ry e1,..., A(t)R] ei,. .., Ri en) R} en)

I
i

= trace(A(t))w(R} e1,. .., Ri en)
= trace(A(t))h(t).

Nous concluons en remarquant que h(t) = w(ey, ..., e,)v(t). O

Soit en général w une forme forme multilinéaire alternée sur E de degré
n = dim(E). Si (z1,...,z,) sont n solutions de

= A(t)x.
Le Wronskien de la famille de solutions est
W(t) = w(z1(t),...,xn(t)).
Nous venons également de montrer
Théoréme 2.5.0.20 Le Wronskien W (t) vérifie ’équation différentielle linéaire
W = trace(A(t))W.

En particulier, on a
W(t) = W(to)eftfb trace(A(s))ds



Chapitre 3

Le théoreme fondamental
de Cauchy-Lipschitz

3.1 Hypotheses et énoncé

3.1.1 Fonctions k-lipschitziennes

Soit M et N deux espaces métriques. Soit ¢ une application de M dans N.
Soit k£ un nombre réel. On dit que g est k-lipschitzienne si

Vo,y € M, d(g(r),g(y)) < k.d(z,y).

On dira aussi que qu'une fonction f est localement lipschitzienne, si tout point
possede un voisinage sur lequel f est lispchitzienne.

REMARQUES :
1. Il est immédiat de vérifier que toute fonction k-lipschitzienne est continue.

2. La réciproque n’est pas vraie : il existe des fonctions continues qui ne sont
pas lipschitziennes, méme localement. Un exemple simple est la fonction
f de R dans lui-méme définie par z — /|z|. Comme

1o @) = F(0)

Ty =5 =t

la fonction f n’est lipschitzienne pour la métrique usuelle sur aucun voi-
sinage de 0. item

3. Par contre, soit E et F' deux espaces vectoriels normés. Soit U un ou-
vert de E. Soit f définie sur U & valeurs dans F. Si f est C' sur U,
alors f est localement lipschitzienne. En effet, la différentielle de f dépend
continiment du point. Des lors, tout point x de U possede un voisinage

31
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convexe C' — une boule — sur lequel ||Df]| est bornée par un nombre k.
D’apres le théoréme des accroissements finis on a

Yo,y € O, |If(2) = f(W)Il < kllz —yll.

EXERCICE :

1. Soit F et F deux espaces vectoriels normés. On suppose que F est dimen-
sion finie. Soit U un ouvert de E. Soit f définie sur U a valeurs dans F.
Soit f une application C' sur U, montrez que la restriction de f & tout
compact C' de U est k-lipschitzienne. Indication : On montre tout d’abord
par récurrence que si K est une réunion finie de N boules fermées alors

k= N.sup | D, f].
reK
convient. On traite ensuite le cas général.

3.1.2 Un premier énoncé.

Soit maintenant F un espace vectoriel normé complet. On rappelle que 'on
note B(xz,r) la boule de centre x de rayon r. Soit 2 un ouvert de E, I un
intervalle ouvert de R et f : I x ) — E une application continue. On considere
I’équation différentielle

&= f(t,x). (3.1)
Nous allons démontrer le théoréme suivant. Nous choisissons I’énoncé le plus
simple et I'affinerons par la suite.

Théoréme 3.1.2.1 [CAUCHY-LIPSCHITZ| On suppose qu’il existe une constante
k > 0, telle que pour tout t dans I, lapplication (at fixé)

x — f(t,x).

est k-lipschitzienne. Alors pour tout point yo de 2, pour tout sg de I, il existe
— un voisinage U de yo dans 1,
— un intervalle oouvert Iy contenant sg,
tel que pour tout (tg,xo) € Io x U, il existe une solution x(t) définie sur Iy de
Uéquation (3.1), avec condition initiale (tg,xo).
Enfin si deux solutions x, et xo définies sur des intervalles ouvert Iy et I
ont les mémes conditions initiales (to, zg) € Io XU alors ces solutions coincident
sur un voisinage tg.

REMARQUES :

1. Ce théoreme énonce dans un premier temps ’existence des solutions au
moins sur un court intervalle de temps, qui peut étre choisi constant au
voisinage de chaque condition initiale. Nous verrons plus tard dans le
lemme 3.2.1.2 que chaque solution possede une “durée de vie” naturelle.
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2. Le théoreme 5.1, démontré plus tard, précise que la solution dépend con-
tintiment des conditions initiales .

3. Enfin, il montre que deux solutions de méme conditions initiales coincident
au moins sur un court intervalle de temps. Nous améliorerons plus tard ce
résultat d’unicité dans le lemme 3.2.1.1.

4. Le méme énoncé est vrai avec I'hypotheése f de classe C'. En effet, dans
cette situation, pour tout (yo, So), il existe un voisinage Iy de sp un voisi-
nage {2y de yg telle que f est k-lipschitzienne sur Qg a ¢ fixé dans Iy, par
le théoreme des accroissements finis.

3.1.3 Démonstration du théoréme

Nous allons donner une démonstration du théoreme Cauchy-Lipschitz. Nous
allons introduire comme précédemment une application T' d’un espace métrique
dans lui-méme M. La difficulté par rapport a la démonstration du cas linéaire
est de s’assurer que la transformation 7" est bien définie. C’est 'objet de notre
premier lemme.

Notations et rappel

Soit sg € I. Nous notons pour tout € > 0,
I.= = [sp—¢,8 +¢]
Nous notons également,
E. = C'(I.B),

I’espace des applications continues de l'intervalle I. dans E. On le munit de la
norme

]l = sup [[z(£)][].
tel,

€

L’espace vectoriel E. est alors un espace de Banach — c’est-a-dire un espace
vectoriel normé complet. Nous rappelons que si L est un fermé de F, alors

CO(L:‘?L) = {f €E. | f(Is) c L},

est un sous-ensemble fermé de E. et qui en particulier est complet [2].
Soit s¢9 € I. Soit B un nombre positif tel que Iz C I.

Inégalité de sécurité
Soit gy un point de 2. Soit R > 0 tel que
E(yo, 2R) c Q.

On pose -
M, = C°(I., B(yo, 2R)).
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Soit
U = B(yo, R).

Pour tout £ < 3 et (to,2o) de I x U, nous considérons I'application

T oy { M. — E
e Uy o T (9) 08 Teon)(y) 1 — o + [ fs,y(s))ds.

Cette application est bien définie. Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on omettra

lindice (tg, xo).
Notre lemme de “sécurit” est le suivant

Lemme 3.1.3.1 [SECURITE] Il eziste une constante &1 < (3 telle que si sie < g1
et (to,zg) € I. x U alors

T(toyfo) (ME) C ME.

DEMONSTRATION : Posons

A= sup |f(t )]

(t,x)€lp, xBr
De plus, comme f est k-lipschitzienne et Ig est compact, on a

A <2kR+ sup ||f(yo,s)|| < oc.
se€Jp,

Posons
. R
g1 = 1nf(ﬂ, 6)

Soit € < e71. Soit y € M.. Soit t € I.. Alors

t
TG w0l < lleo —voll + 1 / F(y(s), 5)ds|
t
< R+ / 1£(y(s), 5)l|ds
"
< R+/ Ads
< R+225<2R.

Autrement dit
vt e I, T(y)(t) € B(yo,2R).

Clest-a-dire T'(y) € M. O
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Existence et unicité de la solution

Nous utiliserons les mémes notations que précédemment. Nous considérons
€1 donné par le lemme ci-dessus. Soit toujours

T { M, — E.
Goro) "1y = T(y) ot T(y) 1t — zo + [i. f(y(s), s)ds.

Nous remarquons a nouveau que x est solution de conditions initiales (g, zo)

sur I, si et seulement ci Ty, 4,)(x) = x. Comme pour les équations linéaires, le
théoreme découle du théoréme de Picard et du lemme suivant.

Lemme 3.1.3.2 [I existe ¢ < €1, tel que si e < e, alors pour tout (to,zo) €
I. xU, ona

1
Va,y € Me, [ Tito,20) () = Tito,20) W) < 5l = yll-
DEMONSTRATION : Soit

Nous avons
IT@)t) =T O < || (fls2(s)) = f(s9(s)))ds]|
< [f(s,2(s)) — f(s,y(s))lds.

En utilisant le fait que z — f(¢, z) est k-lipschitzienne, il vient

IT()(®) =T Ol < /kllm(S)*y(S)lldS

to

t
< o=yl [ ks

to
< ]416”1‘ - y”oo

Autrement dit, si
e < egg=inf(ey, —),
X €0 ( 1 2]€)
il vient

1
IT(@) =TWle < 5llz =yl

C’est I'inégalité que nous recherchions [
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3.2 Solutions maximales, durée de vie des solu-
tions

Nous allons démontrer quatre lemmes qui nous permettent d’améliorer notre
connaissance des solutions. Nous considérons comme d’habitude ’équation

T = f(t,x), (3.2)

ou f est définie sur I x 2 C E x R. On supposera dans cette section que
— soit f est k-lipschitzienne a t fixé,
— soit f est C' sur .

3.2.1 Unicité, solutions maximales et prolongement.

Lemme 3.2.1.1 [UNICITE ET PROLONGEMENT| Soit x1 définie sur l’intervalle
ouvert I et xo définie sur l'intervalle ouvert Iy, deux courbes a valeurs dans E.
On suppose que x1 et xo sont deux solutions de l’équation 3.2 de méme condition
initiale (xo,t0). Alors
— x1 et ko sont égales sur lintervalle J = I; N Is.
— Il existe une solution y définie sur I, U Iy qui coincide avec x1 et xo sur
I et Is respectivement.

DEMONSTRATION : Considérons le sous ensemble F de J :
F = {t S J/xl(t) = $2(t)}.

Les courbes x1 et x5 étant continues, I’ensemble F' est un fermé de J. Il est non
vide car il contient to. Montrons qu’il est ouvert. Soit s € F'. Les courbes x1 et x5
peuvent étre alors vues comme des solutions de I’équation 3.2 de méme condition
initiale (s,z1(s),s) = (s,x2(s)). D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, elles
coincident sur un petit voisinage de s. Ainsi F' est ouvert. Puisque F' est non
vide, ouvert et fermé et que J est un intervalle, nous avons F' = J. Pour la
deuxieme partie, nous définissons y par y = x; sur I; et y = zo sur . Cette
définition est sans ambiguité d’apres ce qui précede. [

Lemme 3.2.1.2 [SOLUTION MAXIMALE, DUREE DE VIE| Soit (tg,zo) € I x Q.
1l existe alors une solution dite maximale x définie sur un intervalle dit durée
de vie J ayant la propriété suivante : si s appartient a I, et si y est une solution
de condition initiale (s,x(s)) défini sur un intervalle J, alors J C J et pour
tout u de J, y(u) = z(u).

DEMONSTRATION : Ceci est une conséquence immédiate de la deuxiéme partie
du lemme d’unicité 3.2.1.1. [J
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3.2.2 Prolongement, sortie des compacts et explosion en
temps fini

Lemme 3.2.2.1 [PROLONGEMENT DES SOLUTIONS| Soit x une solution de
Uéquation 3.2 définie sur Uintervalle J =]a,b[ ot [a,b] C I. On suppose qu’il
existe une suite {t, }nen d’éléments de I convergeant vers b, telle

lim x(t,) = zo € Q.

n——

Alors il existe € > 0 tel que x s’étend en une solution définie sur Ja,b+ €.

DEMONSTRATION : D’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz, il existe un voisi-
nage U de zq et € > 0, telle que pour tout point (s, z) de |b—e, b+¢[xU, il existe
une solution Z de conditions initiales (s, z) et définie sur U'intervalle [b—e,b+¢].
Nous appliquons ce résultat a (s, z) = (tn, z(t,)) pour n suffisamment grand de
telle sorte que [t, — b| < €/2. En particulier Z est définie sur |b — /2,b + ¢/2].
Comme z est aussi solution de conditions initiales (¢, z(t,). Nous en déduisons
d’apres la deuxieme partie du lemme d’unicité que nous pouvons étendre x a
la,b+¢€/2[. O

On peut alors donner une nouvel énoncé du lemme sur le prolongement des
solutions. Ce nouvel énoncé est particulierement utile lorsque I = R.

Lemme 3.2.2.2 [SORTIE DES COMPACTS]| On se donne une équation différentielle
donnée par une fonction f définie sur I x Q ot I =|a,b[. On se donne une so-
lution mazimale x définie sur Uintervalle |t~ ,tT[. On suppose que t+ < b.

Alors la solution x sort de tout compact de Q2 vers le futur. C’est-a-dire, pour
tout compact K de ), il existe tir <t telle que

t>tx = z(t) ¢ K.

Explosion en temps fini

Nous utiliserons librement la terminologie suivante : nous dirons qu’une
courbe ¢ a valeurs dans E — ou une fonction a valeurs dans R — explose en
un temps fini vers le futur, si elle est définie sur un intervalle [a, to[ avec o < oo
et

Jim (b)) = +oc.

On vérifie aisément qu’une courbe qui explose en un temps fini sort de tout
compact. Le temps ¢y s’appelle temps d’explosion (vers le futur).

EXERCICE :

1. Quelles sont les solutions maximales de & = —x22.
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3.3 Retour sur Cauchy-Lipschitz

En combinant les résultats précédents nous obtenons le théoreme suivant
qui affine le théoreme de Cauchy-Lispchitz. Nous avons perdu le résultat sur
le controle de l'intervalle d’existence des solutions, mais nous obtiendrons un
résultat plus — plus tard— sur la dépendance des solutions par rapport aux
conditions initailes.

Théoréme 3.3.0.3 [EXISTENCE ET UNICITE DES SOLUTIONS] On suppose que
f définie sur I x Q C R x E vérifie l'une des deux hypothéses suivantes

— f est C1,

— il existe k, telle que pour tout t, lapplication x — f(t,x) est k-lipschitzienne.
Alors pour toute (to, zo) de I x Q, il existe un intervalle owvert I contenant to,
une courbe C! solution de I’équation

z = f(t,l‘),

avec conditions initiales (to,xo). De plus si y est une solution définie sur un
intervalle J de méme condition initiale (to, zo), alors J C I ety est la restriction
dez alJ.



Chapitre 4

Le lemme de Gronwall

Le lemme de Gronwall est un résultat sur les inéquations différentielles. Il
permet de controler des solutions d’équations différentielles que nous ne savons
pas expliciter par des solutions d’équations plus simples dont nous connaissons
les solutions.

Il est d’une importance pratique cruciale.

Nous en donnerons également une utilisation théorique en 'utilisant pour
démontrer la dépendance continue des solutions par rapport aux conditions
initiales.

4.1 Enoncés
Le lemme de Gronwall est un plus un principe qu’'un résultat précis : il se

présente sous plusieurs formes. Comprendre sa preuve est plus important que
de se souvenir des différentes variantes.

4.1.1 Gronwall avec des inégalités strictes

Lemme 4.1.1.1 [GRONWALL| Soit y une solution de l’équation différentielle
g = g(t,y) définie sur Uintervalle I = [tg,t1][. On suppose que g est continue.
Soit x une courbe dérivable dans E définie sur I telle que

[z(to)ll < yl(to)
veel, [z@)] < g(lz@)],t)

Alors

vt €lto,ta], [lz(@)]] < y(®). (4.1)

DEMONSTRATION :

39
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Dans un premier temps, nous allons montrer qu’il existe s > ¢ tel que

vt €lto, s, [x(®)]] <y(t). (4.2)
Si |lz(to)|l < y(to), c’est évident par continuité. Concentrons nous sur le cas
|z (to)|l = y(to) On écrit un développement limité & 'ordre 1 au voisinage de to.
On a
y(t) = ylto) +y(to)(t —to) + oy(t —to)
= y(to) + 9(y(to), to)(t — to) + oy(t — to)
z(t) = (o) + 2(to)(t —to) + 0x(t —to).

Pour pour t > ty, nous obtenons
lz@l < llz(to)ll + [1E(o)II(t = to) + 0 (t — to)
< y(to) +9(y(to)s to)(t — to) — a(t — to) + 0x(t — to).

Par ailleurs, au voisinage de ¢y et pour ¢t > to, en posant a = g(||lz(to)|,t0) —
lZ(to)|| > 0, nous avons

Om(t — to) > Oy(t — to) — a(t — t()),
Nous obtenons ainsi, toujours pour ¢ > ¢y et au voisinage de tg

()] < y(to) + g(y(to), to)(t — to) + 0y (t — to) = y(2).
Nous venons de démontrer que I'inégalité (4.1) est vraie au voisinage de ty. 11
nous reste & montrer qu’elle est vraie sur |tg, t1[ tout entier.
Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe s tel que
()] = y(s).
Soit donc
to = inf{t > to, |2()]] > y(8)}.
D’apres la premiere partie de notre démonstration, on a to > t3. Commencgons
par remarquer que par continuité de x et y, on a

[z (t2)ll = y(t2)-

Nous effectuons maintenant un développement limité au voisinage de t3, pour
t < ts.

y(t)
(@)

y(t2) + g(y(ta), ta)(t — t2) + 0y (t —t2)
[z(t2)| = lZ(E) [t — t2| — 0x(t — t2)
lz(t2)|| + [[2(t2)[[(t — t2) — 0x(t — t2)

Un raisonnement analogue au raisonnement précédent montre alors qu’au voi-
sinage de to pour t < t3, on a

VoWV

[=@) > y(?)-

Mais ceci est en contradiction avec la définition de t5. O
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4.1.2 Gronwall classique

Voici la version classique du lemme de Gronwall. C’est un cas particulier du
lemme précédent. Nous laissons sa démonstration en exercice.

Lemme 4.1.2.1 [GRONWALL CLASSIQUE| Soit x une courbe dérivable dans E
définie sur I solution de [’équation différentielle

z = f(t,x).

On suppose que
1f (&, @)l < allz| +b.

Alors pour tout t de I

el + Z(eehmtol 1) (43)
[l (o)l + blt — tol. (4.4)

sia 70, [z@®)] <
sia =0, [lz@)] <

REMARQUE : : Dans cet énoncé, on controle la solution a la fois pour les temps
plus grand que t( et pour ceux plus petits que tg.

Indication : Pour traiter le cas t > tg, utilisez le lemme de Gronwall 4.1.1.1
et la solution explicite de I’équation

¥y =ay+b.

Pour traiter le cas, t < tg, considérez la fonction T(t) = x(2ty — t).

4.1.3 Sur et sous-solutions

Signalons enfin les versions scalaires du lemme de Gronwall. Nous les laissons
également en exercice.

Lemme 4.1.3.1 [SOUS-SOLUTION] Soit y une solution de I’équation différentielle
g = g(t,y) définie sur Uintervalle I = [to,t1][. On suppose que g est continue.
Soit x une fonction définie sur I a valeurs dans R telle que

z(to) < y(to) (4.5)
Viel, @(t) < g(t,z(t)). (4.6)

Alors
Vit €lto, t1], x(t) < y(t).

Indication : reprendre la démonstration de Gronwall.
Nous avons un énoncé symétrique
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Lemme 4.1.3.2 [SUR-SOLUTION] Soit y une solution de [’équation différentielle
g = g(t,y) définie sur Uintervalle I = [to,t1[. Soit x une fonction définie sur I
a valeurs dans R telle que

z(to) = y(to) (4.7)
vtel, z(t) >

Alors
Yt €]to, t1], x(t) > y(t).

Indication : appliquer le lemme précédent a —z et —y.

EXERCICE :
Donnez des énoncés de sur et sous-solutions pour t < tg.

4.2 Controle de la durée de vie des solutions

Le lemme de Gronwall combiné au lemme de sortie des compacts 3.2.2.2
permet de controler la durée de vie des solutions dans de nombreux cas. Nous
allons en donner deux exemples classiques. A nouveau, il faut plus se souvenir
de la méthode que du résultat.

4.2.1 Utilisation de Gronwall pour montrer qu’une durée
de vie est infinie

Lemme 4.2.1.1 Soit f une fonction définie sur I x E. On suppose qu’il eziste
des fonctions continues a et b définies sur 1

I£(t, 2)|| <a)|z]l + b(t).
Alors les solutions mazimales de

z = f(t7x)7

sont définies sur I tout entier.

REMARQUE : Le méme résultat — avec la méme preuve — est vrai lorsque 'on
suppose ||f(t,z)|| < g(t,x) si l'on sait que les solutions de y = g(¢,y) sont
définies sur I tout entier.

DEMONSTRATION : Soit (tg, o) € I x E. Soit I =|a, 3[. On considére I’équation
scalaire affine § = a(t)y+b(t). Nous savons résoudre explicitement cette équation.
Ses solutions maximales sont définies pour tout temps. Soit y la solution de
conditions initiales (||zo]|,t0)-
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Soit maintenant  une solution maximale de I’équation (4.2.1.1) définie sur
l'intervalle J =]t~,¢T[ avec conditions initiales (¢o, o). D’aprés le lemme de
Gronwall classique on a

vt > to, [l2(O)] <y()-

En particulier, si tT < 3

li Bl <yt < )
Jim [le(O)]] < y(t*) < +oo

Ainsi,
R= sup |z(t)] < .
te€to,t4[

Autrement dit la solution maximale ne sort pas — vers le futur — de la boule
centrée en 0 et de rayon R. Nous obtenons la contradiction en utilisant le lemme
3.2.2.2.

Un raisonnement analogue montre que t_ = —a. [

EXERCICE : : complétez la preuve pour les temps plus petits que tg.

Corollaire 4.2.1.2 Soit f une fonction bornée sur R x E. Alors les solutions
mazimales de

z = f(t,l’),

sont définies sur R tout entier.

4.2.2 Utilisation de Gronwall pour montrer qu’une durée
de vie est finie

Nous allons traiter un exemple sous la forme d’un exercice rapide. On considere
le champ de vecteur (232 — 1,1 — 222) sur R? associé au systéme différentiel

i = 22-1
g = —1-—222

Nous allons montrer que les solutions de conditions initiales (to, (zo,¥yo)) avec
Ty # Yo explosent en un temps fini. On considere la fonction v = x — y. Pour
une solution on a ¥ = 222 + 2y2. On remarque que 'on a 'inégalité

Or nous savons que toute solution vy de I’équation différentielle
0 =02, (4.9)
explose en un temps fini ¢* :

lim vo(t) = +o0.
t—tt
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Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe une solution (z,y) définie sur
R tout entier. Alors en particulier, pour tout ¢; < co, nous avons

lim v(t1) < oo.
t—t1

Comme d’apres le lemme des sur-solutions, on a
vo(t) < w(t),

pour vy solution de I’équation (4.9) avec condition initiale v(tg) = (o, yo), nOUs
obtenons la contradiction.

EXERCICE : Que se passe-t-il si xg = yg 7

Résumons la méthode que nous avons utilisée :

— mnous avons choisi une fonction continue V sur F (dans notre cas V = z—y),

— nous avons montré que si x(t) est une solution alors v(t) = V (z(t) vérifie
une inéquation différentielle

0 = h(t,v),
telle que la solution w de
w = h(t,w),

de condition initiale (tg, V(z(t9)) explose en un temps fini.
Nous en déduisons que v — et donc x par continuité de V- explose elle aussi en
un temps fini inférieur au temps d’explosion de w. En particulier, la durée de
vie de x est finie et plus courte que celle de w.
Cette méthode s’applique dans de nombreux cas.

4.3 Controle de la divergence de solutions

Nous allons pouvoir controler la fagon dont deux solutions de conditions
initiales proches se comportent au bout d’un temps fini. Nous nous donnons
comme d’habitude ’équation différentielle

z = f(t,x).

On suppose que [ est k-lipschitzienne et définie sur I x 2 ou que E est dimension
fini et f est C''. Notre but est de montrer le lemme suivant.

Lemme 4.3.0.1 [CONTROLE DES SOLUTIONS| Soit x une solution définie sur
Uintervalle [a,b]. Soit 8 > 0.
1l existe alors € > 0, tel que sitg € [a,b] et si (x1,t1) vérifie
lz1 —2(toy|] < e, (4.10)
t1 € [a,b] et |t1 — t0| < g, (411)

alors
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— la solution y de conditions initiales (x1,t1) est également définie sur ’in-
tervalle [a,b],
— de plus, les solutions x et y sont proches :

vt € [a,0], [=(t) —y@)] < 6.

REMARQUE :
1. Nous obtenons lors de la preuve des contantes explicites.

2. Bien str plus [a, b] grandit, plus € devient petit : ce qui signifie que deux so-
lutions de conditions initiales proches peuvent toujours s’éloigner au bout
d’un certain temps. Trouvez un exemple simple de ce type de phénomene !

DEMONSTRATION : Soit enfin y une solution de conditions initiales (z1,%1). On
note par J son intervalle de définition et 1’on suppose que J C [a, b]. Soit

Une premiére inégalité : Nous allons montrer tout d’abord 'inégalité
vie d, Ja(t) = y@) < [la(t) = y(t) e (4.12)

Cela suit immédiatement de la version de Gronwall classique et du fait que
f est k-lipschitzienne. Posons en effet, 2(¢t) = x(t) — y(t) sur J. Comme [ est
k-lipschitzienne, nous avons, pour tout ¢ de J :

1O = [l2@) = 3@l
= F@z@®) = (& y@)]
< K@) —y@l = Kllz@)]-

Par le lemme de Gronwall classique 4.1.2.1, nous avons pour tout t de J
2@ < l2(t)]|e*! 4

Nous allons affiner cette inégalités

Quelques constantes : Introduisons quelques constantes numériques dépendant
de notre probleme.

1. Pour tout r, soit K, le compact défini par
Ky ={y e Q/3t:€[a,b], [ly — ()l <r}.
Soit donc R > 0 tel que
Krp C Q

( Montrez en exercice qu'un tel R existe )
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2. Soit
inf(8, R).

f17 okl—a)

3. Soit €5 tel que
s —to| €2 = lz(s) —x(to)l| < &1

L’existence de g9 vient de la continuité de x. Le lecteur attentif et connais-
sant I'inégalité des accroissements finis vérifiera qu’on peut prendre

€1

- supse[a,b](Hf(x(S)v5)”).

4. Posons enfin
e = inf(eq,€2).

Une meilleure inégalité : Nous déduisons de notre premiere étape I'inégalité
suivante : si y est définie sur Uintervalle J de conditions initiales (¢1,x1) avec

lz(to) — 21l <eet[to —ti| <e

alors

Vted, |lz@t) —y@)| <inf(>, ) (4.13)

)

B
2

N | &y

En effet

[e(t) =yt < [lz(to) =yt + [[x(to) — z(t)]] < € + &2 < 261,

Enfin, par construction on a bien

261070 Linf(

v
S

9

L’inégalité 4.13 suit donc de l'inégalité 4.12.

Durée de vie de y : Montrons maintenant que y est définie sur [a,b]. Nous
savons d’apres de 'inégalité 4.13, que pour tout ¢t de J. On a

y(t) € Kg.

Comme Kg est un compact de §2, nous pouvons par le lemme 3.2.2.1 prolonger
y sur [a, b] tout entier.
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Conclusion : L’inégalité (4.13) nous dit alors

vt € la,b], [lz(t) —y(®)] <

C’est ce que nous voulions démontrer. [J

S

47
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Chapitre 5

Le flot d’une équation
différentielle

Nous considérons toujours 1’équation

z = f(t,x).

ou f est définie sur I x 2 C R x E. Nous voulons démontrer que les solutions
dépendent continiment des conditions initiales. De maniére pour le moment
imprécise sur les domaines de définition, nous voulons montrer que ’application
qui & (tg,zo,t) associe la valeur z(t) de la solution au temps ¢ avec condition
initiale (tg, o) est continue.

Nous allons introduire pour cela une notion fondamentale, celle de flot, qui
généralise celle de résolvante.

5.1 Flot et dépendance continue par rapport aux
conditions initiales

Enongons maintenant le théoreme fondamental de ce paragraphe et la définition
du flot. Pour tout (¢, o), nous noterons Iy, ,, 'intervalle de définition de la
solution maximale = de condition initiale (g, zo).

Nous noterons alors

o1, (x0) = 2(t).
Théoréme 5.1.0.2 L’ensemble
U= {(to,l‘o,t) clxQx R/t < It0’$0)},

est ouvert. L’application

{ng o o)

est continue.

49
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Nous appellerons ¢y, le flot de I’équation différentielle. L’ouvert U est le
domaine de définition du flot. La deuxiéme partie du théoreme 5.1.0.2 affirme
donc que le flot est continu.

Nous montrerons également la proposition

Proposition 5.1.0.3 Nous avons, pourvu que chacun des termes soit bien défini,

=1Id

NS

piopy =, ¢
De plus si I’équation est autonome on a,

s t—s t+s

;=05 °, ©howh =

DEMONSTRATION : la premiere partie de la proposition utilise la remarque sui-
vante. Si ¢ — x(t) est la solution de conditions intiales (u,xg) c’est aussi - par
unicité - la solution de conditions initiales (s,z(s)) Autrement dit on a

o (o) = (t) = @i((s)) = @} 0 ¥ (x0),

ce qui démontre la premiere partie de la proposition.

Si maintenant I’équation est autonome et si ¢ — z(t) est la solution de
conditions intiales (u, xq), alors y : t — x(t+u) est solution de condition initiale
(0, ), on a donc bien

o " (wo) = y(t —u) = x(t) = @y, (w0)-

La derniere équation suit alors de la toute premiere. [J

Démonstration du théoréeme

Montrons tout d’abord que U est ouvert. Soit (o, zg, So) in U. On suppo-
sera que sg > tg, l'autre cas se traitant de maniere symétrique. Par définition
il existe une solution ¢t — x(¢) de conditions initiales (tp,zo) définies sur 'inter-
valle [tg, so]. Nous pouvons alors prolonger légerement la solution et la supposer
définie sur [to, so + a]. Appliquons le lemme 4.3.0.1 avec [a, b] = [to — o, So + ] il
existe donc € > 0 telle que la solution de conditions initiales (x1,%1) est définie
sur [to — @, so + a] si

21 —z(to)| < &, (5.1)
tle[to—a,thLa} et |t17t0| < e

Autrement dit si
sup(|lz1 — z(to)ll, [t1 — tol, [t1 — to]) < &1 = inf(e, a).

Alors la solution de conditions initiales (x1,t1) est définie sur [t1, $1]. C’est-a-dire
(x1,t1,81) € U. L’ensemble U est donc bien ouvert.
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Par ailleurs quelque soit (3, pour € < e5 suffisamment petit on a, toujours
d’apres le lemme 4.3.0.1.

1w

lz(s1) —y(s1)ll <

Par continuité de z, il existe enfin 7, tel que

[s1 =1l <n = [lz(s1) —y(s1)l <

ST

Ainsi
sup(|[z1 — x(to)ll, [t1 — tol, [t1 — tol) < inf(er,e2),
implique

e(t) = y(s)ll < llz(t) = z(s)]l + [lz(s1) — w(s)ll < 6.

Nous venons de montrer la continuité de

(z,t,8) — @i (x).

O

5.2 Dépendance par rapport a un parametre

Nous nous intéressons a une équation dépendant d’un parametre :

T = f,\(t, .”L')
Ou
f : ()\,t,lli) - f)\(twr)v

est définie sur un ouvert U x I x 2. Nous allons montrer
Théoréme 5.2.0.4 On suppose que f est continue par rapport a toutes les
variables et qu’elle vérifie l'une des deux hypotheéses suivantes

— [ lipschitzienne par rapport d la variable (A, x) a t fizé.

~ E est dimension fini et f est C*.

1l existe alors un ouvert W C F' x R x E X R, et une application continue

P W — K
' (A7x’57t) = (p(>\7:17787t) ’

telle que
t— O\ z,s,1t)

est la solution maximale de l’équation

z = f)x(tvx)'
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REMARQUES :

1. Il existe un théoréme plus fort qui demande seulement que f) soit lipschit-
zienne par rapport a x. Il se démontre en utilisant un théoreme de Picard
avec parametres.

2. Cet énoncé dit que les solutions (pendant un temps fini) dépendent contintiment
des parametres.

DEMONSTRATION : Nous nous ramenons immédiatement au cas de la dépendance
continues des conditions initiales, en considérant 1’équation

ilt = f)\(ta'r)
A= 0;
O

5.3 Application : Gronwall avec des inégalités
larges

Lemme 5.3.0.5 [GRONWALL AVEC INEGALITE LARGE] Soit y une solution de
Uéquation différentielle y = g(t,y) définie sur Uintervalle I = [to,t1[. On suppose
que g est lipschitzienne a t fixé. Soit © une courbe dérivable dans E définie sur
I telle que

[l (to)
veel, |t

y(to)
g(t, lz()1)-

<
<

Alors
Ve fto,ta], =@ < y(b).

Indication : Utilisez le lemme de Gronwall avec la fonction g. = g+e¢, puis faites
tendre € vers 0, en utilisant le théoreme sur la dépendance continue par rapport
aux parametres. On remarque que 'on a besoin d’'une hypothése de régularité
plus forte sur g que pour Gronwall strict.

On peut d’ailleurs remarquer en exercice que cet énoncé contient I'unicité de
la solution de I’équation ¢ = ¢(¢,y). On a donc besoin d’une hypothese précise
sur g meilleure que la continuité.

Nous avons les énoncés correspondant pour les sous et sur solutions.

Lemme 5.3.0.6 [SOUS-SOLUTION LARGE| Soit y une solution de l’équation
différentielle §y = g(t,y) définie sur Uintervalle I = [to,t1][. On suppose que
g est lipschitzienne a t fixé. Soit x une fonction définie sur I a valeurs dans R
telle que
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Alors
Vt € [toﬂfl], sc(t) < y(t)

Lemme 5.3.0.7 [SUR-SOLUTION LARGE]| Soit y une solution de l’équation différentielle
g = g(t,y) définie sur Uintervalle I = [to,t1]. On suppose que g est lipschitzienne
at fixé. Soit x une fonction définie sur I a valeurs dans R telle que

z(to) = yl(to) (5.5)
Vtel, @(t) < g(t,z(t)). (5.6)

Alors
vt € [to, 1], o(t) < y(t):

5.4 Complément : Le flot comme solution d’une

équation différentielle
Rappelons que la résolvante elle-méme est la solution d’une équation différentielle
sur espace construit & partir de F, & savoir End(E) l’ensemble des endomor-
phismes de E. Nous allons procéder de la méme maniere pour le flot, sous la
forme d’un exercice. Dans la section suivante, nous élaborerons sur une situation
analogue.

Soit donc K un fermé de E de ). Nous introduisons les objets suivants
— L’espace & des applications continues bornées de K dans F

£=CK,E).

Nous rappelons que £ est un espace vectoriel normé complet muni de la
norme

[ Xllco = sup || X ()]].
zeK
— Le sous-ensemble O des applications continues de K a valeurs dans (2
0 =CYK,Q).

On vérifie aisément que 'ensemble O est un ouvert de EF.
— L’application F' de I x O dans & qui a (¢, X) associe

B ) K — &
F(t,X)~{ y — [t X))

EXERCICE :

1. L’application F' est continue et de plus, pour tout ¢ de I,
Z — F(t,2),

est k-lipschitzienne.
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2. En déduire que I’équation différentielle
X = F(t, X),

admet une solution Xy, avec conditions initiale (¢g,1d).

3. Montrez alors que pour tout zg de K, t — Xy, (t)(zo) est solution de
z = f(t,x) avec condition initiale (¢g,zo). Quelle est la relation entre X3,
et le flot ?

4. Méditez 'analogie entre ce que vous venez de faire et la construction de
la résolvante d’une équation linéaire.

5.5 Dépendance C* par rapport aux conditions
initiales
Nous allons démontrer le résultat suivant qui affine le théoreme 5.1.0.2 sur
la dépendance continue des conditions initiales.

Théoréme 5.5.0.8 Soit f une fonction de classe C* définie sur I x Q avec
k> 1. Alors, le flot goio de l’équation différentielle

z = f(t7x)7

est de classe C*.

Une proposition préliminaire locale

La premiere partie du raisonnement est locale en temps et en espace. Nous
allons montrer

Proposition 5.5.0.9 Pour tout xo, pour tout to, il existe un voisinage Ja,b[ de
to un voisinage K de x, tel que sit,s €]a,b[ alors ¢! est de classe CF sur K.

DEMONSTRATION : Nous allons raisonner comme dans la section précédente.
Soit donc K un voisinage fermé inclus dans €2 sur lequel les dérivées de f jusqu’a
lordre k sont bornées. Nous introduisons les objets suivants
— L’espace £F des applications de K dans E de classe C* et dont toutes les
dérivées jusqu’a l'ordre k sont bornées.

&k = CH(K,E).
Nous rappelons que £ est un espace vectoriel normé complet muni de la
norme
[Xllor = sup DX (2)]].
zeK,0<p<Lk

On a noté DPX la dérivée p-ieme de l'application X.
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— L’ensemble O des applications continues de K a valeurs dans €
0 =C"K,Q).

On vérifie aisément que 'ensemble O est un ouvert de EF.
— L’application F de I x O dans £* qui & (t, X) associe

. K — 5k
F(t,X)-{ y — f(t,X(¥).

L’application F' est bien définie et de plus, pour tout ¢ de I,
Z — F(t,2),

est A-lipschitzienne pour une certaine constante A indépendante de t. Montrons,
ce dernier point en détail. Tout d’abord, si h est défine de K dans F, si z et y
sont de classe CP a valeurs dans K, nous avons par la formule de dérivée des
compositions et une petite récurrence que

[DP(hox —hoy)l| = 2°sup||DA|.| D"~z —D""y|. (5.7)

q<p

Nous en déduisons que F' est effectivement A-lipschitzienne pour

A=2sup [DHF(t,.) |-
tel

Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz 3.1.2.1, il existe un voisinage ]a, b[ de
to, telle que I'équation différentielle

X =F(t,X),

admet pour tout s de Ja,b[ une solution X : ¢t — X/ avec conditions initiales
(s,1Id) définie sur I'intervalle ]a, b].

Nous allons maintenant montrer que X! coincide avec le flot. Par définition
X1 est une application de K dans 2. Posons alors

xs(t) = Xﬁ(:zzo).
On a alors
X;(LL'()) = Id(LL'()) = Zo-
jjs(t) = X;(.’I;O) = F(t7X;)(x0) = f(t7X;(x0)) = f(ta xs(t))'

Ainsi, x4(t) est la solution de & = f(¢,x) de conditions initiales (s,xzq) définie
sur l'intervalle ]a, b[. Autrement dit, pour ¢ €]a, b[, nous avons ¢’ = X! sur K.

Alinsi pour tout xg, pour tout t, il existe un voisinage ]a, b[ de ¢¢ un voisinage
K de x, tel que si t, s €]a, b] alors ¢! est de classe C* sur K. [

8
®
—
VA
~—
|
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Fin de la démonstration du théoréme 5.5.0.8

Nous allons maintenant conclure : soit s — z(s) la solution de condition
intiale (tg,xo) de © = f(¢,z). On suppose qu’elle est définie sur l'intervalle
[to, t1]. Nous voulons démontrer qu’il existe un voisinage K de z, tel que goﬁé est
de classe C* sur F.

D’apres ce qui précéde pour tout s < tp, il existe un intervalle ouvert Ug
contenant s, un voisinage Ky de x(t), tel que si t,u € Us alors ¢¥ est de classe
C* sur K.

Recouvrons l'intervalle compact [tg, t1], par une union finie de ces voisinages
U, = U, de telle sorte que

~UinNUi1 # 0,

— tg € Us.

Posons

i=p
v, =J U
i=1

Nous allons montrer par reccurence sur p, qu’il existe un voisinage W), de xg tel
que pour tout ¢ dans V), goio est de classe C* sur Wp.

Par hypothese, ceci est vrai pour p = 1. Supposons la propriété ci-dessus
vraie pour p.

Soit u, € U, N Up41. Nous savons que

L. ¢l est de classe C* sur W,
2. pour s dans Upy1, ¢, est de classe C* sur K.

D’apres la proposition 5.1.0.3
Ph = P O Pl
Nous en déduisons que pour tout s de Up11, ¢j est de classe C* sur
tpy—
Wyi1 =Wy N (00) " (Eppa)-

ceci est a fortiori vrai pour s dans V},. Nous avons donc terminé la démonstration
de cette récurrence et celle du théoreme. [



Chapitre 6

Etude géométrique des
équations différentielles

6.1 Equations autonomes en dimension 2

Nous allons expliquer dans ce chapitre une série de remarques géométriques
permettant d’obtenir des informations qualitatives sur les équations scalaires,
c’est-a-dire les équations de la forme

T = f(tam)7

ou f est une fonction définie de Ja,b[xI dans R et I un intervalle de R. Pour
simplifier I’exposition de ce chapitre nous nous restreindrons au cas I = R.
Le lecteur est invité a titre d’exercice a trouver les hypotheses et énoncés cor-
respondant au cas général. Dans cette introduction et une derniere section,
nous expliquerons également quelques idées géométriques analogues concernant
plus généralement les équations autonomes en dimension 2. Rappelons que nous
avons vu dans la proposition 1.1.2.2 qu’une équation scalaire définit naturel-
lement un systeme d’équations autonome en dimension 2 dont les solutions
s’expriment en les solutions de I’équation initiale. Ce systeme s’écrit

{ o2 {0 6

6.1.1 Portrait de phase

Pour les équations autonomes en dimension 2, le portrait de phase est
planaire. Rappelons qu’'une orbite ou trajectoire est une courbe solution de
I’équation différentielle considérée. Le portrait de phase est alors la représentation
graphique — dans le plan — d’un certain nombre de trajectoires significatives.
Dans le cas de I’équation autonome associée a une équation scalaire, les trajec-
toires sont des graphes dans le plan des (¢, z) par rapport & Paxe des ¢.

57
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6.1.2 Les trajectoires ne se coupent pas

Voici une premiere traduction graphique de notre théoreme fondamental, ce-
lui de Cauchy-Lipschitz : par tout point du domaine de définition de l’équation
différentielle passe une courbe solution et une seule. En particulier, deux trajec-
toires ne peuvent se couper. Voici deux applications de cette observation.

EXEMPLE :

1. Considérons une équation autonome de la forme

{a's = x.f(x,y)
y = y.9(zy).

Nous remarquons que toute solution de cette équation dont les conditions
initiales sont sur les axes restent sur les axes (pourquoi?). Autrement dit
les axes sont des réunions d’orbites. Ainsi, toute orbite dont les conditions
initiales sont dans un quadrant reste dans ce méme quadrant.

2. On se donne une trajectoire périodique non constante ¢ de période T et
un ouvert U borné tel que U = ¢[0,T] d’un champ de vecteurs défini
sur R2. Alors toute solution de conditions initiales dans U est définie sur
] — 00, 400[ et est & valeurs dans U ; ceci suit du lemme de sortie des
compacts 3.2.2.2 et de notre observation. En effet, soit x une solution
maximale de condition initiales dans U et définie sur ]a, b[. Comme pour
tout ¢, z(t) € OU — les orbites ne se croisent pas — on en déduit par le
théoréme des valeurs intermédiaires que pour tout ¢, z(¢) € U. On conclut
par le lemme de sortie des compacts 3.2.2.2.

En général, les trajectoires jouent donc un role de barriéres étanches : elles
ne peuvent étre traversées par d’autres orbites.

6.1.3 Points fixes

Remarquons enfin que les orbites constantes correspondent aux zéros de la
fonction définissant le systeme d’équation autonome. Nous n’en dirons pas plus
pour le moment et réservons au prochain chapitre une étude plus fine de ces
orbites constantes ou points fixes. Remarquons tout de méme le résultat évident
suivant

Proposition 6.1.3.1 Soit x un point de ). On suppose que x n’est pas un zéro
de X, alors t — ¢(x) est injective au voisinage de zéro.

DEMONSTRATION : en effet, par définition du flot

d

2| o) = x@) 20

Un développement limité permet alors de conclure. [
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6.2 Barrieres et entonnoirs pour les équations
scalaires

Nous nous restreignons dans ce paragraphe aux équations scalaires. Nous
nous donnerons donc une fonction f que, pour simplifier, nous supposerons
définie dans ]a, b[xR et de classe C.

= f(t,x), (6.2)

Nous allons décrire d’autre courbes qui vont jouer le role de barrieres : les
trajectoires peuvent les traverser dans un sens mais pas dans un autre. Elles
jouent un grand role pour décrire pratiquement le portait de phase.

6.2.1 Barrieres

Nous dirons que le graphe d’une fonction «, définie sur ]c, d[Ca, b[ — ol que
« elle-méme — est une barriére inférieure si

Vt €le,d], a(t) < f(t alt)).

Autrement dit, une barrriere inférieure est le graphe d’une sous-solution. La
proposition suivante affirme qu’on ne peut approcher une barriere inférieure par
en-dessus. Ce n’est bien str qu’une reformulation du lemme de Gronwall pour
les sous-solutions.

Proposition 6.2.1.1 Soit « une barriére inférieure définie sur |c,d[. Soit t —
x(t) une solution de I’équation 6.2 définie sur Ju,v[C|c,d[. Soit tg €]u,v| tel que
a(te) = z(tg). Alors
— Pour tout to <t <w, on a x(t) > aft).
— Pour tout u < t < tg, on a z(t) < a(t).

~ —

Nous avons également une notion symétrique, a savoir : le graphe d’une
fonction «, définie sur ]ec,d[Cla,b[, — oll que « elle-méme — est une barriére
supérieure si

Vit €le, d[, a(t) < f(t, at)).

Nous observons a nouveau qu’une barrriere supérieure est le graphe d’une sur-
solution. Nous avons de méme

Proposition 6.2.1.2 Soit « une barriére supérieure définie sur |c,d[. Soit t —
x(t) une solution de l’équation 6.2 définie sur Ju,v[Cle, d[. Soit tg €]u,v] tel que
a(te) = x(tg). Alors
— Pour tout tg <t <w, on a x(t) < aft).
— Pour tout u <t < tg, on a z(t) > at).

~— —
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6.2.2 Entonnoirs et entonnoirs étranglés

Un entonnoir est un ouvert du plan U, borné vers le haut par une barriere
supérieure J et vers le bas par une barriere inférieure o, définies sur le méme
intervalle |c, d[ et telles que oo < 3 :

U=A{({tz)|te€led, alt)<z<pi(t)}
Nous avons alors

Lemme 6.2.2.1 [COINCES DANS UN ENTONNOIR] Soit U un entonnoir défini
sur |e,d[. Soit (z(t)) la solution mazimale de conditions initiales (to,zo) € U.
Alors x est définie sur Uintervalle [to,d[ et on a

Vt € [to,d], (t,z(t)) € U.

DEMONSTRATION : Soit 2 une solution maximale de conditions initiales (o, z)
définie sur Ju, v[. Posons vg = inf(v,d). D’aprés nos résultats sur les barriéres,
pour tout vg >t > g, on a

z(t) e U.
Supposons vg < d, alors x([tg, vo[) reste inclus dans le compact
K ={(ty)] to <te<vy, at) <z < BE)]} Ca,b[xR.

Le lemme de sortie des compacts 3.2.2.2 permet de montrer que vy = d et donc
de conclure. [J

On dira qu’un entonnoir tel que ci-dessus est étranglé si de plus

lim o = lim 8 = .
t—d t—>dﬂ yO

Les entonnoirs étranglés fonctionnent comme des pieges :

Lemme 6.2.2.2 [PIEGES DANS UN ENTONNOIR] Soit U un entonnoir étranglé
défini sur|c,d[. Soit (z(t)) la solution mazimale de conditions initiales (to, zo) €
U. Alors x est définie sur lintervalle [to,d[, on a Vt € [to,d], (t,x(t) € U et de
plus

li t) = yo.
tf}lx() Yo

DEMONSTRATION : c’est évident. O

Remarquons que ¢ ou d peuvent tres bien étre infinis.
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6.2.3 Anti-entonnoirs et anti-entonnoirs étranglés
Anti-entonnoirs et anti-entonnoirs étranglés

Un anti-entonnoir U est un ouvert du plan, bornée vers le bas par une
barriere supérieure (3 et vers le haut par une barriére inférieure «, définies toutes
les deux sur le méme intervalle ]c, d] et telles que oo < 3 :

U={(t,z)|teled,alt) <z <.

Remarquons qu’un anti entonnoir fonctionne comme un entonnoir vers la passé :
si une courbe aboutit en un point de U en %y, elle est dans U pour les temps
plus petits que tg.

Il n’y a bien siir aucune raison maintenant que toutes les solutions issues de
U restent coincées dans 'anti-entonnoir vers le futur. En fait, il existe méme
toujours des solutions qui sortent de cet anti-entonnoir, soit vers le haut, soit
vers le bas comme nous le verrons prochainement. Le théoréme suivant nous
dit cependant qu’il existe toujours au moins une solution qui reste dans I’anti-
entonnoir : c’est celle qui n’a pas réussi a choisir entre sortir vers le haut ou
sortir vers le bas.

Théoréme 6.2.3.1 [EXISTENCE D’UNE SOLUTION PIEGEE] Soit U un anti-
entonnoir défini sur |e,d[. Il existe alors une solution x définie sur ]c,d| et
pour tout t €le,d| on a (t,z(t) € U.

DEMONSTRATION : Soit tg €]c,d[. On consideére ¢ le flot de notre équation.
Autrement dit la courbe

t— ot (@),
eet la solution de I’équation de conditions initiales (to,z¢). On considere
I = {zecR|3s, s>t i () > als)}.
J = {yeR|3Is, s> to, 0}, () <B(s)}

PREMIERE ETAPE : Nous voulons montrer : I et J sont disjoints. Pour cela,
il suffit de montrer que

Ve el, s>ty = @ (x) > B(s). (6.3)
Vo € J, s>ty = ¢ () < afs). (6.4)

Démontrons I'assertion 6.4, la deuxieme assertion ayant une preuve symétrique.
Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il existe s; tel que

iy (1) < B(s).
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Nous en déduisons par le lemme des sous-solutions que

Vs > s1, @i (x) < B(s).

Nous savons par ailleurs qu’il existe sy tel que

iy (x) > a(s).

De la méme maniére, nous avons

Vs > 59, @i (x) > B(s).

Nous obtenons la contradiction en remarquant que pour s > sup(sy, S2), nous
avons

iy () > B(s) et ¢f, () < afs).

Nous venons de démontrer les assertions 6.4 et 6.4.

DEUXIEME ETAPE : Nous allons montrer I et J sont des ouverts non vides.
I et J sont non vides car par le lemme des sur et sous-solutions

alte) € I et Blto) € J. (6.5)

Montrons que I est ouvert. Soit x un élément de I. Il existe alors s tel que
@7 (x) > afs). Par continuité, de 2 — ¢7 (), pour y au voisinage de x, on a
encore ¢f (y) > a(s). L’ensemble I — et par un raisonnement symétrique .J —
est ouvert.

CONCLUSION : On considere
zo=inf{z €I | x> B(ty)}.

D’apres la deuxieme étape, zg est bien défini et n’appartient ni a I ni a J. Soit
z(t) la solution de conditions initiales (to, z9). D’apres ce qui précede

Vs > tg, z(s) e U.

Par un raisonnement désormais classique invoquant le lemme de sortie des com-
pacts, z(t) est définie sur [to, d[. Par ailleurs un anti-entonnoir est un entonnoir
vers le passé et nous en déduisons par le lemme 6.2.2.1 que z est définie sur
Je,to] et vérifie

Vs < tg, z(s)eU.

Nous venons de démontrer notre résultat car z est bien une solution coincée
dans 'anti-entonnoir. [

REMARQUE : Dans le cas ou f est définie au voisinage en d, ce théoréme découle
immédiatemnt du lemme sur les entonnoirs. Pourquoi ?



6.2. BARRIERES ET ENTONNOIRS 63

Anti-entonnoirs étranglés et dispersifs

On dira a nouveau qu’un anti-entonnoir comme ci-dessus est étranglé en yq
sion a
lim o = lim 8 = yg.
t—d t—d

Nous dirons qu'il est dispersif si de plus au voisinage de (d,yp) on a
0. f(t,x) > 0.

On remarquera que f n'est pas nécessairement définie en (d,y). Nous avons
alors le résultat suivant particulierement intéressant dans ce dernier cas.

Théoréme 6.2.3.2 [UNICITE D'UNE SOLUTION PIEGEE| Soit U un anti-entonnoir
défini sur e, d| étranglé et dispersif. Soit to €]c;d[. Il existe alors un unique x
tel que si x(t) est la solution de condition initiale (¢t 0xo) alors x est définie sur
Jto, d[ et pour tout t € [to,d[ on a (t,z(t) € U. On a alors

li t) = vyo.
tf}ix() Yo

DEMONSTRATION : Tout d’abord comme I’anti-entonnoir est étranglé, nous re-
marquons qu’une solution x de I’équation différentielle de conditions initiales
(to, o) restant dans lanti-entonnoir doit vérifier

li t) = vyo.
tgr}iff() Yo

Soit donc maintenant une autre solution Z de condition initiale (to, Zo) restant
également dans ’anti-entonnoir. Nous en déduisons donc

lim z(t) — z(t) = 0. (6.6)

t—d

Nous raisonnons par ’absurde et supposons que zg < Zj. Les trajectoires ne
pouvant se croiser on a donc

Yt > o, x(t) < Z(t).

Mais par ailleurs, pour tout ¢ et s avec t < s de ]tg, d[ on a

Z(t) — x(t) = z(s) /fu:r duf/fux (6.7)

Pour ¢ dans |c, d[, posons
Vi = UNJt, d[xR

Comme 'anti-entonnoir est étranglé et dispersif, pour ¢; suffisamment proche
de d, V4, est inclus dans l'ouvert des points (s,y) pour lequel 9, f(z,y) > 0.
Nous en déduisons que si u > t; on a
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Combinant ceci avec 1’équation (6.7) nous en déduisons que pour s >t > t1, on
a

z(t) —x(t) = z(s) — z(s).

Mais ceci est incompatible avec 1’équation (6.6). Nous obtenons une contradic-
tion et le résultat suit. O

Futur et passé

Nous n’avons considéré dans ce paragraphe que les barrieres supérieures,
inférieures, entonnoirs et anti-entonnoirs vers le futur. Les mémes notions et les
résultats analogues existent vers le passé. Nous laissons au lecteur le soin de les
découvrir et les écrire.

6.3 Equations autonomes

Nous revenons maintenant au cas général des équations autonomes en di-
mension 2. Une telle équation est définie par un champ de vecteurs F(xz,y) =
(X (z,y),Y (z,y)) définit sur un ouvert Q et & valeurs dans R?. Le systéme cor-
respondant est

y = Y(x’y>

6.3.1 Rappels sur les courbes planes

Nous allons rappeler brievement quelques définitions sur les courbes planes.

Ensembles et courbes de niveau

Soit f une fonction définie d’un ouvert de R? & valeurs dans R. Un point z
est un point régulier si d,f # 0, et un point critique sinon. Soit a¢ un nombre
réel, ensemble de niveau a de f est Pensemble E, = f~1{a}. Si le réel a est tel
que F, n’est constitué que de points réguliers, alors a est une valeur réguliére
de f. Dans le cas contraire, a est une valeur critique.

Si a, est une valeur réguliere, F, est une courbe de niveau. La doite affine
tangente en un point z = (xg,yo) de la courbe de niveau est la droite affine
passant par y et parrallele a la droite Ker(df(y)).

Elle est donc d’équation

(@ = 20)+ 5 0,30) + (0= 90) - 5 (0.0) 0.

Nous dirons qu’'un vecteur X est transverse en un point z d’une courbe de
niveau, s’il n’est pas parallele a la droite tangente.
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Courbes

Nous dirons en général qu'un ensemble ¢ est une courbe, tout point de ¢
possede un voisinage U tel que U Nc est une courbe de niveau pour une certaine
fonction f. On montre alors que la droite tangente est indépendante du choix
de cette fonction f.

On admet la proposition suivante

Proposition 6.3.1.1 [COURBES ET GRAPHES| Un ensemble ¢ est une courbe
si et seulement si tout point z = (xg,yo) de ¢ posséde un voisinage U dans
lequel on peut décrire ¢ comme un graphe soit par rapport a l'axe des x, soit par
rapport de l'axe des y. Autrement dit, il existe un voisinage U tel que
— soit il existe une fonction ¢ définie sur un voisinage I de xg, telle que
cenNU ={(z,9(x)) | x € IT}.
- soit il existe une fonction 1 définie sur un voisinage I de yo, telle que

cnU={(y),y) |y e}

De cette proposition, on déduit aisément le corollaire :

Proposition 6.3.1.2 Soit £ une application continue et injective définie d’une
intervalle ]a, b| a valeurs dans R?. On suppose qu’il existe une courbe & telle que
z(Ja,b]) C ¢, alors &([a,b]) est un ouwvert de c; C’est-a-dire il existe un ouvert
Q de R? tel que

z(Ja,b)) = QnNe.

DEMONSTRATION : C’est un résultat local, nous pouvons donc supposer que
c est le graphe par rapport a l'axe des x d’une fonction ¢. Nous avons donc
&(t) = (z(t), ¢(y(t)). Nous déduisons du fait que £ est continue injective que
x(t) elle-méme est continue injective. En particulier x(]a,b[) est un intervalle
ouvert J de bornes z(a) et x(b). Ainsi

¢(Ja, b)) =enI xR.
c’est ce que nous voulions montrer. [

On montre enfin le résultat suivant que nous admettrons également

Proposition 6.3.1.3 Soit X un vecteur transverse en z = (xg,yo) & une courbe
c. Soit € > 0. Considérons le segment I. = z+] — €, €[X. Il existe alors € > 0 tel
que

I.ne={z}.

6.3.2 Barrieres et régionnement

On utilise tres souvent en dimension 2 un principe de régionnement : on
coupe le plan en zones délimitées par des courbes et on cherche & comprendre
comment entrent et sortent les trajectoires de ces zones. Soyons plus précis.
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Soit U un ouvert de R?, dont la frontiere U = U\ est une réunion disjointe
d’un ensemble fini de courbes ¢y, ..., c, et de points z; ...x,, vérifiant

c; Ccy U{xz}

i

On dira que que la courbe c¢; est une barriére a l’entrée pour le champ X si
— X est transverse a ¢;,
— X pointe vers 'extérieur de U : c’est-a-dire pour tout = de ¢;, il existe
€ > 0 tel que z+]0,€¢] X (z) € U.
On dira symériquement que que la courbe ¢; est une barriére a la sortie pour le
champ X si
— X est transverse a ¢;,
— X pointe vers l'intérieur de U : c’est-a-dire pour tout x de ¢;, il existe
€ > 0 tel que z+]0,€] X (z) € U.

EXERCICE : Montrez que si X est transverse a c¢; alors soit X pointe vers
I'intérieur de U, soit il pointe vers ’extérieur de U.
Nous avons alors

Proposition 6.3.2.1 [REGIONNEMENT] Soit U un ouvert de R?, dont la frontiére
OU = U\ est une réunion disjointe d’un ensemble fini de courbes c1,...,c, et
de points 1 ...x,, vérifiant

¢ Cc U{.’El}

On suppose qu’il existe des ensembles I, et I, I, UI, = {1,...,n} tels que pour
tout i de I. c; est une barriére a lentrée et que pour tout j de I, c; est une
barriere a la sortie.

Nous avons alors les résultats suivants

1. Comportement au bord :
- six € ¢; avec i € I, alors pour t dans un voisinage suffisamment petit
de 0, pourt >0 on a @i(x) € U, et pourt <0 on a gi(x) € U.
— Symmétriquement : st x € c; avec j € I, alors pourt dans un voisinage
suffisamment petit de 0, pour t >0 on a wi(x) € U, et pourt <0 on a

pi(r) ¢ U.

2. Orbite entrante ou sortante :
— Soit x un point de U, supposons qu’il existe t > 0 tel que ¢(x) € U,
alors il existe u, 0 < u < t tel que ¢, (x) € ¢; aveci € I,.
— Symmétriquement : soit x un point de U, supposons qu’il existe t < 0
tel que ¢(x) & U, alors il existe u, t < u < 0 tel que ¢s(x) € ¢; avec
i€ I.
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6.3.3 Courbes de niveaux et orbites

Soit donc X un champ de vecteur défini sur un ouvert 2. Considérons
I’équation autonome associée
&= X(x).

Soit ¢, son flot. Nous allons rappeler quelques définitions.

Intégrale premiére du mouvement

On dit qu’une fonction H définie sur 'ouvert de définition 2 du champ de
vecteurs et a valeurs réelles est invariante ou que c’est une intégrale premiére
du mouvement si, pour tout x la fonction

t — H o p(x),

est constante. Autrement dit, une intégrale premiere du mouvement est constante
le long des orbites du flot. On remarque aussi

Proposition 6.3.3.1 L’ensemble C des points critiques d’une intégrale premiére
est invariant par le flot. Il est donc réunion d’orbites.

DEMONSTRATION : en effet
deH = dy(H o i) = dy, (o) H 0 Dyppy.
Comme D, ¢, est inversible, nous avons
d.H =0 = dy,)H =0.
O

Nous allons examiner ce qui se passe en dehors des points critiques de H.

Courbe de niveau d’une intégrale premiéere

Si H est une intégrale premiére du champ de vecteurs X, chaque ensemble
de niveau est stable par le flot. C’est donc une réunion d’orbites. Dans le cas
des courbes de niveaux — c’est a dire en dehors des points critiques de H — la
situation s’améliore. Soyons plus précis :

— Soit X un champ de vecteurs défini sur un ouvert  de R2. Soit Z ’en-

semble des zéros de X.

— Soit H une intégrale premiere de X définie sur 2. Soit C ’ensemble de ses

points critiques.

~ Soit ) = Q\ (CU Z). D’apres les paragraphes précédents, ) est invariant

par le flot.
On remarque alors que E. = H 1(c) U Q est une courbe : cest la courbe de
niveau ¢ de H restreinte & 2. Nous allons voir maintenant que les composantes
connexes de E. — lorsque c¢ varie — sont alors les orbites de X tracées dans Q,
plus précisément :
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Proposition 6.3.3.2 Soit ¢ un point de E.. Soit I =|a,b[, lintervalle de
définition de la solution mazimale £ de conditions initiales (0,x). Alors

1. Vapplication € : t — x(t) est une surjection de I sur une composante
conneze v de E,.

2. sty est compacte, £ est une orbite périodique : il existe T tel que pour
tout t, E(t+T) =&(¢).

8. siy nest pas compacte, alors £ est une bijection.

Cette proposition ne nous dit rien sur les orbites de X dans I’ensemble C des
points critiques. C’est bien sir normal : une fonction constante est toujours une
intégrale premiere, elle ne peut apporter aucune information nouvelle sur le flot,
ceci est cohérenet avec le fait que tout point est point critique de la fonction
constante.

DEMONSTRATION : D’apres les propositions 6.3.1.2 et 6.1.3.1, ¢, /(7o) est un
ouvert de E.. Par ailleurs, soit z un point de E. dans Padhérence de £(I). Nous
en déduisons par le méme raisonnement qu'’il existe e > 0, tel ¢, .[(2) est un
ouvert de E.. Par définition de ce qu’est une adhérence, oy, p((z0) et ©)—c c[(2)
ont une intersection non vide. Ainsi, z et x sont sur la méme orbite et des lors
zpr(x). Nous venons de montrer que ¢, p(2) est a la fois ouvert et fermé dans
E.. Comme @jq () est connexe, c’est une composante connexe de E.. Ceci
démontre le premier point.

Supposons que ¢ ne soit pas injective, alors il existe t et T tel que pt + T'(z) =
©t(xg). Des lors d’apres les propriétés du flot, dés que ceci & un sens, on a pour
tout s, ps + T(xg) = ps(xo). Nous en déduisons que

Plab[(T0) C @lo,1)(z0)-

Ainsi l'orbite de xg est compacte. Ceci démontre le troisieme point.

Réciproquement, supposons que 'orbite de x soit compact. D’apres le lemme
de sortie des compacts I =] — 0o, +00[. Soit {t, }nen une suite crossante et ten-
dant vers l'infini. Nous pouvons alors supposer — apres extraction d’une sous-
suite — que ¢y, (zg) converge o, (zg). Le méme raisonnement que pour le pre-
mier point nous dit alors qu’il existe € > 0, tel ¢]_cjy c1u[(®0) est un ouvert de
FE.. Par définition de I'adhérence; il existe N tel que ty > u + € et

®t,, (T0) € V) —cyu,etu[(T0)-
En particulier, il existe v < u + €, tel que

¢t, (20) = wu(T0)-

Ainsi € n’est pas injective. Nous avons achevé de démontrer le deuxieme point
et la démonstration de notre proposition. [J
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Le cas des systémes Hamiltoniens

Soi H une fonction définie sur R2, le systéme Hamiltonien associé est le

systeme
T = —0,H
y = 0.H.

On remarque — en exercice — que la fonction H elle-méme est une intégrale
premiere du mouvement. Par ailleurs, les zéros du champ de vecteur associé a
I’équation sont précisément les points critique de H. Nous en déduisons que les
portrait de phase de ’équation est excatement le tracé des courbes de niveaux
de la fonction H. Le lecteur est invité - sous forme d’exercice — & comprendre
comment s’oriente les courbes de niveaux pour donner les orbites du flot.
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Chapitre 7

Stabilité des points
d’équilibre de champs de
vecteurs.

7.1 Champ de vecteur et équations autonomes

Nous étudierons désormais les équations autonomes. Nous nous donnons
donc un champ de vecteur X défini d’un ouvert 2 de R™ & valeurs dans R™.
Nous considérons I’'équation

&= X(x).
Dans ce cas ci, nous savons que si ¢} est le flot de ’équation, nous avons
t t— t s t
b=y °, dpodp = 0+S-
Nous appellerons alors flot de l’équation autonome ou flot du champ de vecteurs
I’application
t
Pt = Pp-
Nous avons lorsque chacun des termes est défini :

Pt+s = Pt © Ps.

Pour conclure remarquons que le flot du champ de vecteur X est caractérisé par

{ po(r) =

%‘Pt(l') = X(pi()).

ou sous forme intégrale
t
dr(x) = +/ X (¢s(x))ds.
0

71
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7.2 Points d’équilibre

Soit donc X un champ de vecteur et ¢ son flot.

Point d’équilibre
Un point d’équilibre est un point xg tel que X (z¢) = 0. En particulier,

Vt e R, @i(z0) = 0.

REMARQUES :

1. Siréciproquement, on () = xo pour ¢ variant dans un intervalle ouvert,
alors zg est un point fixe. Ceci s’obtient en dérivant ¢;(z) par rapport &
t dans cet ouvert.

2. Sion a
lim ¢ (yo) = o,
t—o0

Alors zg est un point fixe. En effet, par continuité du flot on a

Vs > 0,05(x0) = lm os(pi(yo) = z0) = lm or15(yo) = o.

Point d’équilibre stable
Un point d’équilibre est stable si, pour tout € > 0, il existe @ > 0 tel que
[z —zoll Saett >0 = [¢i(z) — ol <&

En particulier, nous en déduisons que la trajectoire future de tout point de
B(xg,0) reste dans un compact et donc que cette trajectoire future est définie
sur tout R* par le lemme de prolongement (ou de sortie des compacts).

On dit qu'un point d’équilibre est instable si il n’est pas stable.

EXERCICE :
1. Montrez que (0,0) est point d’équilibre stable de X (z,y) = (—2y, 3x).
Utilisez pour cela la fonction H(x,y) = 322 + 2z2.
2. Montrez que (0, 0) est un point d’équilibre instable de X (z,y) = (—2z, 3y).

Point d’équilibre asymptotiquement stable

Un point d’équilibre zg est asymptotiquement stable si il est stable et si de
plus il possede un voisinage U tel que

Ve € U, lim ¢(x) = xo.
t—oo
1. Montrez que (0,0) n’est pas un point d’équilibre asymptotiquement stable
de X(z,y) = (—2y, 3x).

2. Montrez que (0,0) est un point d’équilibre asymptotiquement stable de
X(IL‘,y) = (7337 72—/)'
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Bassin d’attraction

Soit xg un point d’équilibre asymptotiquement stable. Le bassin d’attraction
de xg est ensemble

B={yeQ lim pz)=ua0}
t—oo

Bien stir, les points de B ont par définition une trajectoire future définie pour
tout temps.
Nous avons alors

Proposition 7.2.0.3 Le bassin d’attraction d’un point asymptotiquement stable
est un ouvert.

DEMONSTRATION : Soit donc zg un point d’équilibre asymptotiquement stable.
En particulier, il existe un ouvert U contenant xg tel que pour tout y de U, nous
avons

lim ¢4 (y) = 0.
t—o0

Soit maintenant B le bassin d’attraction de . Soit z € B. Par définition, nous
avons
lim ¢ (2) = xp.

t—o0

Des lors, il existe tg tel que ¢, (2) € U. Par la continuité de ¢y, il existe un
voisinage V' de z tel que ¢, (V) C U. Soit maintenant u € V. Nous avons alors

lim oy (u) = Hm @y, (u) = lim o, (e, (w)) = 0.
t—oo §—00 $—00

Des lors, V' C B. Nous venons de démontrer que B est ouvert. [

7.3 Fonction de Liapounov

Soit xp un point d’équilibre du champ de vecteur X. Nous dirons qu’une
fonction L définie au voisinage U de zq est une fonction de Liapounov pour X
en g si

1. L admet un minimum local strict en xg,

2. Si x # xq, alors la fonction ¢ — L o @y est strictement décroissante pour
t > 0 sur l'intervalle sur lequel elle est définie.

Il est utile de remarquer que les conditions suivantes impliquent que L est une
fonction de Liapounov

1. L est de classe C?,
2. D2 L est définie positive,
3. Au voisinage de g, si x # xo, dL(X (x)) < 0.

Nous avons
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Théoréme 7.3.0.4 Si x¢ admet une fonction de Liapounov, alors xg est un
point d’équilibre asymptotiquement stable.

DEMONSTRATION : Nous supposerons pour simplifier que L(xg) = 0. Nous
savons alors qu’il existe un voisinage W de x¢ tel que

xeW,x#x9g = L(z) > 0.

Nous supposerons que W est compact et inclus dans . Soit a > 0, tel que
B(zg,a) C W. L’ensemble K = W \ B(zo, o) est compact : c’est 'intersection
d’un fermé et d’'un compact. Soit alors

A=inf{L(y),y € K}.

Comme K est compact et ne contient pas xg, on a A > 0. Nous considérons
ensuite

U, ={z € B(z,a) | L(z) < g}

La fonction L étant continue, U,, est ouvert. Par construction, il est inclus dans
K

Premiére étape : durée de vie des solutions. Soit x € U,. Supposons la solu-
tion maximale de conditions initiales (z,0) définie sur l'intervalle I =|tq,to].
Montrons maintenant que ty = 400 et que

YVt >0, ¢(z) e U, CW.

Supposons tout d’abord ¢y < 00, il existe alors ¢ tel que () ¢ K par le lemme
de sortie des compacts. Par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe
alors s > 0 tel que ||ps(zo)|| = a. Mais alors, L(ps(xg)) = A. Nous obtenons la
contradiction, car L décroit le long des orbites :

L(ps(2)) < Lipo(2)) <

1S

Nous venons de montrer la premiere partie de notre assertion. Nous venons
également de démontrer que

Vo € Uy, Vs >0, ps(z) € B(x,q).

En particulier, comme

IS

Vo € Uy, Vs >0, L(ps(x)) < L(z) <
Nous venons de montrer

Vs >0, ¢s(Uy,) C U,.
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Deuzieme étape : la taille des ensembles U, tend vers zéro. Posons &, = sup,¢y, |2~
Zol/, nous avons

lim ¢, = 0.
n—oo

Tout d’abord, il existe une suite de points {yn }nen de W, telle que

A
Hyn - 370” =ep et L(yn) < n

Il suffit de prendre pour ¥, un point qui réalise le maximum de la fonction
z — ||z — xo]|| dans l'adhérence - compacte — de U,,. Nous pouvons maintenant
supposer — apres une extraction de sous-suite — que la suite {yn}neN converge
vers un point yo. Par continuité de L, L(yo) = 0. Comme z( est un minimum
strict de L sur W, nous avons yg = xg. Ceci entraine bien que

lim ¢, = nlirr;o lyn — zo|| = 0.

n—oo
Troisiéme étape : xq est stable. Nous en déduisons que xg est un point d’équilibre
stable. En effet soit € > 0, soit alors n tel que &, < &. Soit enfin § tel que
B(l’o, 5) C Un
Alors

le —xol| <6 = 2 €U, = Vt>0, ¢p(z)eU, C B(xg,e).

Quatrieme étape : xo est asymptotiquement stable. Nous savons enfin que pour
tout point  de Uy, t — L o ¢, (x) est décroissante. Soit donc

a = tinf Lopi(x) = tlim Lo ().

Supposons maintenant que ¢;(x) ne converge pas vers xg. 1l existe alors, par
compacité de W une sous-suite {t, Inen telle que {¢y, (¥) }nen converge vers un
point yq différent de zo. Par continuité de L, nous avons

L(yo) = a.

Comme y # xg, par la définition de ce qu’est une fonction de Liapounov, il
existe T' > 0 tel que
Lopr(y)=b<a.

La continuité du flot nous donne alors
Logpr(y)= lim Loy, +7(y) =a,
n—oo

et la contradiction. OJ
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7.4 Stabilité et valeurs propres

Nous allons nous donner un critére permettant de repérer — grace a une
fonction de Liapounov — les points d’équilibre asymptotiquement stables.

Théoréme 7.4.0.5 [STABILITE ET SPECTRE] Soit X un champ de vecteur. On
suppose que au voisinage de xg, on peut écrire le développement limité

X(@)=A(z—xz0) + X1 (2).
ot A est linéaire et limy_, Hfi(fo)l\
différentiable en xo et l’on pose A= Dy X.

On suppose de plus que pour toute valeur propre A de A, on a R*(\) < 0. Dans
ces conditions, xo admet une fonction de Liapounov et est un point d’équilibre
asymptotiquement stable.

= 0. Autrement dit , on suppose que X est

DEMONSTRATION : Nous supposerons pour simplifier que zg = 0. Nous rappe-
lons que d’apres le théoreme 2.2.0.10, il existe a« > 0 et T" > 0 tel que

Vt>T, |lexp(tA)z| < |z|e” . (7.1)

Nous introduisons une fonction L définie par

M@:/'WW@MNM&
0
D’apres l'inégalité 7.1, la fonction L est bien définie. De plus, si x # 0, on a

L(z) # 0 = L(0).

Donc 0 est un minimum local strict de L. Comme L est une limite de forme
quadratiques, c’est elle-méme une forme quadratique. Un développement limité
nous donne donc

L(z+eu) = L(z) + 25/ (exp(sA)x, exp(sA)u)ds + 2 L(u).
0
Nous en déduisons que
D,L(u) = 25/ (exp(sA)z, exp(sA)u)ds.
0

Nous déduisons tout d’abord de I'inégalité (7.1) qu’il existe C telle que

| Do L(u)] < O]l
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Par ailleurs,

D,L(A-z) = 2‘/()%(6:10]9(814)x7 exp(sA)A.x)ds (7.2)
= /OO %Hexp(sA):erds (7.3)
0
= lim ([lexp(sA)z||* - [l=]*) (7.4)
= el (7.5)

Revenons au champ X, nous avons alors

D, L(X1(x))

D, L(X) = D, L(A - z) + D, L(X;(x)) = ||=[|*(=1 + T

Mais pour x suffisamment petit, nous avons

PGS
]| 2¢’
et donc,
|DaL(X1(2)] 1
]| 2
Ainsi

d.L(X(x)) <0, pour z # 0.

Ceci entraine que L décroit strictement le long des orbites de X différentes de
I’orbite constante xy. Nous venons de terminer le preuve du théoreme. [J

7.5 Un exemple : la dynamique d’un champ de
gradient

Nous allons traiter un exemple simple celui du champ de vecteur donné par
le gradient d’un fonction f définie sur un ouvert €.

X(x) = Vaf = (O, f;- - O, [)-

Nous allons résumer ces propriétés sous la proposition suivante. Il s’agit plus
d’une illustration des techniques que nous avons vues précédemment que d’un
résultat a retenir.

Proposition 7.5.0.6 Soit f une fonction C*° définie sur un ouvert Q. Soit
X =V f le champ de gradient de f. Alors

1. la fonction f croit le long de toutes les orbites de f, elle croit strictement
le long des orbites non constantes.

2. Les points d’équilibres de X sont les points critiques de f.
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3. Un point d’équilibre isolé est asymptotiquement stable si et seulement si
c’est un mazximum local de f.

4. On suppose que pour tout r, l’ensemble V, = f~l[c,+oo| est compact.
Alors, toute solution mazimale est définie sur [0, +00].

5. Soit {o}ier le flot du gradient de f. Soit xg € Q. Soit {t,}nen est une
suite de réels tendant vers linfini telle que {@:, Inen converge vers yq.
Alors a est un point critique de f. Si de plus yo est isolé parmi les points
critiques alors limy—, o0 i () = yo.

Signalons que la dynamique d’un flot de gradient est tres spéciale : par exemple,
elle ne possede aucune orbite périodique.

DEMONSTRATION : les deux premiers points sont évidents. Du deuxiéme point,
on déduite que si o est un point d’équilibre stable alors ¢’est un maximum local.
De méme, si yp est un point maximum local alors c’est un point d’équilibre car
—f est une fonction de Lyaponov pour le champ de gradient toujours d’apres
les deux premieres propriétés. Le quatrieme point suit du lemme de sortie des
compacts 3.2.2.2.

Le cinquiéme point est le plus délicat. La fonction ¢ — f(p¢(x0) est crois-
sante. Par continuité de f, on a

f(yo) = Jim f(ps(o))-

Montrons maintenant que yo est un point critique. On sait que lim,_, o 14+, (Zo)
©1(yo). Le méme raisonnement montre que

f(e1(yo)) = lim flpr4e(z0)) = f(yo)-

Comme f croit strictement le long des orbites non constantes du gradient, on
déduit que gy est une orbite constante et donc un point critique de f.

Supposons maintenant que yg est isolé parmi les points critiques. Montrons
alors

lim ot(x) = yo.
t—o0

Supposons le contraire, il existe alors € > 0 et une suite {s, }nen tendant vers
I'infini telle s,, > t,, et
d(ps, (), 50) 2 €.

On peut choisir € tel que la boule de centre yps de rayon € ne contienne que yg
comme point critique.
En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, appliqué a la fonction

l— d(wt(x)v y0)7

sur Uintervalle [t,, s,], on en déduit Pexistence d’une suite {u, }nen tendant vers

I'infini telle que
€
A, (@), 90) = 5.
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Par compacité de la boule de centre a de rayon ¢, on en déduit qu’apres extrac-
tion d’une sous-suite on peut supposer qu’il existe b avec d(b,yo) = 5.

lim ¢, (x)=0b+# a.

n—oo

On obtient par la premiere partie que b est un point critique d’ou la contradic-
tion. [
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Chapitre 8
Linéarisation

Nous allons travailler sur une question un peu plus globale : comprendre le
comportement au voisinage d’une orbite donnée.

Nous supposerons désormais que le champ de vecteur est C'. D’apres cette
hypothese et le théoreme 5.5.0.8, le flot est C1.

8.1 La différentielle du flot

8.1.1 Equation linéarisée

On se donne un champ de vecteur X et une orbite ¢ — ~y(t) de X définie sur
un intervalle I. Nous considérons ’application

A- I — End(E)
’ t — D,y(t)X

L’équation linéarisée le long de ~ est ’équation linéaire
Y = A(t)Y.

8.1.2 La différentielle

Nous montrons

Théoréme 8.1.2.1 [DIFFERENTIELLE DU FLOT| La différentielle du flot oy en
x est la résolvante RY de I’équation linéarisée le long de la solution v : s —

ps().

DEMONSTRATION : Fixons z, et rappelons, en utilisant la forme intégrale que

pr(z) =z +/0 X(¢s(z))ds.
81
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Soit donc e un réel positif, nous avons alors

<Pt($+€u)=$+/o X(¢ps(x + cu))ds.

Nous en déduisons, en dérivant par rapport a &

Dypr(u) = ot(x + eu)

di{:"a:O
d
= u+/ —|  X(ps(z+eu))ds
0

de le=0

t
0
Autrement dit, en posant A(s) = D, )X

d
=] Depiw) = A() D (w;
t=s

Donc, pour tout u, D,p.(u) est la solution de I’équation linéarisée le long de ~
de condition initiale u. Comme D, = Id, nous en déduisons que D,¢; = Rf.
O



Chapitre 9

Difféomorphisme et
changement de coordonnées

Pour résoudre une équation différentielle ou plus modestement chercher des
informations qualitatives a son sujet, il est souvent utile de chercher les coor-
données dans lesquelles elle s’exprime le plus simplement. Nous allons donner
la construction théorique — utilisant la notion de difféomorphisme — et les regles
pratiques de cette recherche de bonnes coordonnées.

Nous nous intéresserons a un probleme local : pouvons nous écrire, en choi-
sissant correctement les coordonnées, le champ de vecteurs sous une forme ca-
nonique ou, suivant la terminologie usuelle, forme normale. Nous montrerons
dans un premier temps que en dehors d’un point d’équilibre le champ peut étre
écrit comme un champ constant.

Pour le moment, insistons tout de méme sur le fait que connaitre une forme
normale, c’est a dire 'allure du portrait de phase au voisinage d’un point, n’ap-
porte que des informations tres partielles : nous ne savons pas ce qui se passe
quand l'orbite sort du voisinage en question, nous ne savons par exemple pas
du tout si elle va y revenir.

9.1 Changement de coordonnées

Soit E et F' deux espaces vectoriels. Soit O un ouvert de F et U un ouvert
de F. Un difféomorphisme C* de O sur U est une bijection ¢ de O sur U de
classe C* et dont I'inverse est également de classe C*.

Dans la pratique, F et F' sont souvent identifiés avec RP et un difféomorphisme
représente un changement de coordonnées. En effet, 'identification de E avec
RF est donnée par une application linéaire

X = (z1,...2p),
ou les zy sont des coordonnées cartésiennes de E. De méme, celle de F' avec RP

83
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est donnée par une application linéaire

Y = (y1,.--Yp)s

Le difféomorphisme ¢ = (¢1,...,%p) de O avec U, nous donne alors en plus
du systeme cartésien “nature” de coordonnées sur O a savoir les fonctions
(x1,...,2p), un nouveau systéme de coordonnées & savoir les fonctions (¢ =
y10%,...,%, = ypo1). Lorsque l'on fait des calculs, on utilise souvent Pabus de
langage qui consiste & parler des coordonnées (y1, ... ,y,) plutét que de la nota-
tion plus lourde (y1 0%, ...,yp 0 1). Alternativement, on a sur U deux systeémes
de coordonnées (y1,...,yp) et (x1 = 109~ ... 2, = xp 09~ !). Ces deux
systémes de coordonnées (sur U ou O) sont alors reliés par les formules

Yi = 1/1i($1, e ,l‘p).

Donnons un exemple bien connu pour illustrer cette discussion, celui du change-
ment de coordonnées polaire/cartésienne. On considére E et F' des espaces vec-
toriels de dimension 2. On note les (7, §) coordonnées (cartésiennes!) de E, r et 6
sont des fonctions linéaires sur E. On considére O =]0, oo[x]—, 7[. On consideére
ensuite F' muni de coordonnées cartésiennes (z,y) et U = F \ {(z,0), =z €
| — 00, 0]. Le difféomorphisme v et alors donnée par

P(r,0) = (rcos(), rsin(h)).

Autrement dit on a en utilisant ’abus de langage que nous avons signalé des
coordonnées (r, §) sur U dites polaires reliées aux coordonnées cartésiennes (x, y)
par les formules

x = rcos(f), y=rsin(6).

9.2 Image d’un champ de vecteur
par un difféomorphisme

On se donne un champ de vecteur Z = (Z, ..., Z,) défini sur un ouvert O
de RP. On se donne un difféomorphisme 1 de O sur un ouvert U de RP. L’image
du champ de vecteur Z par i est le champ de vecteur

Vu(Z) 1y — Dy-10)¥(Z(y)).

Commengons par montrer que le flot de ¥.(Z) se comprend trés facilement
a l'aide de celui de Z. Ceci nous permet de relier les solutions des équations
différentielles associées dans les différentes coordonnées

Proposition 9.2.0.2 Si y(t) est une orbite de Z, alors 1((t)) est une orbite
de ¥.(Z). De maniére équivalente, si ¢y est le flot de Z, alors celui de 1, (Z)

est ¢y =1podyorpL.
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DEMONSTRATION : en effet, nous avons ¢y = id. De plus, posons Y(t) = ¢ o
Yp~1(x) alors

&l d@) = Dyows| )

= Dy Z( ' (2))
= Pu(Z)(2).

Nous allons maintenant voir que 1, (Z) est relié au changement de coordonnées
et comment s’écrit ’équation différentielle associée.

Proposition 9.2.0.3 Posons x = ¢~ *(y1,...,yp). L’équation différentielle as-
sociée au champ de vecteur 1. (Z) est donnée par

o= >0 (w)Zi(x)
B = Y 0(@) Zi(e)

Ceci est évident. Observons comment fonctionnent les calculs sur un exemple :
on considere I'équation différentielle (E)

o= ey Y
y = *ﬁ#’x.

Utilisons les coordonnées polaires z = rcos(d), y = rsin(d). On obtient en
dérivant

i = 7cos(f) —rfsin(6)
g = 7sin(f) + rf cos(h).
En inversant ce systeme, il vient
o= L(wd+yg)
0 = L(ycos(d)— isin(6).
On peut maintenant écrire I’équation (E) dans ces coordonnées sous la forme
du systeme suivant, systeme dont la résolution est immédiate

0 = 1.

Les solutions sont (r(t),0(t)) = (Va — 2t,t + b). En revenant aux coordonnées
cartésiennes on obtient

(z(t),y(t)) = (cos(t + b)va — 2t,sin(t + b)vVa — 2t).

EXERCICE :
1. Montrez que pour tout ¢, (¢).X = X.

2. Montrez que (1) 0 ¢)+(Z) = V. (d4)(Z).
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9.3 Forme normale : le flot en dehors d’un point
équilibre

En dehors, d’un point d’équilibre, la situation est simple localement : il existe
des coordonnées dans lesquelles le champ de vecteurs est constant. Soyons plus
précis :

Théoréme 9.3.0.4 [BOITE DE FLOT| Soit X un champ de vecteur C*. On sup-
pose que X (xg) # 0. Il existe alors un voisinage U, de xo, un difféomorphisme
¥ de U sur un ouvert de RP, tel que

¢.(X) = (1,0,...,0).
En particulier, le flot ¢, de X est donné pour t petit et x dans U
er(x) = ¢~ ((x) + (£,0...)).

Attention, ce théoréme est trompeur : dans les nouvelles coordonnées, I’équation
différentielle est trés simple & résoudre, mais pour produire ces coordonnées, le
théoreme utilise la résolution de ’équation différentielle !

DEMONSTRATION : Pour simplifier les notations nous supposerons que zy =

0. Comme X(zg) # 0, nous considérons une base {es,...,e,} de E telle que
e1 = X(xo). Nous utilisons cette base pour identifier E avec RP. D’apres le
théoreme de Cauchy-Lipschitz, il existe € > 0, tel que si = (z1,...,z,) vérifie

sup |z;| < ¢, alors ¢i(z) est défini pour ¢t €] — €,¢[. Nous considérons alors
I’application

0:{ ( O=]—ccl* — E

1,22y, Xp) @ (0,20, .., 2p)

Remarquons tout d’abord que pour tout z de O

d
Dm9(61> = % ’S:0<Pw1+s(0, T2, ... 737;))
= % SZO‘Ps(S%l (0,1’27,_.7;61)))
ARG
X)), o

Calculons la différentielle de 6 en 0. Nous remarquons que si i # 1

d
D) = b 0w ks )
d
= %S:O(O,xg,...,:ri+5,...,:17p)

= €. (92)
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Combiné avec le résultat précédent, nous en déduisons que Dy = Id. D’apres le
théoreme d’inversions locale # est un difféomorphisme au voisinage de 0. D’apres
le relation 9.1, 0.(e1) = X. Nous en déduisons le théoreme en posant 1) = §~1.
O
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Chapitre 10

L’application premier
retour et les orbites
périodiques

Apres notre étude des points fixes, nous allons continuer 1’étude des en-
sembles invariants par le flot en étudiant les orbites périodiques. Nous nous
poserons une question identique a celle que nous posions pour les points fixes :
une orbite périodique est-elle attractante? les points proches de cette orbite
vont-ils s’accumuler sur cette orbite 7

Dans tout ce chapitre, nous considérerons champ de vecteur X sur un espace
affine E' de dimension 2. Nous noterons m — ¢(m) ou m — p(t,m) le flot de
X. Nous considérons une orbite périodique v de période T, avec T' > 0, c’est a
dire une courbe y définie de R dans E et telle que

o VS, 7(8 + T) = 7(8)7

- s, A(s) = X(v(s))-

Nous identifions E avec R?, en choisissant v(0) comme origine, et une base
(e1,e2) telle que es = X (7(0)).

Nous appellerons transversale, 'axe des x, c’est a dire la droite passant par
0 =z = v(0) et parallele & e;.

10.1 L’application premier retour de Poincaré

L’idée est tres simple : partant de 'origine le flot revient en un temps 7' a
Porigine. si nous prenons ensuite un point proche de 'origine z( sur la trans-
versale, il va revenir lui aussi, non pas sur lui-méme, mais sur un point proche
et toujours sur la transversale. L’application dont nous venons d’évoquer la
construction qui envoie des points de la transversale proche de l'origine sur la
transversale, s’appelle application premier retour. Nous allons maintenant étre

89
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plus précis et rigoureux. Nous notons D, 'axe des x
D, ={(z,0), z=e€R}.

Nous noterons en général (m', m?) les coordonnées du point m. Le flot ¢; s’écrit
alors (¢}, #?). Ona X = (X!, X?) et par hypotheses X!(xg) = 0 et X2(zg) = 1.

Théoréme 10.1.0.5 [PREMIER RETOUR] Il existe ¢ > 0, une fonction C*, T
définie de | — e,¢e[ dans R et telle que T(0) = T, telle que pour tout x €] — ¢, |,
nous avons

@%(x)(xa 0) =0,

De plus T est unique au voisinage de 0.

L’application G telle que

G(x) = o) (2,0)

s’appelle application de premier retour. L’application T'(z) s’appelle temps de
retour.

DEMONSTRATION : la démonstration va étre une application simple du théoréme
des fonctions implicites. Ecrivons le flot ¢; = (pf(x), ¢?(z)). Nous cherchons
donc une fonction 7" définie au voisinage de 0 telle

Pz (,0) = 0.
Nous considérons la fonction définie sur R? au voisinage de (T,0) par
Flt,2) = 93(2,0).
Nous remarquons que F(7,0) = 0 et que

0

— 2(0,0) = X2(0,0) = 1.
(’% (T,O) (,Ot(7 ) (7 )

F(t,x)

_4a
T dtlo

Le théoreme des fonctions implicites nous permet donc de conclure. [

10.1.1 Dérivée de Papplication premier retour

Soit donc G Papplication premier retour, nous allons montrer

Proposition 10.1.1.1 Nous avons

G(O) = det(DW(O)ng),

EN PARTICULIER, LA DERIVEE DE L’ APPLICATION PREMIER RETOUR NE DEPEND
QUE DE L’ORBITE ET PAS DES CHOIX FAITS DANS LA CONSTRUCTION
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DEMONSTRATION : Nous savons tout d’abord que
Dyypr(X(zo) = X (20).

Ceci s’obtient en dérivant par rapport a ¢ Péquation ¢;(xo) = @rps(xo). Autre-
ment dit dans la base (ey, e2) la matrice de D, @ s’écrit

(e1)

det(Dy,¢1) = a = 010" (T,0). (10.1)

Nous remarquons donc que

Maintenant par construction, nous avons
1
G(s) = ‘PT(S)(&O)-

Posons H (t,s) = ¢;(s,0), alors

G(0) = CC%(T)&H(T, 0) + 0, H(T,0). (10.2)
Or
{ NH(T,0) = 8li=rp}(x0) = dili=ot (x0) = X' (20) =0,
82H(T, O) = 63|S:0(p%w(87 0) = 81<p1T (O, O)

Nous en déduisons finalement en combinant les équations (10.1) et (10.2) que
G(0) = 0197(0,0) = det(Dyyipr).-
(]

Nous en déduisons le corollaire suivant

Corollaire 10.1.1.2 Nous avons

T
log(G(O)):/O trace(D. s X )ds.

DEMONSTRATION : Par le théoréme 8.1.2.1, la différentielle du flot est la résolvante
de I'équation linéarisée. Le corollaire se déduit alors du théoreme de Liouville
2.5.0.19. O

10.2 Orbite périodique stable

Soit ~y(t) une orbite périodique de période T. Nous dirons qu’elle est attrac-
trice si pour tout ouvert U contenant [0, 77, il existe un ouvert V tel que
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— Nous avons les inclusions [0, 7] C V C U
— Pour tout x de V,

lim inf x)—(s)|| =0.
Jim intflgr(a) = 7(s)]
De maniere plus imagée ’orbite de tout point de V' va se rapprocher de 'orbite
périodique.
Le théoreme qui clot ce chapitre est un analogue du théoreme 7.4.0.5

Théoréme 10.2.0.3 [STABILITE DES ORBITES PERIODIQUES] Soit X un champ
de vecteur défini sur le plan. Soit v une orbite périodique de période T'. Suppo-
sons

T
/ trace(D(5) X )ds) < 0.
0

Alors, Uorbite périodique -y est stable.

Remarquons au passage que la quantité intégrée et biem connue sous le nom
de divergence : trace(DX)ds) = div(X).

Nous n’allons pas donner une preuve rigoureuse de ce théoreme, nous allons
seulement en démontrer une version faible.

DEMONSTRATION : Nous allons seulement démontrer un résultat plus faible.
Choisissons nos coordonnées comme au début de ce chapitre de telle sorte que
~(0) = (0,0), alors il existe € > 0 tel que si m est un point de la transversale
(Paxe des z) e-proche de (0) alors il existe une suite {¢,} tendant vers U'infini
tel que

lim ¢y, (m) =~(0).

n—oo

Ceci justifie bien le fait que 'orbite de = se rapproche de 7.

Soit G I'application premier retour. D’apres le corollaire 10.1.1.2, la dérivée
de l'application premier retour est de valeur absolue strictement plus petite que
1. Nous en déduisons qu’il existe ¢ strictement positif, et k strictement plus petit
que 1 tel que

Vs €] —¢g,el, |G(x)] < k|z|.

Par continuité du temps de retour, on peut choisir de plus ¢ suffisamment petit
pour que

T 3T
— —<T(s) < —.
Vs €] —¢,¢], 5 (s) 5
Des lors, si @ €] — ¢, ], alors
Jim GF(x) =0,

Or G*(x) = o7, () avec

T
Tk = T(Gk_l(x)) + kal > %
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On a donc bien Ty, — oo, et limy_,o0 ¢, () = 0.

Pour démontrer rigoureusement le théoréme, il faut arriver a controler ce qui
se passe en dehors de la transversale. Ce n’est pas tres difficile, mais cela ajoute
des détails techniques qui ne sont pas tres intéressants a ce stade. [

Un exemple

Nous allons traiter le systeme

{ i —y+z(l—(z* +y%))
g = z+y(l—(22+y?)

Nous vérifions que (t) = (cos(t),sin(t)) est une orbite périodique du flot de
période 27. Nous allons montrer qu’elle est stable.
Pour cela nous devons écrire la différentielle du champ de vecteur. On a

[ 1—y*—32? —1—2xy
Doy X = ( 1—2xy 1—22-3y% -

Ainsi
traceD, , X = 2 — 4(z% + y?).
Le long de 7,nous avons

2
D’y(s)XdS = —4r < 0.

Nous pouvons donc appliquer le théoreme 10.2.0.3 pour conclure a la stabilité
de l'orbite 7.
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Chapitre 11

Cols

11.1 Instabilité et spectre

Nous allons compléter I’étude des points fixes et de leur stabilité (c¢f Théoreme
7.4.0.5) et démontrer le théoréme suivant

Théoréme 11.1.0.4 Soit X un champ de vecteur ayant un zéro en xy. On
suppose que Dy, X posséde une valeur propre de partie réelle positive. Alors xg
est instable.

Une construction préliminaire

On choisit des coordonnées sur E de telle sorte que o = 0. Soit V' la somme
des espaces caractéristiques associé aux valeurs propres de module plus grand
que . Soit B = exp(DpX). Par hypothese, V n’est pas réduit a {0}. Soit W
la somme des espaces caractéristiques associé aux valeurs propres de module
inférieur ou égal a 1. On a

VeW=E.

On choisit une métrique telle que cette décomposition est orthogonale. Soit
la projection orthogonale sur E. Nous rappelons qu’il existe alors un entier p
positif et des réels p et v avec p > v > 1 tels que si A = BP = exp(pDpX).

veeV,  [A@)| = pl=l], (1L.1)
veeW,  [[A@)| <vlz|. (11.2)

Notons 7 la projection orthogonale sur V. Soit alors
Cp=A{z € E,|x(z)| > pl (1 = m)(2)]]}. (11.3)
On remarque que si x € C,, alors

]l < (1 + p)l|m(2)]- (11.4)
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Un peu d’algeébre linéaire
Montrons alors
Proposition 11.1.0.5 Il existe des nombres réels 3 >0 et A > 1, tels que
x€Cs = [JA(2)| = M| (11.5)
De plus, soit a« = £3. Alors

r€Cg = A(z) € C,. (11.6)

DEMONSTRATION : Prenons en effet 3 tel que A = ﬁ > 1. Alors, si z € Cg,
nous obtenons bien

[A(@)]
[A(m ()]

pllm ()]
Alle]]-

I (A))]
|
|

VWV WV WV

La premiere inégalité vient de ce que 7 est une projection orthogonale, la
deuxiéme que A commute avec 7, la troisieme de I'inégalité (11.1), la derniere
de l'inégalité (11.4) et de la définition de A.

La deuxieme partie de la proposition est évidente. [

Linéarisation

Par le théoreme 8.1.2.1 sur la différentielle du flot, nous avons A = Dyp,.
Par définition de la différentielle, nous en déduisons que pour tout £ > 0, il
existe une boule B, centrée sur 0 telle que

Ve € B, |lpp(z) — A(2)]| < ellz]]- (11.7)
Nous montrons maintenant

Proposition 11.1.0.6 Soit 5 donné par la Proposition 11.1.0.5. 1l existe des
nombres réels k et €, tels que kK > 1 et

x € B:NCy = ¢p(x) € Cp et [lpp(z)|| = kll2]-

DEMONSTRATION : Nous savons que si z appartient a Cg alors d’apres les
inégalités (11.4) et (11.1)

<18 Am(ay)) = L2

Izl < @+ B)lx(@)] < —; . ImA@)I (11.8)
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Posons & = % Si « appartient a B. N Cg, alors, d’apres les inégalités (11.7)
et (11.8), nous avons

[m(ep(@)Il = [ (A@@)] - el
> (1=ef)llm(A(2))]

D’a la proposition 11.1.0.5, A(z) € C, et donc

1A =m)(ep@)l < [[(1=m)(A@))] + ell=|
< afn(A@)] + el
<

(a+e)|[m(A2))]

Puisque a > (3, pour ¢ suffisamment petit, on a

a— &€
1+

> f.
Ainsi

Im(ep()Il = Bl —m)(pp())]l

Ceci signifie que ¢, (x) appartient & Cg. Enfin, prenons e suffisament petit pour
que Kk = A —e > 1, alors

lep(z) = [|A@@)[| = ellz(lll = (A = e)llz]| = sll«]-

Nous avons fini de démontrer la proposition. [J

Preuve du théoréme 11.1.0.4

DEMONSTRATION : La proposition 11.1.0.6 interdit la stabilité. Supposons en
effet que x est stable. Alors par définition, il existe un voisinage U de 0 tel que
pour tout entier k positif ¢ (U) € B..

Une simple récurrence et la proposition 11.1.0.6 montre que

zeUNCg = ¢pp(X) € CgN Be et |Jprp(x)]| = KP| 2.

Ainsi

lim gy ()| = oo.
pP— 00

Ceci nous fournit notre contradiction. [

11.2 Séparatrices pour les cols

Nous nous plagons désormais dans un espace affine F de dimension 2.
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11.2.1 Col ou point selle

Soit X un champ de vecteur ayant un zéro en xg. Nous dirons que X est
un point selle ou un colsi D, X a deux valeurs propres de signe opposé. Nous
remarquons que xg est un col si et seulement si det D, X < 0.

11.2.2 Séparatrice

Soit xo un point selle. Nous dirons qu’une orbite non constante c¢(t) de X
définie sur [0, co[ est une séparatrice stable si
li t) = xo.
L ) = o
Nous dirons qu’une orbite non constante ¢(t) de X définie sur | — 0o, 0[ est une
séparatrice instable si
lim ¢(t) = xo.

t——o0

Nous avons alors la proposition.

11.3 Existence de quatre séparatrices

Notre but est de montrer

Théoréme 11.3.0.1 [SEPARATRICES ET COLS| Soit X un champ de vecteur
dans un espace affine de dimension 2. Soit xg un point selle de X. Alors xg
possede exactement quatre séparatrices, deux stables et deux instables. De plus,
prolongé par continuité en xg, les deux séparatrices stables (resp. instables)
sont tangentes a la direction propre de D,,X de valeur propre positive (resp.
négative) mais dans des sens opposés.

Nous allons donner dans le prochain paragraphe une description plus précise
du comportement des orbites dans un voisinage du point col.

Coordonnées

Nous choisissons des coordonnées sur E de telle sorte que xg =0, A = Dy X
soit diagonale avec sa premiere valeur propre positive. Notons A la valeur propre
positive de A et —u sa valeur propre négative.

Nous notons a X = (P, Q) les coordonnées de X. Pour tout a et b, nous
considérons I'ouvert

Ql(a)z{(:c,y)EE, a>x>0,|y| <£L’}

On note
Li(a) = {(x,y)€E, a=ulyl <z}
Ay = {(z,x) € E, a>xz>0}
Ay = {(z,—z)€ E, a>z>0}

Nous montrerons le lemme suivant
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Lemme 11.3.0.2 [COMPORTEMENT DANS UN QUADRANT| Soit b quelconque.
Pour a suffisamment petit, le quadrant Q1(a) contient une unique séparatrice
instable cq. De plus, co est le graphe au-dessus de l'axe des x d’une fonction
y(x) définie sur [0,a] et qui vérifie

dy _ Qz,y)
dz  P(z,y)

Finalement, soit ¢ une orbite de X passant par Q1(a) et différente de cp.
Alors ¢ entre dans Q1(a) par Uune des diagonales A1y ou Ay et sort au bout
d’un temps fini par I (a)

Ce lemme et les énoncés analogues pour les autres quadrants décrit completement
le comportement des orbites au voisinage d’un point selle.

11.3.1 Une équation différentielle associée

Posons G(x,y) = QEN"; Nous considérons alors ’équation différentielle (non

autonome) en x définie sur O = {(z,y)/P(z,y) # 0}.

— =G(z,y) (11.9)

Notre but est de montrer

Lemme 11.3.1.1 1[I existe a tel que pour
— siy est une solution de l’équation (11.9), vérifiant |y(xo)| < xo < a, alors
y est défini sur Uintervalle [xo,a] et vérifie

Vs G]xo,a], ‘y(3)| <s.
— II existe une unique solution yo définie sur|0,al] et vérifiant
Vs €]0,a], |y(s)| < s.

Commencons par demontrer la proposition suivante

Proposition 11.3.1.2 [l existe a > 0 tel que Q1(a) C O. Autrement dit, il
existe a > 0 tel que, pour tout (x,y) de Q = Q1(a), on a

P(z,y) >0 (11.10)
De plus
Vz € [0,a], G(z,z) <0 et G(xz,—z) > 0. (11.11)

Enfin, on a
0yG(z,y) < 0.
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DEMONSTRATION : Dans nos coordonnées, nous avons les développements li-
mités

P(xay) = Az + ||(m,y)||€1(x,y)

Qz,y) = —py+l(z,y)lle2(z,y)

Nous savons que sur @ on a ||(z,y)| < 2|x|. L’assertion 11.11 suit. Pour la
deuxieéme assertion, remarquons que 9,G(x,y) est du signe de

O(Iay) = &JQ(:L',y)P(x,y) - 8yP(a:,y)Q(x,y)

ayP(l‘,y) = 53(x,y)
ayQ(x7y) = _M+€4($,y),

En regroupant les termes, il vient

C(z,y) = —pA||z| + [[(z,y)lles (2, y).

Le méme raisonnement que précédemment nous donne que C(x,y) est stricte-
ment négative pour sur @)1(a) pour a suffisamment petit. O

Démonstration du lemme 11.3.1.1

DEMONSTRATION : La proposition précédent nous dit que I’équation % =
G(y,x) est bien définie sur le quadrant Q1(a) et que de plus ce quadrant est un
anti-entonnoir pour cette équation. Le lemme 11.3.1.1 suit alors du théoreme
6.2.3.2 sur les anti-entonnoirs étranglés et dispersifs. [J

11.3.2 Retour aux orbites du champ de vecteur et preuve
du lemme 11.3.0.2

Nous faisons le lien avec les orbites du champ de vecteur X.

Proposition 11.3.2.1 Soit ¢ une orbite du champ X de condition initiale (zo,yo)
dans Q1(a). Il existe alors s > 0, tel que
1. ¢[0,s] € Q1(a)
2. c(s) € I(a)
3. |0, s] est le graphe par rapport de Uaze des x d’une fonction y solution de
l’équation différentielle (11.9).

DEMONSTRATION : Soit |u, v[ Uintervalle de définition de c. Soit [0, t[{C]u, v[ I'in-
tervalle maximal telle que [0, t[€ Q1 (). Comme Q1 (a) est borné et d’adhérence
incluse dans le domaine de définition de X, on a t < v et ¢(t) € Q1(a).
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Ecrivons ¢ = (c1,¢2). Par définition on a ¢ = P(c1,c2). Ainsi d’apres l'as-
sertion (11.10), ¢1 > 0. La fonction ¢ — ¢ est donc un difféomorphisme de [0, t]
vers [zg,¢1(t)]. Ainsi, la courbe ¢ est le graphe de application y = cy 0 ¢yt On
obtient par ailleurs

@ o dCQ @ P(l‘,y)

-1 _
dr E( dt) Q(a,y

= G(z,y).

Le reste de la proposition suit du leme 11.3.1.1. [
Nous en déduisons la proposition suivante dont le lemme 11.3.0.2 se déduit.

Proposition 11.3.2.2 Soit « l'unique point de I. Soit ¢y est l'orbite du champ
de vecteur X de condition initiale (a, ) alors
-Vt <0 onac(t)eQia).
- ¢ est définie sur lintervalle | — 0o, 0]
— Enfin
lim ¢(t) = 0.

t——o0
De plus, soit ¢ est orbite de X passant par Q1(a) et différente de cq, elle entre
dans Q1(a) par U'une des diagonales A12 ou Ayy et sort au bout d’un temps fini
par I1(a)
11.3.3 Unicité des séparatrices

Pour compléter la preuve du théoréme, il nous faut démontrer 'unicité des
séparatrices. Celle ci se déduit de la proposition suivante, qui utilise elle méme
la proposition 11.3.2.1.

Proposition 11.3.3.1 Soit ¢ une orbite du champ de vecteur de condition ini-
tiale dans Q1(a). Alors il existe un intervalle [0, s] tel que

vt € [0, s], c(t) € Q1(a). (11.12)
eI > a (11.13)

Des lors , si ¢ est une séparatrice stable, alors il existe to tel que

Yt > to, C(t) g Ql(a).

L’unicité des séparatrices se déduit aisément de cette proposition

11.3.4 Position des tangentes

Il nous faut encore comprendre la position des tangentes en I'origine. Considérons

donc pour tout b positif

Ql(b7 9) = {($7y)/0 <r< 07 |y| < 91‘}

Pour finir de démontrer le théoréme en ce qui concerne la position des tan-
gentes, il suffit de démontrer la proposition
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Proposition 11.3.4.1 Pour tout 0 > 0, il existe b, tel que la solution de
Déquation (11.9) définie sur [0,b] est incluse dans Q1(b, )

DEMONSTRATION : Ceci se déduit d’un simple changement de coordonnées
considérons les coordonnées

(@,9) = (z,07"y).

Ces coordonnées sont tout aussi valables que celles que nous avons choisies. En
particulier, nous pouvons appliquer le lemme 11.3.0.2 dans ces coordonnées et
en déduire qu’il existe s et b tel que pour tout ¢t < s nous avons pour

co(t) € Q1(b) ={(z,9), 0<&<b,|gl <z}

Comme

Q1(b) = Q1(b,0),

nous en déduisons la proposition. [
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Chapitre 12

Fonctions invariantes

Pour étudier un systéeme dynamique, il est utile de chrecher tout d’abord
a examiner les objets qu’il laisse invariants que ce soit des fonctions, mesures,
points, ensemble etc.

Nous nous attacherons tout d’abord aux fonctions. Dans la terminologie de la
mécanique classique, de telles fonctions s’appellent intégrales premiéres du mou-
vement et elles jouent un grand réle. Nous avons vu dans la proposition 2.1, que
I’existence de fonctions invariantes permet de réduire le nombre de parametres
dans I’équation en se restreignant aux surfaces de niveaux. L’exemple de la
mécanique Newtonienne est bien connu : la conservation de I’énergie pour les
systemes sans frottements facilite grandement la recherche des solutions. Dans
le meilleur des cas, celui des systémes complétement intégrables de la mécanique
classique, nous verrons que ces intégrales premieres permettent effectivement
d’intégrer le mouvement c’est-a-dire de calculer les trajectoires dans des coor-
données adéquates.

Noux expliquerons quelques méthodes permettant de chercher des intégrales
premieres du mouvement, particulierement dans le cadre des mécaniques lagran-
gienne et hamiltonienne, ou elles apparaissent liées aux symétries du systeme.
Nous verrons également comment utiliser ces intégrales premieres pour décrire
efficacement le systeme.

Dans ce premier chapitre, nous précisons quelques définitions et remarques
élémentaires.

12.1 Définitions

Nous revenons sur une notion déja introduite pour I’approfondir.

Soit donc X un champ de vecteur défini sur M, ou M est un ouvert de R™
ou, plus généralement encore une sous-variété, et ¢, son flot. Une fonction f,
définie sur M, est dite invariante par le flot si pour tout z, la fonction définie sur
R par t — f(¢:(x)) est constante. On dit aussi que f est une intégrale premiére
du mouvement.

105



106 CHAPITRE 12. FONCTIONS INVARIANTES
REMARQUES :

1. Pour le moment, on n’a supposé aucune régularité a f; par la suite il
sera intéressant de considérer le cas ou la régularité de f est la plus faible
possible & savoir mesurable. Si par contre f est de classe C', on montre
aisément que f est invariante si et seulement si df (X) = 0.

2. On considere les équations de la mécanique newtonienne “f = m~” dans
le cas d'une force dérivant d’un potentiel U. Nous pouvons écrire cette
équation du second ordre sous la forme

d : d
{ gq = —-m a*qU (9)
wxd = q-
Montrez alors que 1’énergie totale
1 .,
est une intégrale premiere du mouvement.

3. On a déja vu que I'Hamiltonien H est une intégrale premiere du mouve-
ment pour les équations de Hamilton.

d _ 1%}
%tp = —@H )
4. Soit xp un point fixe du flot ¢*. On suppose que le bassin d’attraction de
Zg
B = {y7 lim ¢t(y) = QZ‘O},
t—o0
est ouvert. Montrez alors que les seules fonctions continues invariantes
définies au voisinage de xg sont constantes. Qu’en est-il des fonctions me-
surables 7 sont-elles presque partout constantes ?
5. Plus généralement, soit v une orbite bornée de du flot ¢; ; On suppose que

le bassin d’attraction de
B ={y, lim d(é:(y),~) = 0},

est ouvert. Montrez alors que les seules fonctions continues invariantes
définies au voisinage de v sont constantes



Chapitre 13

Mécanique Lagrangienne

Les équations d’Euler-Lagrange décrivent le mouvement d’une particule obéissant
a un principe de moindre action. Le théoreme d’Emmy Noether montrera com-
ment les symétries des données du probleme donnent naissance a des intégrales
premieres du mouvement.

13.1 Lagrangien

13.1.1 Equations d’Euler-Lagrange

Soit U un ouvert d’un espace vectoriel E muni des coordonnées ¢ = (¢;)i=1...n-
Dans la mécanique lagrangienne, on considere 1’espace des phases U x E, in-
terprété comme l’espace des positions-vitesses. Le premier facteur du produit
correspond aux positions et les coordonnées correspondantes sont notées ¢ =
(¢i)i=1,....n comme précédemment. Le deuxieme facteur correspond aux vitesses
et les coordonnées correspondantes sont notées cette fois-ci ¢ = (¢;)i=1,....n- Le
Lagrangien du systéme est une fonction L = L(q,¢) définie sur l'espace des
phases. Les équations d’FEuler-Lagrange associées sont données par

{;ta%L(q,dq') = 2:L(g,9)
awd = q.

13.1.2 Points critiques de ’action

Il est important de comprendre la provenance de ces équations. Elles pro-
viennent de l'importation en mécanique du principe de Fermat en optique
géométrique : la lumiére suit le plus court chemin.

Précisons ces idées. Donnons-nous un Lagrangien L. L’action correspondant
a L associe & tout arc de courbe ¢ :|a, b[— U le nombre



108 CHAPITRE 13. MECANIQUE LAGRANGIENNE

Une wvariation o extrémités fixées de la courbe ¢ est une famille de courbes
¢® : [a,b] — U dépendant d’un parametre réel s telle que

— (s8,t) = c*(t) est de classe C'1,

-’ =c,

- ¢*(a) = c(a), c*(b) = c(b).
Une courbe ¢ est point critique de [’action si pour toute variation a extrémités
fixées ¢® on a

d S
%‘8:05(0 )-

On montre alors :

Théoreme 13.1.2.1 La courbe ¢ est point critique de l’action, si et seulement
si la courbe (c, %c), tracée dans l’espace des phases, est solution de I’équation
d’Euler-Lagrange.

DEMONSTRATION : Considérons ¢® = (cf,...,c$) une variation de la courbe ¢

ren

a extrémités fixées. Pour alléger nos notation, nous écrirons [ fdt & la place de
[ f(t)dt. Nous avons

bo . d
£S<C5) = /a gL(C 7£C )dt
b 8 S d S 8 S
Z(/ﬂ aqiL(c‘,ac‘)%c;dt
0

S d S 82 S
+ /8q'iL(C e )asatcidt).

En intégrant par partie le dernier terme, on obtient

d S b 8 S d S a S
%S(c) = Z (/a (’9qiL(c s )Gscidt

Yd 09 ., ,d 0

. %aqz (C 7$C )%Czdt)
0 s i s 2 s1b

+ Z[aqiL(c )€ )Bsci]“'

i

Si nous posons w(t) = %|s=ocs(t), et si nous considérons une variation &
extrémités fixées, nous obtenons

d bro d d 0 d
£‘S:OS(03) = ;/a (@L(C, ac) — %aiqll/(c, ﬁc))wldt

De cette formule, nous en déduisons que toute solution des équations d’Euler-
Lagrange est point critique de I’action.



13.1. LAGRANGIEN 109

Par ailleurs, nous pouvons remarquer que si w vérifie w(a) = w(b) = 0, il
existe une variation ¢* a extrémités fixées telle que w(t) = £ |s—oc*(t). Nous en
déduisons que si ¢ est point critique de I'action, alors ¢ est solution des équations
d’Euler-Lagrange. En effet, si une fonction f est telle que ff fgdt = 0 pour toute
fonction g telle que g(a) = g(b) = 0 alors f = 0.

O

En Physique, on s’intéresse tout particulierement aux minima de ’action,
mais connaitre les points critiques est une information importante. Il existe bien
stir des techniques plus sophistiquées permettant d’étudier les minima et maxima
locaux de ’action, elles dépassent cependant le cadre de cette introduction.

13.1.3 Equation de Newton

Montrez que l'on retrouve les équations de la mécanique de Newton en
considérant les équations d’Euler-Lagrange associées au Lagrangien

1
L=mlldl* = Ulq).

13.1.4 Sous-variétés

Le cadre du probleme s’étend naturellement aux sous-variétés V' d’un espace
vectoriel . Un Lagrangien est alors une fonction définie sur I’espace tangent a
TV CV x E.

Souvent, on s’intéressera a des Lagrangiens restreints de Lagrangiens définis
sur E tout entier. Des cas particuliers de Lagrangiens intéressants sont alors
Dénergie (cinétique) L = £|||* ou la longueur L = ||¢||. On cherche & nouveau
les points critiques de I’action en ne s’intéressant qu’aux courbes tracées sur V.

Pour trouver ces points critiques, une stratégie consiste a choisir une pa-
ramétrisation de la sous-variété, a écrire le Lagrangien dans ces coordonnées,
puis les équations d’Euler-Lagrange, comme cela va étre fait dans ’exercice
suivant.

13.1.5 Exemple et exercice : surface de révolution

On se donne une courbe v tracée dans le plan de coordonnées (x, z), donnée
par y(t) = (r(¢), 2(t)). On suppose que v est paramétrée par 'arc. On considere
la surface S obtenue par rotation autour de ’axe des z.

1. Donner une paramétrisation de la surface S, c’est-a-dire ici une immersion

¢ de R?, dont les coordonnées sont notées (r,6), dans R? et dont I'image
est S.

2. On restreint le Lagrangien L = 4% + 9% + 22 & S. Autreement dit on
considre I’action donnée pour les courbes (r(t),6(t) tracées dans R? par

B dr do ,
s= [ IDa(G. DI
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Quelle est 'expression de L dans les coordonnées (r,0) ?

3. Ecrire les équations d’Euler-Lagrange dans ces coordonnées. Que se passe-
t-il dans le cas du cylindre (r = constante) ?

13.2 Symétries

Un paradigme de la physique est que toute symétrie est censée faciliter
I’étude d’un systeme. Dans le cas de la mécanique lagrangienne, I'existence de
symétries se traduit par celle d’intégrales premieres.

Rappelons tout d’abord qu’un difféomorphisme ¢ = (¢;)i=1,..., d'un ouvert
U d’un espace vectoriel U, donne naissance a un difféomorphisme

Ty :(q,9) = (g, Dgp(d)),

de l'espace des phases U x E. Un difféomorphisme ¢ est une symétrie du La-
grangien si Lo Ty = L.

Théoréme 13.2.0.1 (E. NOETHER) Soit ©° un groupe & un paramétre s de
symétries de L. Alors, la fonction

Za |S OSDz( )

est une intégrale premiére du mouvement.

DEMONSTRATION : On consideére (¢(t), ¢(t)) une courbe tracée dans I'espace des
phases et solution des équations d’Euler Lagrange. Nous obtenons alors

Gled = 53 gt e

- X (%(%L(mq'))d%wf(q) 4 LD 74 @).

On utilise les équations d’Euler-Lagrange dans le premier terme de droite pour
obtenir

d o . .d . o . .dd
ﬁl(q,q) = > (%L(qa@@% (¢) + @L(%Q)%@% (9))

%

On reconnait dans le dernier terme de droite une formule de composition des
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dérivées. On a donc
d d d
il . = (o8 s
a1 (@9) 75 L (@), 5¢%(a))

= C%L((ps(q), qus(%@)

d d
= LrLoTe(q 2
3o Te (e )

= 0.

On a bien montré que la fonction I est constante sur les solutions des équations
d’Euler-Lagrange [

13.2.1 Exemple et exercice, mouvement dans un champ
central

Dans cet exercice, nous allons montrer comment on calcule et utilise des
intégrales premieres du mouvement.

On se donne dans ce qui suit un potentiel U(g) sur R™ invariant par rotation
et on considere le Lagrangien

1.
L= ldlI* = Ula).
1. Intégrales premiéres. Montrez que les fonctions
Lij = ¢iq5 — 4;q

sont des intégrales premieres du mouvement. Indication : considérez les
symétries données par les rotations dans les plans de coordonnées (i, 7).
Pour n = 3, retrouvez I'invariance du moment cinétique, I = gAq¢. Montrez
en général que si q(tg) 0, que si P est un plan qui contient ¢(to) et ¢(to),
alors ce plan contient ¢(t) et ¢(t) pour ¢ au voisinage de ty. En déduire en
général que les orbites ne passant pas par l'origine sont planaires. Que se
passe-t-il pour les orbites passant par I’origine ?

2. On considere a partir de maintenant le cas de la dimension 2. On utilise
les coordonnées polaires (r,6). Montrez que le moment cinétique M = 2
est une intégrale premiére du mouvement.

3. On introduit la fonction énergie potentielle effective

M2
V=U+—.
2r2
L’introduction de cette fonction va permettre de réecrire le systéeme comme
un systeme en dimension 1. Plus précisemment, montrez alors que 1’énergie
totale s’écrit
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et que les équations du mouvement sont
d? 0
—r=——=VW
dt? or

Remarque. La présence d’une seule intégrale premiere nous a permis ici
de réduire la dimension de ’espace des phases de 4 a 2, alors que 'on
s’attendrait & un gain d’un seul parametre. Ceci est dii a des symétries
“cachées” dont I'intreprétation est plus claire dans le cadre de la géométrie
symplectique, cadre sous-jacent a la mécanique.

Orbites circulaires. Montrez que les orbites partant d’un point a distance
ro, pour lesquelles E = V(rg) et %V = 0, sont circulaires.

Allure grossiére des orbites. Fixons une orbite. De la conservation du mo-
ment, déduire que 'angle 6 varie de maniére monotone le long de cette
orbite. De la conservation de 1’énergie, en déduire que r oscille entre
deux valeurs 7,,in €t rmae pour lesquelles E = V(r), en autorisant le
cas ol ces bornes ne sont pas atteintes, auxquels cas r est monotone. Les
points pour lesquels r = 7, (resp. ¥ = rp,) s'appellent apocentres
(resp. péricentres). Si le centre est la Terre, le Soleil, ou la Lune, on parle
d’apogée, d’apohélie, d’ aposélénie etc.

13.2.2 Exemple et exercice, mouvement dans un champ

central (bis)

Le but de cet exercice nettement plus difficile est de montrer que les seuls

potentiels pour lesquelles les trajectoires sont toutes périodiques sont les po-
tentiels U = é potentiel de la gravitation, U = kr? potentiel de I’oscillateur
harmonique (ressort). On déduit en particulier de la premiére loi de Kepler, les
orbites des planétes sont elliptiques, et de I’hypotheses d’invariance par rotation
du potentiel, la formule précise du potentiel de gravitation.

On suppose donc que toutes les orbites bornées sont périodiques et que %U

est positif.

1. Montrez que I'angle entre un apocentre et péricentre successif s’écrit

Tmaz Mdr
roin T2\/2(E =V (r))

Si toutes les orbites sont périodiques © est commensurable a 7. Par ailleurs,
si 'on fait 'hypothese raisonnable, assurée par des conditions de non
dégénerescence de V, en dehors des orbites circulaires, que © dépend
continument des orbites, en dehors des orbites circulaires, on en déduit
que O est constant. Nous supposerons par la suite que © est constant.

@:

2. Montrez qu’il existe des orbites circulaires pour n’importe quel rayon r.

3. Montrer qu’au voisinage d’une orbite circulaire

d
U

O~0O, =7y —d—
34U +r U
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11 sera utile d’utiliser le changement de variable r = M /x.

4. Toujours en utilisant ce dernier changement de variables, montrez que ©,.
est constant seulement pour les potentiels U = ar® (pour a > —2,a # 0)
et U = blog(r), et qu’alors O, = w/v/a + 2 (le cas logarithmique corres-
pond & a = 0)

5. On suppose que lim,_, o, U(r) = +00 Montrez alors que

T
li OE,. M) =—.
Pl O(E, M) =5

Indication On utilisera le changement de variables y = 7, /r pour écrire

1 2 2 2
dy y M re .
0= , 7 — + min
ymin V2(Z(1) = Z(y)) W=7 Tmin (Myz)

13.2.3 Probleme a deux corps

On considere le probléeme a deux corps. On se donne donc deux corps de
masse m et M respectivement dans R", ayant les positions g et @, les vitesses
G et Q. Le Lagrangien du systeme est donné par

_ M|QIP | mldl? 4 klm+ M)
2 2 la—Qll

1. Montrez que le Lagrangien est invariant par translation. En déduire en
utilisant le théoreme de Noether, que la vitesse du centre de gravité mq +
MQ@ est une intégrale premiere du mouvement.

L

2. On suppose que cette vitesse est nulle, et on utilise donc des coordonnées
dans lesquelles l'origine est le centre de gravité mq + M Q. Fixons i, j et
considérons les rotations R% () d’angle § dans le plan de coordonnées i et
j. Quelles sont les intégrales premieres associées a l'invariance du systeme
par ces rotations 7 En déduire que le mouvement est planaire, a savoir que
les deux corps pesants restent dans un plan fixe.

3. On suppose donc que n = 2. L’espace des positions du systeme est donc
décrit par la position du petit corps que I’on repere en coordonnées polaires
(r,0). Montrez que le Lagrangien du systéme est celui d’une particule dans
un champ central

-2 202
ar ar<6 b
L=—+
2 2

Donner également 1’écriture de I'intégrale premiere I associée a I'invariance
par rotation.
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Chapitre 14

Mécanique Hamiltonienne

Nous allons montrer comment la connaissance de suffisamment d’intégrales
premieres permet de décrire les solutions des équations d’Hamilton, une version
duale des équations d’Euler-Lagrange, dans le cadre des systémes completement
intégrables. Un outil de nature “algébrique”, le crochet de Poisson, facilitera
cette étude. Ce méme crochet de Poisson permet aussi de rechercher les intégrales
premieres. Il nous aidera aussi a comprendre les changements de variables - la
seule maniere d’intégrer des équations différentielles - adaptés au probleme.

14.1 Equations d’Hamilton

Rappelons les équations de Hamilton. Elles sont liées a une fonction H, le
Hamiltonien, définie sur R?". Si les fonctions coordonées de R?" sont (g;,p;),
elles s’écrivent

d _ o
A

On introduit le champ de vecteur associé a cette équation différentielle appelé
aussi champ hamiltonien, ou gradient hamiltonien ou encore gradient symplec-
tique

0 0

XH = (ng777

H).

14.1.1 Transformation de Legendre

Signalons rapidement le lien entre les équations de Lagrange et celles d’Ha-
milton.
Dans certains cas, par exemple pour les Lagrangiens du type

m, .
L=T-U=-[dl*-Ula),

115
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la transformation de Legendre, donnée par

F(ad)— (@p) = a%uq,q'))-

est un difféomorphisme. Ce difféomorphisme va nous permettre de relier, sous
la forme d’un exercice, les équations de Lagrange et celles d’'Hamilton.

Exercice : Lagrange et Hamilton

On suppose que la transformée de Legendre F' est un difféomorphisme. Po-
sons H(q,p) = p¢ — L(q,q), pour p = a%L(q,q). Par hypothese, la fonction H
est alors parfaitement définie.

1. Montrez tout d’abord que

oH OL
Ap q, a4 = q,
2. Montrez ensuite
OH 6 OL oL )
Tq(q’%) = —a*q(q,fﬂ

3. Montrez enfin que la courbe (g(t),(t)) est solution des équations de La-
grange si et seulement si la courbe

(q(2),p(t)) = F(q(1),4(t))

est solution des équations d’Hamilton.

4. Montrez ensuite que 'invariance au cours du temps de £ =T + U dans
les équations de Lagrange s’interprete comme l'invariance de H dans les
équations de Hamilton.

Les deux formulations sont donc - dans les cas intéressants - équivalentes.
L’intérét de la formulation de Hamilton provient de ce qu’elle possede plus de
symétries. Nous allons voir de maniere plus précise que le formalisme hamilto-
nien est plus susceptible de calculs “formels” a I’aide du crochet de Poisson. Ce
formalisme possede également plus de changements de variables pertinents.

Application : le probleme a deux corps

On reprend le Lagrangien apparaissant dans le probleme a deux corps 13.2.3.

.2 242

ar ar<0 b

L=—
2 + 2

En utilisant la transformation de Legendre, écrire le Hamiltonien correspon-
dant en fonction des coordonnées (r,8,p,,pg). Montrez alors que l'invariance
de I pour la formulation lagrangienne, induit celle de pg pour la formulation
hamiltonienne.
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14.2 Crochet de Poisson

Cet outil fondamental permet d’étudier la mécanique hamiltonienne. Soient
f et g deux fonctions définies sur R?", définissons leur crochet de Poisson, noté

{f.9} comme

N9/ 99 9f 99
{ﬁg}_zapia% 3%31%.

i
Remarquons que le choix du signe est soumis a des conventions variables

suivant les auteurs, voire a l'intérieur d’'un méme ouvrage ...
Voici quelques propriétés algébriques importantes du crochet de Poisson.

Proposition 14.2.0.1 Nous avons

1. Antisymétrie {f,g} = —{9, f},

2. Dérivation {fh,g} = f{h,g} + h{f, g},

3. Identité de Jacobi {{f, g}, h} + {{g,h}, [} +{{h, [} 9} =0,

4- {f.9} = —df (Xy) = dg(Xy)

5. f est une intégrale premiere du systéme associé a l'hamiltonien H si et
seulement si {f, H} = 0.

6. Xis.9y = [ X5, Xy]. En particulier, si {f,g} est une fonction constante
alors les flots de Xy et X, commuttent.

DEMONSTRATION : Les propriétés (i) et (i) sont des vérifications immédiates.
L’identité de Jacobi (i4i) est plus longue & vérifier mais est purement technique.
la propriété (iv) est également immédiate et entraine (v) immédiatement. La
propriété (vi) découle de 'identité de Jacobi. En effet, de celle-ci on en déduit
que pour toute fonction A

{h7 {fvg}} = {{hvf}vg} - {{h’g}mf}

et donc
dh(Xyiy,gy) = =X Xp.h+ XpXg.h = dh([ Xy, Xg]).

Comme ceci est vrai pour tout h, nous en déduisons bien le résultat. [

14.2.1 Algebre des intégrales premieres

Nous en déduisons des propriétés algébriques de l’ensemble des intégrales
premieres. Formellement les trois premieres propriétés donnent a I’ensemble des
fonctions la structure d’une Algébre de Poisson. La derniére nous assure que
I’ensemble des intégrales premieres est une sous-algebre, ce qui ce traduit dans
notre cas par la propriété suivante : si f et g sont des intégrales premiéres alors
non seulement fg, f + g sont des intégrales premieéres mais aussi {f, g}.
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Le crochet de Poisson permet d’algébriser la recherche d’intégrales premieres.
Par exemple, on commence par vérifier que 1’on a

{pi,pi} ={4,q4;} =0, {pi,q;} = dij.

Nos régles de calcul nous permettent alors de calculer {p?, q;”} et donc le crochet
de Poisson de tout polynome en les variables p et q. Physiquement, les fonctions
sont des polynomes ...ou au pire des séries formelles

[= E iy, ig,g1sesiePin -+ - PGy - - gy -

U150 15000k

Le probléeme de recherche d’intégrale premiere devient alors algébrique : la re-
cherche de solutions d’équations linéaires en les a;, .. s, j,,....j, - Remarquons tout
de méme qu’il n’en devient pas nécessairement plus facile, mais il peut au moins
se résoudre algorithmiquement de maniere approximative.

Exercice : le probleme & deux corps

On considere le Hamiltonien du probleme a deux corps

2 2
o Dy b
H=-" —.
2a + 2ar? + r

Montrez directement que {H,pg} = 0. Retrouvez ainsi le fait que py est une
intégrale premiere du mouvement.

14.2.2 Evolution des observables

Le crochet de Poisson va nous fournir une maniere “intrinseque” de décrire les
équations de Hamilton. Si f est une fonction, ¢, le flot du gradient hamiltonien,
on remarque alors que

d
%fO@:{HJC}*

Ce que l'on écrire de maniere abrégée, sous la forme

f={H.f}.

L’information contenue dans toutes ces équations permet de retrouver les équations
d’Hamilton. Si en effet ¢; est un groupe a un parametre de difféomorphismes,
qui satistait que pour toute fonction f,

f:{H,f},

On vérifie aisément en exercice que ¢, est le flot du gradient hamiltonien de H.

Gréce a cette remarque, on arrive donc a définir les équations de Hamil-
ton sans utiliser les coordonnées p et g. Ceci ouvre la voie a l'extension de la
définition des équations de Hamilton sur les sous-variétés et plus généralement
sur les variétés. Extension qui nous menerait trop loin pour cette introduction.
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Remarquons que cette derniere équation décrit I'information physique que
I’on cherche & avoir sur le systeéme : I’évolution de la fonction, ou observable,
ou mesure effectuée sur le systeme. Enfin, la ressemblance formelle de cette
équation avec ’équation de Shrédinger n’est pas un hasard. Le processus qui
permet - dans les bons cas et difficilement formalisable - de remonter du systeme
classique au systeme quantique sous-jacent utilise des manipulations algébriques
sur cette équation et 1’algebre de Poisson des fonctions.

14.3 Coordonnées symplectiques

Dans la résolution des équations différentielles un role royal est réservé
au changement de variables : on cherche toujours les variables dans lesquelles
I’équation se rameéne a une forme connue, ou plus simple.

Dans les équations d’Hamilton, le cas ot le Hamiltonien ne dépend que
des variables ¢ est facile a résoudre. Nous allons tout d’abord examiner les
coordonnées symplectiques, c’est-a-dire d’autres variables que les coordonnées
de départ p et ¢, dans lesquelles les équations d’Hamilton, et plus précisemment
le crochet de Poisson, s’expriment simplement. Ce seront les changements de
variables adaptés a la mécanique Hamiltonienne.

14.3.1 Variables en involution

Occupons nous tout d’abord des variables de type ¢ et cherchons a les
généraliser.

Soit U un ouvert de R?" Nous dirons que les [ fonctions @Q; définies sur U
sont en involution si les crochets de Poisson {Q;,Q;} sont nuls.

Nous dirons que ces [ variables sont non dégénérées si les formes dQ@; sont
linéairement indépendantes. Montrons la proposition suivante.

Proposition 14.3.1.1 Soit Q; des variables en involution. Soit H une fonction
telle que H = h(Q1,...,Qy). Alors {H,Q;} = 0.

DEMONSTRATION : Ceci découle de manipulations sur le crochet de Poisson
Z OH 0Q; 0H 0Q;
— Opi 0qi  Oq; Op;
_ Z Oh 0Q 0Q); Oh 0Qy 0Q;
ik

{Hij}

0Qr Op; 0q;  0Qy Oq; Op;

oh
= ;@{Qg‘,Qk}
= 0.



120 CHAPITRE 14. MECANIQUE HAMILTONIENNE

14.3.2 Variables conjuguées

Construisons des variables de type p, associées a nos variables de type g.
Des variables en involution permettent d’en définir d’autres :

Théoréme 14.3.2.1 Soit Q;, n variables non dégénérées en involution définies
sur U C R?". Pour tout x de U, il existe alors n fonctions P;, définies au
voisinage de x, et telles que {P;, P;} =0, {P;,Q;} = 0i;.

Les fonctions P; s’appellent variables conjuguées aux fonctions @;. La mécanique
classique parle parfois de variables angles pour les @Q; et actions pour les P;.

Le théoreme nous assure de I'existence de variables conjuguées. Par contre,
la méthode de construction présente dans la preuve n’est pas nécessairement
treés utile. Une autre approche est donnée par la méthode d’Hamilton-Jacobi
que nous exposerons a la fin de ce chapitre

DEMONSTRATION : Nous allons démontrer la premiere partie de ce résultat par
récurrence et nous supposerons donc que nous avons construit P; ¢ = 1,...k
telles que (dQ1,...,dQyn,dP,...,dPy) soient linéairement indépendants et de
plus
{Qi7Qj} = {Piij} =0, {‘PZ?Q]} = 5ij'

Notons <pi les flots des Xy, = X, et ¢4, ceux des Xy; = Xn4j- Nous savons
que tous ces difféomorphismes commuttent (cf (vi) de 14.2.0.1). De plus, la
condition de non-dégénérescence assure que pour tout y de U, I'espace vectoriel

Vy = Z RX;(y)

est de dimension n + k.
Nous pouvons trouver une sous-variété W de dimension n — k - par exemple
un ouvert d’'un sous-espace vectoriel - passant par z, et telle que pour tout ¥,

T,W @V, = R*". (14.1)
Considérons alors 'application ¥ définie de la maniere suivante.

W x RnJrk N RQn
{ (W, Siy vy Spik) @il o...ogp(’jnw(w).

L’application ¥ est un difféomorphisme au voisinage de z. Gréace a 14.1, on
montre en effet que D,V est surjective et donc inversible.
Notons enfin 7, ’application

W xR - R
(wasia"'asn-‘rk) = Sk+1-

Posons
Pii1=mo vt
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Les flots des champs de vecteurs que nous avons définis commuttent tous et
nous pouvons en déduire que la fonction Py 1 vérifie

Piiropl = 80+ Pyt

En dérivant ces derniéres relations, nous allons bien obtenir les relations de
commutation souhaitées.

Il nous reste a montrer que dPy41 n’appartient pas a l’espace vectoriel en-
gendré par dQ1,...,dQ,,dP,...,dQ. Pour cela il suffit de remarquer que

dPyy1(Xntrt1) = 1,
alors que, si i < ket j < n,
dP;(Xnikt1) = dQ;(Xpnyry1) = 0.

O

Exercice

Adaptez la preuve ci-dessus pour montrer que 1’on peut toujours compléter
une familles de variables en involution non-dégénérées.

14.3.3 Coordonnées symplectiques

Nous dirons que la famille de fonctions (Q1,...,Qn, P1,... P,) forment des
coordonnées symplectiques au voisinage d’un point  de R?” si nous avons les
relations

{Pi, P} ={Qi,Q;} =0, {P,Q;} = dij.

D’apres ce que nous venons de voir au sujet des variables conjuguées, il
suffit de trouver n fonctions en involution non dégénérées pour construire des
coordonnées symplectiques.

Le résultat suivant justifie la terminologie “coordonnées”et permet de com-
prendre 1'utilité de ces coordonnées

Théoréme 14.3.3.1 Soit (Q1,...,Qn, P1, ..., P,) des coordonnées symplectiques,
alors

- Uapplication G = (Q1,...,Qn, P1,..., Pn). est un difféomorphisme local,

— De plus, si H=h(Q) = h(Q1,...,Qn) alors

{ {leH} = 07
{PHH} = aacgi (Q)

Ce théoreme a une conséquence utile sur 'intégration des équations d’Ha-
milton.
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Corollaire 14.3.3.2 Soit H un Hamiltonien défini sur R?". Soit ¢; son flot.
Notons f* = fo¢p,. Soit (Q1,...,Qn,P1,...Py,) des coordonnées symplectiques.
Supposons qu’il existe une fonction h telle que H = ho (Q1,...,Qy). Alors

{Pz‘t = Pi_taagi(Q)v
QF = Q.

Démonstration du théoréme. Nous avons déja montré la moitié de [2], Pautre
partie se montre par la méme méthode. [J

Démonstration du corollaire. D’apres le théoréme, nous avons

oh

P ={P,H} = :
R
Les @; sont donc des intégrales premieres. Les fonctions %(Q) sont elles

aussi des intégrales premieres. Nous en déduisons P; = 0. Ceci nous permet
de conclure.

14.4 Systemes complétement intégrables

Nous allons montrer comment la connaissance de suffisamment d’intégrales
premieres permet de décrire le systéme en choisissant des coordonnées symplec-
tiques adaptées.

14.4.1 Systemes completement intégrables

Nous allons examiner le cas le plus optimiste, celui ou le systeme hamiltonien
possede suffisamment d’intégrales premieres.

Nous dirons que le hamiltonien H défini sur R?" est complétement intégrable
(sur un ouvert U) s’il posséde n intégrales premieres non dégénérées en involu-
tion. Autrement dit, s’il existe n fonctions f; définie sur U et telles que

1. les formes df; sont linéairement indépendantes,
2. les crochets de Poisson {f;, f;} et {fi, H} sont nuls.

Attention : cette définition n’est pas stable dans la littérature. Certains au-
teurs autorisant un ensemble (petit) ol (i) cesse d’étre vrai. D’autres parlent
de systemes complétement intégrables lorsqu’ils sont complétement intégrable,
dans le sens ci-dessus, au voisinage de tout point. Nous avons choisi la définition
la plus contraignante.

Exercice

Montrez que le probleme a deux corps est complétement intégrable.
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14.4.2 Méthode d’Hamilton-Jacobi

La méthode d’Hamilton-Jacobi cherche a rendre un systéme complétement
integrable. C’est un procédé qui permet, dans les bons cas, de trouver le chan-
gement de variables - les coordonnées symplectiques - le plus adapté.

On se donne donc un hamiltonien H défini sur un ouvert de R™ muni de ses
coordonnées symplectiques naturelles (q1,...,¢n,P1,---,Pn)-

On dit que la fonction S = S(g,Q) définie sur R?", muni cette fois ci des
coordonnées (g;, Q;) est une solution de I’équation d’Hamilton-Jacobi associée a
H ¢’il existe une fonction h telle que

08

H [ER
(¢ o4,

(9, Qi) = h(Qi).

Il faut considérer ici S comme une fonction des g; et de parametres supplémentaires
Q-

On dira aussi que S est non dégénérée en (qo, Qo) si

%S
det(———— 0.
(GQzaQJ )|(107Q0 #

Le théoreme d’Hamilton-Jacobi montre I'intérét des solutions de ’equation

d’Hamilton-Jacobi.

Théoréme 14.4.2.1 Soit S une solution non dégénérée de I’équation d’Hamilton-
Jacobi pour H. Il existe alors des coordonnées symplectiques Q;, P; définies au
voisinage de
0
(g0, 87(1'5‘(%’620))
1

telles que

i = %S(qiaQi)a
P; *%S(Qi,QJ

En particulier, H est complétement intégrable.

Signalons que la fonction S s’appelle fonction génératrice des coordonnées
symplectiques (@, P) Ce théoréeme nous permet donc de construire des coor-
données symplectiques beaucoup plus sympathique et de maniere plus directe
que la preuve du theoreme 14.3.2.1. Par contre, comme il faut s’y attendre,
trouver des solutions de 1’équation d’Hamilton-Jacobi est difficile. On y arrive
dans certains cas. Nous verrons un exemple extrémement simple et renvoyons
au livre d’Arnol’d [3] pour des exemples plus intéressants, en particulier celui du
dipéle gravitique qui modélise la trajectoire d’une particule massive dans deux
puits de potentiels gravitationnels.

DEMONSTRATION : Montrons tout d’abord qu’il existe des fonctions @; telles
que

0S
pi = %(qi,Qi).
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Ceci est une conséquence du theoreme des fonctions implicites et de la condition
de non dégénérescence pour S. L’existence des fonctions P; découle alors de leur
définition. Il nous reste a calculer les crochets de Poisson.

Considérons la fonction W = S(¢, @) vu comme fonction de g et p. Nous

obtenons les relations suivantes
90,

S g

— Opm

0Q;
Z Pz 8(]1

(2

en dérivant en haut par rapport a ¢,

I'identité de Schwarz, il vient

Z(api 0Q;

g Opm  Opm O

Des manipulations analogues donnent

Z(api 0Q;

apl apm a

K2

Z(api 0Q;

8q1 8(]771 a

2

ow
Opm

en bas par rapport a p,, et en utilisant

OP; 0Q;

) = 6lm

opP; 0Q;
Opm Opy
OP; 0Q);
9qm Oqi

Traduisons ces trois dernieres équations de maniere algébrique. Introduisons

oP  0Q
9 on 0 -Id
dq dq

Notons B* la transposée de la matrice B. Les trois équations que nous venons

les matrices

d’obtenir s’écrivent

(JA)(JA)* = Id.

Nous en déduisons

(JA*)(JA)* = 1d.

Les équations correspondantes nous donnent

S (P 901 0Pn)
—~0q; Opi  Opi 0q; "
S@Pa0P 0P OR
— Opi 9q;  Oqi Op; -
Z(anan_anan) _ 0
Opi 0¢; 0q; Op;

i

Ces équations nous donnent les crochets de Poisson que nous recherchons. [
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La méthode d’Hamilton-Jacobi nous permet d’une part de montrer qu'un
Hamiltonien est completement intégrable, mais aussi de donner des coordonnées
symplectiques adaptées au probleme. Cette méthode est efficace quand les va-
riables ont séparables. Nous allons la voir fonctionner sur un exemple.

Le probléme a deux corps

Nous considérons 'Hamiltonien du probleme a deux corps,

2 2
Dr Py b
H=-" .
2a + 2ar? r

L’équation d’Hamilton-Jacobi correspondante est

95,1 85, 1 b

2 —
(E) 2a (%) 2ar? + ro @

Equation que nous écrivons.

oS

00

)2 = 2aQ17? — 2abr — (§)2r2.

( or

Nous avons séparé les variables r et 6 - c’est-a-dire écrit ’équation sous la forme
A(r)+ B(0) = 0 - preuve que ces variables étaient séparables dans 1’équation de
départ. Nous cherchons alors S sous la forme S = M (r) + N(0). Nous obtenons
alors

as ON

W - @

as oM 1

= = = ;\/Qg + 2abr — 2aQ 72

Il faut maintenant expliciter les nouvelles coordonnées symplectiques. Nous
avons choisi

95,1 9S, 1 b

— 72 _ =
Ql_(8r> 2a (80) 2a’r2+r .
De méme
oS
Q2=%=p9~

Nous retrouvons sans surprise nos deux intégrales premieres habituelles.
Intéressons nous aux variables conjuguées

0S

P = ——
! dQ:
Py = 0S

50,
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Nous avons

op, PSS a

o 0roQ: Q3 + 2abr — 2aQ;7?
op 9*s

00 0000

Ainsi
a

P = dr.
! / Q3 + 2abr — 2aQ17?

De méme, nous obtenons

on _ s
or oroQs 7/ Q3 + 2abr — 2aQ; 7>
on o5
00 000Q,
Et donc
P o= —0- / Qs dr
7/ Q3% + 2abr — 2aQ; 72

1
= o [ ()
VB 4220, 7

= -0+ argsh(% +pB)ou —0+ arcsin(% +5)

Les fonctions P; et P, sont donc des fonctions “classiques”, leurs valeurs
exactes dépendant des constantes de départ. La possession de ces variables
conjugués et du corollaire 14.3.3.2, nous permet de calculer numériquement
I’évolution du systeme. Bien sir, nous n’avons pas choisi ici le chemin le plus
direct, mais celui qui illustrait la méthode.

Remarquons déja que dans nos nouvelles coordonnées H = (Q1, en particulier
P, est une intégrale premiere du mouvement. La connaissance de cette nouvelle
intégrale prmiere nous donne alors I’équation des trajectoires en coordonnées
polaires.

En effet, on obtient suivant les cas les relations suivantes

sin( — 0) = < + 3
r
ou

sinh(0 — 0) = < + 3
.

Demi-plan supérieur

On considere le demi-plan supérieur

U={(z,y)/y > 0}.
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On considere le Lagrangien défini sur U x R? par

. 1. .
L(may7x7y) = 5(1‘2+y2)

On s’intéresse tout d’abord a la transformée de Legendre. Elle est donnée
par

Le Hamiltonien dans ces variables est donc
v 2 2
H = pui +pyy — L(z,y,2,9) = 5 (0 +1y).

En particulier, p, est une intégrale premiere.
On s’intéresse maintenant & la solution S = S(z, y, a, b) de ’équation d’Hamilton-
Jacobi associée a H . Celle-ci est

PG+ () =a

On peut séparer les variables dans cette équation. Elle est équivalente a

05 9S., a,
(%) +((87y) - 3) =0

Equation que I'on peut résoudre en posant S = A(y) + B(z)

OB

_— = B =
o b < B(x)=bx
0A a
eI R

dy y?

On se souviendra que a > 0 et que -% > b%. D’apres le théoreme d’hamilton-

Jacobi, les variables a et b en fonction de z, y, p, et p, sont solutions des
équations

S oS
%(xaya a, b) - pzaiy(xaya a, b) = Py-

On a donc bien b = p,. Par ailleurs, par construction on a H = 2a.

On s’intéresse maintenant aux variables conjugués p,, p, des variables a et
b, données par le théoreme d’Hamilton-Jacobi. Les variables conjuguées sont
données par

_ 98
Pa = 90
oS

Py =

~ 55



128 CHAPITRE 14. MECANIQUE HAMILTONIENNE

On dérive

Opa %8 1

y dady :':2y\/a— b2y?
Ipa
Ox
o
or
Iy by

+—
o T Vawg

po ==+ fa.b) F /75 v

Dans les nouvelles coordonnées symplectiques, on a par construction H = 2a.

= 0

= -1

On obtient donc

Donc %—IZI = 0; Les équations de Hamilton donnent
dp _ OH _
a o

Ainsi py est une intégrale premiere du mouvement. On en déduit que pour toute
courbe (z,y) solution des équations d’Euler-Lagrange, on a

a
—F |5 P = K

(z — K)* + ¢

et donc
_a
=3

qui est bien I’équation d’un cercle dont le centre est sur ’axe réel.

14.4.3 Au dela des systemes completement intégrables

En complément, nous indiquons brievement I'importance de I’étude des sytemes
completement intégrables.

Enongons tout d’abord un résultat important sur les systemes totalement
intégrables. Le théoréeme d’Arnol’d-Liouville.

Théoréme 14.4.3.1 Soit H un Hamiltonien complétement intégrable, et Q1,...,Qn
ses intégrales premiéres en involution. On suppose que M. = Q~*{c} est com-
pact. Alors M, est un tore. De plus si @' sont les flots des gradients hamiltoniens

des Q;, st xg appartient a M., alors Uapplication

R* — M,
(81,1, 8p) wilo...ogpgn(xo),

est un revétement. Dans ces coordonnées sur M., le mouvement est linéaire.
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Dans ces conditions, on parle de mouvement quasi-périodique. Les tores de
niveaux invariants sont les tores de Liouville.

Cette situation est bien str tres agréable lorsque 1'on cherche explicite-
ment les solutions. Malheureusement, un systéme n’est qu’exceptionnellement
complétement intégrable. Poincaré a ainsi montré que le probléme a trois corps
sous l'influence mutuelle de la gravitation n’est pas complétement intégrable.

Malgré tout, étre proche d’un systeme completement intégrable est une
condition importante : le célebre théoreme KAM - pour Kolmogorov-Arnol’d-
Moser - assure que pour des systéemes hamiltoniens proches des systémes com-
plétement intégrables, certains des tores invariants persistent et de plus le mou-
vement y est quasi-périodique. Par exemple, pour le probleme a trois corps
Terre-Lune-Soleil - que 'on considére comme un pertubation du systeme Terre-
Soleil - certaines des orbites restent sur des tores, et en particulier la Terre et le
Soleil ne s’éloignent pas indéfiniment.

Signalons enfin que pour les sytémes completement intégrables, le proces-
sus de quantification qui permet de remonter du systeme classique au systeme
quantique sous-jacent est mathématiquement justifiable. Une methode de quan-
tification reste également disponible pour les systéemes proches des systemes
completement intégrables.

14.5 Toupie de Lagrange
Mouvement du solide

Nous traiterons sous la forme d’un exercice les mouvements du solide.

Commencons par rappeler quelques notations et résultats sur SO(3). Le
groupe de Lie est I'ensemble des matrices orthogonales 3 x 3, c’est-a-dire en
notant A* la transposée de la matrice A,

50(3) = {A € M3(R) /| AA* =1d}.

Le groupe SO(3) est une sous-variété de l'espace des matrices 3 x 3, noté
M3(R)3 = RY. Son espace tangent T'SO(3) s’identifie naturellement & SO(3) x F
ol

F=80(3)={AecMsR) /A= —A"}

est lalgébre de Lie de SO(3). L’identification est construite de la maniére sui-
vante : pour tout ¢ de SO(3), T;S0(3) est un sous-espace vectoriel de M (3, R).
L’identification est donnée par (¢, 4) € SO(3) x F on associe ¢A € T,50(3).
Dans cette identication, A est appelé vitesse angulaire.

Dans cette identification I’application tangente a L, - la mutiplication a
gauche par g - est donnée par T'Ly(w, A) = (gw,A). De méme, 'application
tangente & R, - la mutiplication & droite par g - est donnée par TR, (w, A) =
(wg,9~ " Ag).

Enfin, F s’identifie & R? par Iidentification qui & un vecteur u associe 1’en-
domorphisme antisymétrique v — u A v
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On considére un solide ayant un point fixe & 1'origine de R? (pensez & une
toupie, le point fixe étant le point de contact avec le sol). On va étudier son
mouvement dans un champ de gravité d’intensité g. On étudiera en particulier
le cas, toupie de Lagrange, ou cette toupie a un axe de symétrie vertical dans la
position de référence. On prendra comme référence une position du solide dans
lequel le centre de gravité est sur I’axe vertical en un point G, O sera le point
par lequel la toupie est fixée. On note enfin e, le champ de vecteur unitaire
vertical.

Description Lagrangienne du probleme

1. Montrez que l'espace des configurations du solide s’identifie au groupe
SO(3).

2. Soit donc ¢ une position du solide et u un vecteur de R® vue comme
un élément de 7,50(3). Ce vecteur représente une “vitesse du solide”.
Exprimez alors la vitesse d’un point M du solide en fonction de u et de
OM.

3. On veut maintenant décrire le Lagrangien associé a 1’énergie cinétique.
Physiquement, si on a un ensemble S - continu - de particule affectés
d’une distribution de masse dm et d’une distribution de vitesse v, I’énergie
cinétique du systeme est alors

T/v2dm.
g 2

Dans le cas d’un solide, montrez que le lagrangien T" associé est alors donné
par

T(g,u) = (u, Tu)
ou Z est une matrice symétrique définie positive - la matrice d’inertie du
solide - et {,) désigne le produit scalaire usuel de R3.

4. On rappelle que ’énergie potentielle de gravitation d’un solide est U =
Mgh ou M est la masse du solide et h 'altitude du centre de gravité.
Montrez que ce potentiel U s’écrit en fonction de la position ¢ € SO(3) et

—

du vecteur ug = OG.
U(q) = Mg (q(uo), ez) = Agez, ez).

Recherche d’intégrales premiéres

Remarque : dans ces deux paragraphes on utilise le théoréme de Noether pour
les sous-variétés. Pour ceux qui ne sentent pas a l’aise avec ce point de vue, nous
verrons dans le paragraphe suivant comment retrouver les intégrales premiéres
en utilisant une paramétrisation de SO(3).

1. On considérera a partir demaintenant le lagrangien L = T — U qui est
celui associé au mouvement de la toupie dans un champ de pesanteur
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dirigée dans la direction du champ de vecteur vertical v. Montrer alors
que le systéme possede une invariance par rotation, donnée par l’action -
a gauche - d'un sous-groupe S! sur SO(3). Montrez & I'aide du théoreme
de Noether que la fonction suivante est une intégrale premiere

(g, uw) = ez, qZu)

2. Dans le cas ou la toupie est homogene et possede un axe de symétrie
passant par le point d’ancrage (toupie de Lagrange). Montrer que T est
invariant sous l'action & droite d’un sous-groupe S! de SO(3). En déduire
I’allure de la matrice d’inertie

7=

o o e
o 2 O
ot OO

Montrez a l'aide du théoreme de Noether que la fonction suivante est une
intégrale premiere
/LQ((],U) = <627IU>7

Coordonnées

Pour mieux comprendre ce systeme, nous aimerions en connaitre la version
hamiltonienne. Comme il nous manque la version intrinseque de la mécanique
hamiltonienne, nous allons utiliser des coordonnées, appelés angles d’Euler.
Nous avons fixé les coordonnées usuelles de R? associées & sa base canonnique
(e, €y, €-) et nous considérons les rotations

1 0 0
Ré, = 0 cos(¢) sin(¢)
0 —sin(¢) cos(9)

cos(f) sin(d) 0O
Ry = —sin(d) cos(d) 0 |,
0 0 1

Nous considérons alors I'application

v R} — SO(3)
1 (0,6,¢) — R?pOR}z;ORg-

Nous admettrons que ¥ est un difféomorphisme d’'un ouvert de R3 dans un
ouvert dense de SO(3).
1. Montrez maintenant que
Ty, (0, 0,70) = (U(0,,1), 0. + GR? j(ea) + bR 4R 4(e.))
= (¥(0,9, w),gﬁcose +¢singsind, psinf — ¢ sinpcosh, d + 1,[)(?08(,25).
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2. Montrez alors que le Lagrangien de notre systeme s’écrit
L = ad®+b0%+ ¢Q(a sin? ¢ + bcos? ¢)
+ 26 cos ¢ — Acos ¢.

Montrez ensuite, soit en utilisant les résultats du paragraphe précédent,
soit par 'application directe du théoreme de Noether, que

p = b0+ cosg)
fo = bécosngr@Z}(asianSercosQ(b).

Transformée de Legendre

1. on s’intéresse a la transformation de Legendre

L oL oL oL
£ . 07 s = —, = -, = — ).
(0, 9,¢) — (po YR 8¢pw 3¢)
Montrez alors que
Py = 2b9.. + 2b¢ cos @
Py = 2a¢ _
py = 2¢(asin? ¢+ bcos? ¢) + 2b0 cos ¢

2. Montrez que l'inverse de la transformation de Legendre s’écrit

y 1 bcos? ¢ cos ¢

(? = pa%(1+asin2¢)_pw2asin2¢
1

¢ = 2P

v = m(pw — pp COS @)

Hamiltonien

1. A laide de la transformation de Legendre montrez que py et pp sont des
intégrales premieres de ’équation de Hamilton. Vérifiez (ou admettez) que
le Hamiltonien s’écrit

1 cos ¢ 1 1 bcos? ¢
H=—p} — ——5—DyDs g ——
asin” ¢

— _|_ J—
20" % 2qsin? 10) 4a sin? d)pw 4b
2. En utilisant les crochets de Poisson, montrez a nouveau que py, et pg sont
des intégrales premieres. Le systeme est-il totalement intégrable 7

)P + Acos ¢.

3. Montrez enfin que ’on peut exprimez ps en fonctions des constantes H,
Dy, Po et de ¢ puis que 'on peut résoudre explicitement les équations de
Hamilton.
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Chapitre 15

Mesures Invariantes

Si en général T est une application d’un espace mesuré (M, p) vers un espace
N muni d’une tribu, telle que I'image inverse d’'un mesurable est mesurable, on
définit la mesure image de p par T, notée Ty u, par

TU) = p(f~H(U)).

Si T envoie 'espace M dans lui-méme, on dira que T' préserve la mesure p,
ou que la mesure p est invariante par T, si Ty = p.

Nous nous intéresserons principalement dans ce texte aux flots de champs
de vecteurs.

L’étude des transformations sous cet angle, celui de la théorie de la me-
sure, s’appelle théorie ergodique. Elle examine les transformations sous ’angle
le plus grossier, c’est-a-dire en oubliant la plupart des structures que peut porter
I’espace M. Pourtant cette “simple” étude est d’un grande richesse.

Nous utiliserons librement le théoreme de représentation de Riesz que nous
pouvons concevoir comme une définition de la notion de mesure.

Théoréme 15.0.0.2 Soit K un ensemble compact. Soit C°(K) I’ensemble des
fonctions continues sur K. Soit m une forme linéaire sur C°(K) , telle que

=20 = m(f)=>0.

Alors, il existe une et une seule mesure borelienne finie u sur K telle que
m(f) = [ fdn.
Une mesure est donc caractérisée par sa valeur contre les fonctions continues.

Exemples et exercice

1. Soit m un point fixe d’'un champ de vecteur, montrez alors que la masse
de Dirac 6, porté par m est invariante par le flot.

135
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Soit 7 : [0,1] — U T'orbite périodique d’un champ de vecteur. Montrez que

la mesure p., définie par
l
/fduw =/ f(w)dt,
0

Soit X un champ de vecteur sur R™. Montrez que X préserve la mesure
de Lebesgue si et seulement si
0X
Yoo
8(Ei

i

est invariante.

Indication. Utilisez la formule de changement de variable

[ 3@l o0 ar- /(M /.

et la formule, pour une famille de matrices A dépendant de ¢

d dA
pn logdet(A) = trace(EAfl).
Montrez que le flot d’'un gradient hamiltonien préserve la mesure de Le-
besgue.

Décalage de Bernouilli. Voici un exemple qui provient de la théorie de I'in-
formation. On considére un ensemble fini F, par exemple F' = {0,1}. On
s'intéresse & l’ensemble FZ considéré comme I’ensemble des applications
de Z dans F', ou comme ’ensemble des tirages bi-infinis dans ’ensemble
F. Soit A={A_,,...,A,} une famille finie de sous-ensembles de F'. Le
cylindre C'(A) est défini par

C(A) ={f/1(i) € Ai}.

On munit FZ de la tribu engendrée par les cylindres. On fixe une mesure
o de probabilité sur F et on considére la mesure produit p sur FZ. On
rappelle que cette mesure est caractérisée par la propriété suivante.

nw(C(A)) = H fo(As).

Montrez alors que le décalage de Bernouilli - shift en anglais - donné par

o(f)(z) = flz+1),
préserve ces mesures produits.
On considere le cercle

S'={zeC/lz| =1}.

On considere 'application v : t — exp(2int) qui parametre St \ {1} par

]0,27[. On note Ry la rotation u — eu. On dit qu’elle est d’angle irra-
tionnel si % ¢ Q. Montrez que A, = 1.\ est la seule mesure invariante par

toutes les rotations. Montrez qu’une rotation d’angle irrationnel possede
une seule mesure invariante.
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15.1 Existence de mesures invariantes

L’existence de mesures invariantes est garantie par le théoreme de Kakutani-
Markov.

Théoréme 15.1.0.3 Soit K un ensemble compact muni de la tribu borelienne.
Toute transformation continue de K préserve une mesure finie invariante. De
méme tout groupe a un paramétre de transformations continues de K préserve
une mesure finie.

Dans le cas des champs de vecteurs, on obtient

Proposition 15.1.0.4 Soit K un ensemble compact invariant par le flot 4
d’un champ de vecteur défini sur un ouvert U, alors il existe une mesure finie
invariante par ¢y et dont le support est inclus dans K, c’est-a-dire telle que
pw(U\ K)=0.

Indication de la démonstration. Nous allons donner simplement une esquisse
de la démonstration. Celle-ci, quoique simple, utilise des arguments d’analyse
fonctionnelle, en particulier la compacité de la boule unité du dual d’un Banach
pour la topologie faible. Nous allons devoir admettre ces résultats.

Rappelons quelques notations.

Soit E un espace de Banach. Soit E* son dual. On le munit de la norme

lel| = sup{ev(u)/[ul < 1}.
On dira que la suite {a, }nen converge x-faiblement vers « et on notera
ap —7 Q&

si, pour tout u de FE,
an(u) = au).

Par définition, pour tout u, 'application de E* dans R, définie par
o~ a(u),

est continue pour la topologie *-faible.
Nous admettrons le résultat suivant.

Théoréme 15.1.0.5 La boule unité du dual d’un espace de Banach est com-
pacte pour la topologie x-faible.

Revenons aux mesures. Si K est un compact, nous avons vu les mesures
de probabilité par le théoreme de représentation de Riesz comme des formes
linéaires sur I’espace des fonctions continues C?(K). Ce dernier espace est un
espace de Banach quand on le munit de la norme

£l = sup [f(z)].
TEK
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On remarque alors que les mesures sont des formes continues, puisque
lul=  swp { /fdul} <1
f/VzeK,|f(x)|<1

De plus, 'ensemble M de mesures de probabilités est un fermé pour la topologie
x-faible. On peut en effet écrire, d’apres le théoreme de représentation de Riesz.

M={a e E*/a(l) = 1} [{a € E*/a(f) > 0},
f=0

et dans le terme de droite tous les ensembles sont des fermés pour la topologie
x-faible, puisqu’image réciproque de fermé par les applications continues :

o~ al(f).

Ainsi donc, M est un fermé pour la topologie faible, qui d’ailleurs dans ce cas
particulier s’appelle topologie vague. En utilisant le théoreme que nous venons
de citer nous obtenons que M est compact pour la topologie vague.

Soit T une transformation continue de K. T, est alors une transformation
continue de M muni de la topologie vague. Soit © une mesure quelconque et

posons
1 n—1
=—)Y Tiu.

La famille u, est une famille de mesure et nous pouvons donc extraire une
sous-suite qui converge pour la topologie vague

p—00
Hn, =7 Hoo-

Nous allons montrer que p est invariante. Remarquons que

1 . 2
[Tt = pnl| = —llpp = Tl < =
n n

Ainsi

Par continuité de T, nous en déduisons

Teftoo = Hoo-©

15.2 Théoreme de récurrence de Poincaré

L’existence d’une mesure invariante a des conséquences sur la dynamique du
systeme. L’un des premieres est celle dite de recurrence de Poincaré. Introdui-
sons une définition. Le support d’'un mesure borelienne p définie sur un espace
topologique M est I'intersection du complémentaire des ouverts de mesure nulle

Supp(p) = N (MA\U).

U ouvert /u(U)=0
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Autrement dit Supp(p) est 'ensemble fermé caractérisé par le fait que pour tout
ouvert U
w(U) =0 <= Un Supp(p) = 0.

Théoréme 15.2.0.6 Soit ; le flot d’un champ de vecteur préservant une me-
sure finie p. Alors pour tout point x du support de p, pour tout réel T positif,
pour tout €, il existe un point y du support de p un entier n positif, tels que

ly —zll <& llgnr(y) —zll <e

Autrement dit tout point du support de la mesure, possede un point arbi-
trairement proche de lui qui va revenir arbitrairement proche de lui au bout
d’un temps arbitrairement long.

DEMONSTRATION : . Soit z un point de Supp(p) et U = Supp(u) N B(z,€).
Nous voulons montrer que pour tout 7', il existe n > 0 tel que U N, (U) # 0.

Considérons donc U,, = ¢o,7(U). Comme p(U) > 0 et que ¢ préserve p,
nous avons

3" w(U) = np(U) "= oo
i=1

Comme p est finie, les U, ne peuvent étre tous disjoints. Nous en déduisons
qu’il existe ¢ > j tel que U; NU; # 0. Ainsi ¢po;7(U) N dpojr(U) # O et done

U N ¢aii—yyr(U) # 0.0

Paradoxe de Zermelo

Attachons nous un moment & commenter un paradoxe classique et célebre
qui met en contradiction le théoréme de récurrence et le principe de Clausius
de croissance de l’entropie.

Imaginons deux chambres communicantes. Dans leur état initial, I'une des
chambres est remplie de gaz, 'autre est vide. On ouvre la porte, d’apres le prin-
cipe de Clausius, le gaz va se répartir équitablement entre les deux chambres.
Selon le théoreme de récurrence de Poincaré, au bout d’un certain temps aussi
grand que l'on veut, on retrouvera une situation ou presque tout le gaz se re-
trouve dans 'une des chambres.

Si 'on veut rendre le paradoxe plus spectaculaire, en imaginant cette fois-ci
que l'univers est fini et que 1’évolution préserve une mesure - aprés tout, dans
une vision purement déterministe du monde, le mouvement des atomes est régi
par un hamiltonien - vous allez vous retrouver au bout d’un temps arbitraire
par exemple plus grand que la durée de vie du systeme solaire a relire a nouveau
ces lignes, apres avoir mangé & peu pres le méme petit déjeuner.

La maniere habituelle de résoudre ce paradoxe est d’évaluer le temps de
récurrence, c’est-a-dire le temps de retour a un état presque initial. On s’apergoit
alors que s’il y a tres peu de molécules de gaz - par exemple deux - la récurrence
de Poincaré se fait assez vite, ce qui parait bien plausible. Par contre, dans le
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cas d’'un grand nombre de molécules - c’est-a-dire le cas normal - les calculs font
apparaitre un temps colossal bien plus grand que la durée de vie du systeme
solaire. La discussion s’arréte en général la.

De maniere un peu plus satisfaisante, il faut se rendre compte que le prin-
cipe de Clausius est un principe statistique. On ne cherche pas a comprendre
I’évolution d’une particule, mais I’évolution d’une statistique, c’est-a-dire d’une
mesure. Nous ne connaissons pas 1’état initial, seulement la probalibilité d’un
état initial. C’est le principe de base de la physqiue statistique, renforcé bien
str par le principe d’incertitude d’Heisenberg. Or 1’évolution d’une probabilité
n’a pas de raison d’étre récurrente, au contraire notre connaissance du systeme
peut devenir de plus en plus diffuse. C’est ce qui se passe pour les transforma-
tions chaotiques, ou cette probabilité peut tendre a étre invariante. Ce que nous
pouvons effectivement prévoir - et c’est la seule chose raisonnable a faire - c¢’est
que le gaz va étre en moyenne répartie équitablement entre les deux chambres.
Tout autre prévision étant déraisonnable.

Exercices

1. Soit z¢ un point fixe du flot ¢. On suppose que le bassin d’attraction de
Zo
B = {y, lim ¢;(y) = zo},
t—o0
est ouvert. On se donne une mesure p invariante dont le support est inclus
dans B. Montrez que cette mesure est la masse de Dirac en xg.

2. Montrez que si K est un compact de R? invariant par le flot d’un champ
de vecteur, alors K contient un point fixe ou une orbite périodique. Indica-
tion. Utilisez le théoreme de Kakutani-Markov, le théoreme de récurrence
de Poincaré et le théoreme de Poincaré-Bendixson.

3. Approximations simultanées de réels. On considere le tore

™=95"x...x8'ccC".
—_———

n

(a) Montrez que T est une sous-variété de C™.
(b) On considere les n-champs champs de vecteurs, définis en complexe
par

0o, (21, -y 2n) = (2150, 02y oo oy Zn)-

Soit ¥ le flot de 9, . Montrez que

apf(zl,...,zn) = (zl,...,eitzk,...,zn).

En déduire que T™ est invariant par ces champs de vecteurs.
(¢) Pour tout = de T™, on considére 1,

0,27]" — T"
(1, stn) — @f 0...0@Q ().
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Montrez que v, est un difféfomorphisme sur un ouvert dense de T",
puis que la mesure p; = (¢)«A ne dépend pas de x, ol \ est la mesure
de Lebesgue, et enfin que cette mesure u = u, est invariante par les
différents flots.

(d) Soit (A1,...,An) n nombres réels. Montrez a l'aide du théoréme de
récurrence de Poincaré que

Ve >0, Vko, 3k > ko, Ip; €Z / supH)\i—%H < %

Indication. Utilisez le flot

O(x) = Y (2N, . .., 27EN,).

Remarque. Le cas n = 1 est bien connu et se montre directement & 'aide
des fractions continues par exemple, par contre pour n plus grand il est
plus difficile de construire une autre preuve que celle mentionnée dans
cet exercice.

15.3 Théoremes ergodiques

Nous dirons que la mesure p est ergodique pour la tranformation T - ou
que la transformation T est ergodique - si les seules fonctions invariantes sont
constantes p presque partout.

De maniere équivalente, une transformation est ergodique si les seuls en-
sembles invariants sont de mesure nulle ou pleine - ¢’est-a-dire que leur complémentaire
est de mesure nulle.

EXEMPLE :

1. Montrez qu’une mesure invariante p n’est pas ergodique, si et seulement si
on peut écrire p = apy + bug, ol b et a sont des reéls strictement positifs,
1; des mesures invariantes non proportionnelles.

2. Rotations. On considére S' muni de sa meusure invariante par rotation.
Montrez que les rotations d’angle irrationnel sont ergodiques. Qu’en est-il
des rotations d’angle rationnel ?

3. Décalage de Bernouilli. Nous verrons par la suite que le décalage de Ber-
nouilli est ergodique pour les mesures produits.

15.3.1 Théoremes ergodiques

Le théoreme ergodique de Birkhoff est d’une grande importance. Il s’énonce
“physiquement” de la maniere suivante : les moyennes temporelles et spatiale
sont €gales pour une transformation ergodique. Nous ’énoncerons dans le cas
d’une transformation unique, le cas des groupes & un parametre s’énongant de
maniere identique.
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Théoréme 15.3.1.1 Soit T une transformation de X préservant une mesure
finie p. Soit ¢ une fonction dans L*(p). Il existe alors une fonction mesurable
@ invariante telle que pour p-presque tout x,

i=n

1 ., B Y _
nh—>Holo H(Z@(T (x)) = nh—{r;oﬁ( (T (ac)) = ¢(z).
i=1 i=1
De plus,
/ odp = / odp.
Remarques

1. Le cas souvent utilisé est celui des transformations ergodiques pour une
mesure de probabilité ; dans ce cas ¢ est une constante qui vaut

= /<de-

2. Dans le cas du décalage de Bernouilli, le théoreme ergodique de Birkhoff
est la justification mathématique de la loi “expérimentale” des grands
nombres.

Nous ne démontrerons pas ce théoreme dans le cas général. Nous démontrerons
le cas particulier ol ¢ est une fonction dans L? et nous montrerons ce que ’on
appelle le théoreme ergodique de Von Neuman.

Théoreme 15.3.1.2 Soit T une transformation préservant une mesure p. Soit
© un élément de L*(p). Alors il existe une fonction @, T-invariante telle que

1 1=n
li — ) — ¢ =0.
i I (S o) el
=0
Commencons par remarquer qu’une transformation 7 préservant une mesure
p définit une transformation unitaire de L?(p) donnée par T* : ¢ +— @ o T. Le
théoreme suit alors du résultat suivant.

Théoréme 15.3.1.3 Soit U un opérateur unitaire d’un espace de Hilbert H.
Soit V' le sous-espace fermé constitué des vecteurs invariants et w la projection
sur V. Alors, pour tout u de H

tim (12 (S U™ @) — 7)) = 0.
=1

n—oo n

DEMONSTRATION : En posant v = u — m(u), on se raméne au cas ou 7(v) = 0 -
c’est-a-dire v € V+ - et nous devons donc montrer

12 (U @)l —o.

1=0
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Or V = Ker(1—"U) et donc V+ = Im(1 — U*), on U* est I'adjoint de U. Ainsi
v = (1 —U*)(w). Nous avons alors

||%(_i U™ (v))| = II%(i U™ (w) — i UmU* (w))]|

Comme U est unitaire on a UU* = 1. Ainsi

(U@ =l (- v @)l < 220 o

Un critere d’ergodicité

Le lemme suivant qui est une sorte de réciproque du théoreme d’ergodicité
nous donne un moyen de démontrer qu’une transformation est ergodique.

Lemme 15.3.1.4 Soit T une transformation continue d’un espace compact X
préservant une mesure de probabilité p. Supposons que pour toute fonction conti-
nue @ et pour p-presque tout x, on a

. 1 1=n B
Jim (Y1) = [ e
i=1
Alors T est ergodique

Démonstration du lemme. Supposons que la mesure est non ergodique. On sait
alors que l'on peut écrire p = tu; + (1 — t)pe ol t €]0,1], et ou les mesures p,
w1 et po sont des mesures de probabilités distinctes. Remarquons que

u(F)=1 = u(F)=p(F) =1

Par le théoreme de représentation de Riesz, il existe une fonction ¢ telle que
[ pdur # [ odps. Posons

1 i=n
Y= HZ@OT".
n
i=1

Soit W l’ensemble des points z tels que la suite {£,,(x)} converge quand n tend
vers +00 et vers —oo vers une limite commune que nous noterons . Nous savons
alors que W est de mesure pleine pour toute mesure invariante par le théoreme

de Birkhoff et que
/ odp = / edp

/ odps = / pdps.
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Ainsi [ @duy # [ @dps. Nous en déduisons que pour tout ensemble E de p
mesure pleine il existe z € ENW, y € ENW, tel que () # @(y). Clest ce
que nous voulions démontrer. [

Remarque. Nous aurions pu adapter la preuve de ce lemme en de fagon a
n’utiliser que n’utilisant que le théoreme ergodique de Von Neuman, ainsi que
la propriété suivante de la convergence dans L? : si la suite {¢}, converge vers
¢ dans L?, alors une sous-suite converge simplement sur un ensemble de mesure
pleine vers ¢.

15.4 Ergodicité du décalage de Bernouilli

Nous allons démontrer 'ergodicité du décalage de Bernouilli. Plusieurs rai-
sons justifient ce choix. Tout d’abord nous avons vu plus haut que le le théoreme
de Birkhoff justifie dans ce cas la loi des grands nombres. Ensuite, la démonstration
de lergodicité se généralise aux cas des transformations dites hyperboliques
et nous essaierons de justifier cette assertion. Enfin, le décalage joue un roéle
fondamental dans les systémes dynamiques, c’est en quelque sorte I’archétype
d’une tranformation quelconque, comme nous ’évoquerons au paragraphe sui-
vant consacré au codage et a l’entropie.

Description du décalage

Nous allons décrire les propriétés du décalage - noté o - qui nous seront utiles
par la suite.

Identifions F' & 'ensemble {0,1,..., M}. Commengons par munir X = FZ
de la distance d définie par

=00

Af9) = Y 5o lf@) = gl

i=—00

Pour cette distance X est un espace compact.
Notons ensuite pour tout f de X

Fi ={g/¥m =1, f(n) =g(n)}

et
Fr ={g/¥m <0, f(n) =g(n)}

Remarquons rapidement que ces ensembles forment une partition de X

geFy < [eFf
FiNFF#0 — Ff=F;

x = Ur=Ur.
! f
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Nous appelerons les ensembles ]—'}r feuilles stables et les ensembles F 7 feuilles
instables et il est utile de penser de maniére abusive a ces objets comme définissant
deux familles de feuilletages de X.

Les propriétés suivantes des feuilles donnent au décalage de Bernouilli la
structure d’un systeme dynamique hyperbolique. Ce sont les seules que nous
utiliserons.

On montre facilement que

rer, = lim d(co"(f),0™(g9)) =0

n——oo
fe .7-—; E o lim d(e"(f),c"(g)) =0.
n—-+4oo
Bien sur ces deux propriétés font penser aux variétés stables et instables au
voisinage des points fixes hyperboliques.
Enfin, nous avons une propriété - que nous appelerons absolue continuité des
feuilletages - reliant les feuilles et la mesure :
Tout ensemble E de mesure pleine possede un sous-ensemble G de mesure
pleine tel que pour tout f de G il existe un sous-ensemble Gy de E de mesure

pleine tel que
geGy = €ENF/nF; #0.

A l'aide de cette propriété dont nous repoussons la démonstration, montrons
Iergodicité du décalage.

Soit ¢ une fonction continue de X dans R. D’apres le théoréeme de Birkhoff,
il existe un ensemble FE de mesure pleine tel que pour tout x de F

1
lim —

n—+oo n n—+oo 7

(igpoa"(x)) = lim l(i(poa_"(x)) = @(x).

Remarquons maintenant que ¢ est absolument continue et bornée par une
constante K. Ainsi pour tout e strictement positif, il existe « tel que

d(f,9) <a = [p(f) —p(g)| <e.

Ceci nous permet de montrer que si f € .7-"; et que si f et g appartiennent toutes
deux a E alors ¢(f) = ¢(g). En effet, on sait que pour n > ng, d(a™(f),c™(g)) <
a et donc

i=n i=n

(Y po ()~ (Lo @) < =3 leo" (1) o)

i=1

< %(ZKno + a(n —ng)).

A la limite, on obtient bien @(f) = ¢(g). Le méme raisonnement montre que si
f € Ff alors ¢(f) = @lg).

Nous allons conclure maintenant. Soit G' ’ensemble de mesure pleine obtenu
par 'absolue continuité des feuilletages. Nous en déduisons que pour tout f
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élément de G et tout g élément de Gy, nous avons @(f) = @(g). En effet, il
existe h appartenant & F, tel que h € ‘7:f+ NF~g. Ainsi, g(f) = ¢(h) = @(g) et
donc @ est constante sur ’ensemble de mesure pleine G.

La fonction @ est donc constante presque partout. Elle vaut donc [ ¢dpu.

Il ne nous reste plus qu’a démontrer I’absolue continuité des feuilletages.

Pour cela posons Z~ = {z € Z/z < 0}. Nous avons alors Z = Z~ UN et donc

FZ=F% x FN

ot FA désigne I’ensemble des applications de A dans F. Notons 7_ (resp. 7 )
la projection de FZ sur FZ  (resp. F) qui se déduisent de cette identification.
Ces projections sont en fait des restrictions. Nous poserons f* = 7. (f).

Par construction on a w3 7wy (f) = .7:;:.

Les ensembles FZ et FN sont chacun munis d’une mesure produit notée
et p— et nous avons alors p = 4 ® p_ et py = pi(u).

Soit F un ensemble de mesure pleine, le théoréeme de Fubini nous dit alors
que pour u-presque tout f, le sous-ensemble de FN défini par

Gy ={n/(f~.h) € B},
est de py-mesure pleine. Ainsi,
Gf =FEnN WII(G}F),

est de mesure pleine. Par construction enfin, si g est un élément de Gy, g+
appartient & GJT et donc (f~,g") appartient & E. Pour conclure, il suffit de

remarquer que (f~,g") appartient a F, UF,. O

REMARQUES :

1. On pourrait adapter la preuve de facon a n’utiliser que le théoréme ergo-
dique de Von Neumann, et la propriété suivante de la convergence dans
L? : sila suite {p},, converge vers o dans L?, alors une sous-suite converge
simplement sur un ensemble de mesure pleine vers .

15.4.1 Du décalage aux systemes hyperboliques

Dans la preuve de l'ergodicité du décalage nous avons isolé certaines pro-
priétés que d’autres systemes pourraient avoir.

Nous allons donner une définition d’un systéme hyperbolique en faisant res-
sortir ces propriétés. La définition donnée ici n’est pas tout a fait compatible
avec les définitions de la littérature. Nous appelerons cette version simplifiée
*_hyperbolicité.

Commencgons par quelques définitions préliminaires.
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Produit local

Soit X est un espace topologique muni d’une distance d. Si F
X =UF,

est une partition de X nous appelerons feuille passant par x et nous noterons
F. Pensemble de la partition a laquelle appartient z.
Nous dirons que deux partitions

X = uﬂ-’f’,X = |_|l.7:l_,

définissent une structure de produit local, si tout xo de X posséde un voisinage
ouvert U, tel que pour tout y de U, l'intersection de _7:; NU (resp. F, N U)
avec Fp NU (resp. Ff NU) est réduite & un seul élément noté 7~ (y) (resp.
77 (y))) et si de plus I'application ainsi définie

(nt,n7) : U — (.7-';; nU) x (F,,NU)

est un homéomorphisme

Homéomorphisme *-hyperbolique

Nous dirons alors qu'un homéomorphisme T d’un espace topologique X muni
d’une métrique d est *-hyperbolique si X posseéde deux partitions (FT, F~) dites
feuilletage stables et feuilletages instables définissant une structure de produit
local et telles que

Yy e Fr, d(T(x), T"(y) "=5° 0
Yy e Fy, dT(z),T"(y)) "—" 0

x

EXEMPLES

1. Le cas du décalage est notre premier exemple. Dans cet exemple, la struc-
ture de produit local est en fait globale, puisque 'ouvert U est 'espace X
tout entier.

2. Un deuxieme exemple est celui défini plus t6t dans le cours et associé a la

matrice
2 1
A= .
Cette matrice a coefficients entiers agit par homéomorphisme sur le tore
T? = R?/Z2. Notons p la projection de R? sur T2. Soit AT (resp. A7) le
sous-espace propre associé a la valeur propre plus petite que 1, (resp. plus
grande). On obtient alors deux partitions vérifiant

fpi(m) = p(A* + ).

Il n’est alors pas difficile de vérifier que ces deux partitions définissent une
structure de produit local et que A est hyperbolique
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3. De maniere plus générale, soit 7' un difféomorphisme d’un ouvert (ou d’une
sous-variété) U de R™ dans lui-méme. Nous dirons qu’un ensemble E fermé
et invariant par T est hyperbolique s’il existe des constantes C' et A posi-
tives, si pour tout x de F, il existe deux sous-espaces vectoriels E;F et E
de T,U, tels que

.U = EfeE,;
Vue EXVn >0 , [|[DTE(u)| < |jul|CeTAm.

Quand FE est réduit a un point, on reconnait la définition d’un point fixe
hyperbolique. Si E = U, on dira que T est un difféomorphisme d’Anosov.
On peut alors montrer que 7' en tant que qu’application de E dans lui
méme est *-hyperbolique. Pour cela on montre, par des arguments ana-
logues a ceux du théoreme de la variété stable de la premiere partie du
cours, que les feuilletages stables et instables existent ; dans cette situa-
tion, les feuilles FF sont des sous-variétés et leur espace tangent en y est
justement E;[

15.4.2 Feuilletages absolument continus

Maintenant, il nous reste a définir les mesures invariantes adaptées a la
situation. Nous dirons tout d’abord que deux mesures p1 et po sont absolument
continues 'une par rapport a 'autre si

m(E) =0 < pa(E) =0.

Ensuite, placons nous dans la situation de deux partitions F et F~ de X
définissant un produit local. Rappelons que pour tout zy de X, il existe alors
un voisinage ouvert U de z, telle que lapplication 7 = (71, 77),

torT) s U— (FLnU)x (F,, nU)

= (7
est un homéomorphisme. Nous dirons alors que ces deux partitions sont abso-
lument continues par rapport & la mesure p si, en notant v = p|y, la mesure

JH(mhv @ m7v) est absolument continue par rapport & v.

Dans le cas du décalage de Bernouilli, la mesure produit a cette propriété ;
dans le cas du tore, la mesure de Lebesgue a également cette propriété.

Dans cette situation, on montre alors en suivant la méme preuve que pour
le décalage, le résultat suivant.

Si les feuilletages stables et instables d’une transformation *-hyperbolique
T sont absolument continus par rapport a la mesure invariante pu, celle-ci est
ergodique pour T'.

™



Chapitre 16

Codage et entropie

Le décalage vont nous permettre de décrire les systémes dynamiques du
point de vue de la théorie de la mesure, et en particulier d’associer un invariant,
I’entropie de Kolmogorov-Sinai, a toute mesure invariante. Cet invariant mesure
le désordre du systeme, la vitesse a laquelle il devient purement aléatoire. Il
permet enfin de décrire compléetement de nombreux systéemes du point de vue
de la théorie de la mesure.

L’idée fondamentale est celle du codage : décrire le systemes, a 'aide d’une
partition finie de I'espace des phases, comme une suite de symboles.

Dans ce chapitre, la plupart des théorémes seront énoncés sans démonstration.
Ce sont a chaque fois des résultats dont la démonstration est plus délicate que
ce que nous avons vu jusque la.

16.1 Codage

Commencgons par une remarque. Si 7" est une transformation d’un espace X,
nous en déduisons une application 7°

{;Y - X7
r o (., T(2),...,T Y z),2,T(x),...T"(x),...).

Par construction, nous avons alors
ToT=00T,

ol o est le décalage de Bernouilli sur I'espace - énorme - X%, Ainsi, tout systeme
dynamique est un sous-systeme du décalage. Cette situation n’est pourtant pas
trés intéressante : on ne voit pas en quoi on a simplifié la situation en remplacant
X par 'ensemble X7,

16.1.1 Codage, partition génératrice

L’idée de codage, analogue a celle-ci, est plus efficace. Considérons une par-
tition finie &€ = {&;}ier de X. Nous en déduisons une application £ de X dans

149



150 CHAPITRE 16. CODAGE ET ENTROPIE

FZ_ Pour cela, notons 5(;3) I’élement de F, tel que

X Efé(x).

Posons, pour tout sous-ensemble A de Z,

a [ X = P :
3 { o (L ETM@) ) s

Nous poserons enfin é = éZ (resp. é“‘ = éZ) a valeurs dans FZ (resp. FV).

L’idée physique sous-jacente est claire : en fait ’espace des phases est par-
titionné de maniere finie - les états de méme mesure physique - le systeme
dynamique est alors représenté par la succession des états dans lequel ’appareil
de mesure trouve la particule.

L’application é n’est en général ni une injection, ni une surjection. Nous
dirons que la partition £ est génératrice si 'application é est une injection pour
un ensemble de mesure pleine.

Exemples et exercices

1. Donnez une partition génératrice pour le décalage de Bernouilli.
2. Soit Ry une rotation d’angle @ irrationnel, montrez que la partition S! =
0.7y eilm27[ egt génératrice.

3. Les difféomorphismes d’Anosov admettent des partitions génératrices (cf
2).

16.2 Entropie

Nous allons progressivment constuire I’entropie pour une mesure sur un en-
semble fini F, puis sur FZ, puis enfin pour tout systeme dynamique.

16.2.1 Entropie d’une mesure sur un ensemble fini

Posons S(z) = —zlog(z). Le premier cas que nous considérerons est celui
d’une mesure de probabilité u sur un ensemble fini F'. Une telle mesure n’est
rien d’autre qu’une collection de nombre positifs gy = p{f} pour tout f de F.
Par définition, I’entropie de la mesure p est le nombre

h(p) = S(uy)-

feF

La proposition suivante résume quelques propriétés élementaires de 1’entro-
pie. Elles se démontrent en utilisant la convexité de la fonction S

Proposition 16.2.1.1 1. h(u) = 0, Uégalité étant atteinte exactement pour
les mesures les moins bien distribuées pour lesquelle I'un des py vaut 1 et
tous les autres 0.
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2. h(p) < log |F|, légalité étant atteinte exactement pour la mesure d’équilibre
pour lesquelles tous les puy valent 1/|F|.
3. Sip est la projection de F' x G sur F, pour F et G des ensembles finis.
Alors
h(pepr) < h(p) < h(pep) +log(|G]).

4. Additivité de D'entropie. Si pu et v sont deux mesures sur des ensembles
finis alors S(p®@v) = S(u) + S(v)

Entropie d’une partition

On se donne & = {&1,...,&,} une partition d’un ensemble X equipé d’une
mesure u. L’entropie de cette partition est donnée par

En d’autre termes, h(€) = h(&.p).

16.2.2 Entropie d’une mesure sur '

La derniere proposition suggere une définition de l’entropie d’'une mesure
sur FN (ou sur FZ). Notons pour cela p” la projection de FN sur FlOnl Soit p
une mesure de probabilité sur FN, nous posons alors 1’entropie de p comme le
nombre -

h(p) = limsup hipi()
n

n—oo
Par exemple, si pg est une mesure sur F' Ientropie de la mesure produit p
est celle de pg.

16.2.3 Entropie d’une transformation

Chaque partition £ de ’espace X, nous donne une application de codage é*
a valeurs dans F™.
Nous pouvons poser alors pour p une mesure sur X,

W(T, & pmn) = h(EP™p).
WT, &) = h(éju):nmsupwp

n—oo
En termes de partitions, on vérifie que h(T,&, pu,n) est entropie de la par-
tition &, dont les éléments sont les intersections des éléments des partitions
ETYE),..., T "¢
Nous appelerons enfin entropie (de Kolmogorov-Sinai) de la transformation
T le nombre

h(T’ :u) = Sgp(h(Tv & /L))
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Nous avons donc défini I’entropie pour les mesures sur les ensembles FV et
étendu cette notion a tous les sytémes dynamiques en utilisant 1’idée de codage.

Pour le moment, nous ne savons pas grand chose sur ce nombre, il pourrait
aussi bien valoir toujours +oo. Nous allons dans la suite expliquer comment peut
se calculer ’entropie, dans les rares cas out son calcul est possible explicitement.
Nous tenterons de rendre compte de sa signification comme celle de la mesure
du désordre du systeme et enfin expliquer en quoi ce nombre est un invariant
fondamental des systemes dynamiques.

16.3 Calcul de ’entropie

Tous les résultats de cette section sont sans démonstration. Un bonne référence
est le livre de Rudolph [4]. Tout d’abord une premiére proposition précise la
définition de h(T, &, p).

Proposition 16.3.0.1 Soit T une transformation d’un espace X préservant
une mesure (. Alors pour toute partition finie p on a
. WTE )
h(vaa,u’) = lim 7’3

n— o0 n

ou de maniére équivalente si pu est une mesure sur FY invariante par décalage

alors
h 7

n— o0 n

Le théoréeme suivant permet de calculer h(T, ) & I’aide d’une seule partition.

Théoréme 16.3.0.2 [KOLMOGOROV-SINAI] Soit & une partition génératrice
pour une transformation inversible, alors h(T,&, ) = h(T, u).

Un dernier théoreme permet d’accéder au calcul de ’entropie en se consacrant
au voisinage d’un point.

Théoréeme 16.3.0.3 [SHANNON-MCMILLAN-BREIMAN] Soit T une transfor-

mation préservant une mesure ergodique p et & une partition finie. Notons A, (z)

l'unique sous-ensemble de la forme &, NT~1&, ...NT~"E;  qui contienne .
Alors pour p-presque tout x, on a

WT, &, 1) = lim M_

n— oo n

Ces résultats, et particulierement celui de Kolmogorov-Sinai vont nous per-
mettre de calculer I'entropie sur une série d’exemples simples, pour lesquelles
une partition génératrice est connue.
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Quelques Calculs.

1. Pour le décalage sur FZ muni d’une mesure produit  on a donc h(o, 1) =
h(p). Si cette mesure est une mesure produit obtenue & partir d’une
mesure g sur F, on a h(o,u) = h(ue). En général, on a h(o,pu) <
log(|F'|) = h(o,v), ou v est la mesure produit obtenue & partir de la
mesure équidistribuée sur F'.

2. Si on considere une rotation Ry d’angle irrationnel sur S!, nous avons
vu que la partition & en deux demi-cercles est génératrice. Dans cette
situation, la partition ™ est constitué d’au plus 2n intervalles - a chaque
étape de la subsidivision au plus 2 intervalles sont coupés en 2. On en
déduit donc que h(Ryg, &, A, n) < log(2n). Ainsi

h(Ro,p) < lim 123310

n— oo n

=0.

3. Plus généralement, on peut montrer que ’entropie d’un systeme hamilto-
nien compléetement intégrable est nulle.

4. Nous allons tenter de justifier le calcul de ’entropie du difféomorphisme du
tore T? associé & la matrice A & coefficient entiers vu en 2. Nous appelerons
rectangles de Markov la projection injective d’un rectangle dont les cotés
sont parralleles aux directions propres de la matrice. Nous parlerons d’un
cOté positif d’'un rectangle s’il est parrallele a la direction contractante,
d’un c6té négatif s’il est parrallele a la direction dilatante. On peut alors
montrer qu’il existe une partition de Markov £, c’est-a-dire une partition
génératrice en rectangles de Markov, telles que les images (resp. préimages)
des cotés positifs (resp. négatifs) sont inclus dans les cotés positifs (resp.
négatifs). L’existence d’une partition de Markov est une propriété générale
des systemes hyperboliques, mais le cas que nous évoquons peut se traiter
directement.

Notons alors [ (resp. L) la longueur du plus petit (resp. plus grand) coté
positif. Soit de méme ¢, C' pour les cotés négatifs. Soit A\ la plus grande
valeur propre de la matrice A. La partition itérée &, est elle aussi formée
de rectangles de Markov dont la longueur des cotés positifs est comprise
entre [/A™ et L/A\™, alors que la longueur des cotés négatifs - qui sont eux
dilatés - reste comprise entre ¢ et C'. Nous en déduisons que pour tout
rectangle &; de &, nous avons

;%n < (&) < ff(’;

En particulier,
log(lc) — nlog(\) < log(u(&;) < log(LC) — nlog(A).

Le théoreme de Shannon-McMillan-Breiman nous donne alors que

3+V5
2

h(T, p) = log(A) = log( )
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REMARQUE :

L’entropie d’un systéeme dynamique est tres difficile & calculer explicitement
dans la plupart des cas. On arrive cependant a démontrer des inégalités sur
I’entropie. On montre ainsi que l’entropie des difféomorphismes d’Anosov est
toujours strictement positive. Une inégalité importante diie a Y. Pesin relie I’en-
tropie d'un difféomorphisme F' a ’asymptotique des valeurs propres de DF.DF™*.
L’entropie d'un systeme dynamique permet aussi de choisir une mesure inva-
riante, celle d’entropie maximale qui est unique pour la plupart des systemes
dynamiques.

16.4 L’entropie comme invariant

Nous pouvons maintenant avec ces quelques exemples essayer de justifier
I’entropie comme une mesure du désordre d’un systéme.

Nous avons vu que pour le décalage sur FZ I’entropie est majoré par 'en-
tropie de la mesure produit de la mesure équidistribuée. Cette mesure est celle
qui rend le systeme le plus aléatoire : tout d’abord pour une mesure produit,
chaque “pas” est totalement indépendant des précédents, de maniere probabi-
liste les applications de FZ dans F qui associe & une suite son n'*™° élément
sont des variables indépendantes. De plus chaque pas est équiprobable, il s’agit
donc du systeme le plus léatoire possible, celui d'une succession de tirage au
dé. Au contraire, les mesures produits d’entropie nulle sur le décalage, pro-
viennent d’une mesure supporté pas un seul élément ; il s’agit 1a du systeme le
moins aléatoire possible, celui ou l'on tire avec probabilité 1 toujours le méme
élément.

De maniere plus générale, c’est-a-dire pour les mesures qui ne sont pas des
produits, des théoréemes montrent que les événements dans le lointain passé et
le futur éloigné vont tendre a étre indépendants pour une mesure d’entropie
positive. Ainsi, la mesure peut étre considéré comme une mesure produit.

Signalons enfin que I’entropie est un invariant. Nous dirons que deux trans-
formations 17 et Ty des espaces Xi et X5 respectivement munis des mesures
w1 et po, sont métriquement équivalents, s’il existe deux ensembles invariants
de mesure pleine E; et Eo, un isomorphisme ¢ entre E; et Fo préservant les
ensembles mesurables et tel que p o T} = T, o . Il s’agit de 'une des notions
d’équivalence les plus faibles que 'on puisse imaginer sur les systéemes dyna-
miques.

Il est clair d’apres la définition que I’entropie est un invariant pour ’équivalence
métrique. Ceci a permis de distinguer - pour la premiere fois - différents décalages
de Bernoulli.

Signalons enfin un résultat important [4] qui permet de montrer que I’entro-
pie est le seul invariant de I’équivalence métrique des décalages de Bernouilli.

Théoréme 16.4.0.4 [ORSTEIN-WEISS| Soit deuz décalages de Bernoulli - construits
avec des ensembles finis éventuellement différents - pour des mesures produits. Si
ces deuz décalages ont la méme entropie, alors ils sont métriquement équivalents.
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Les constructions utilisées dans ce théoréeme donnent plus : elles permettent
de reconnaitre si un systéme est équivalent ou non a un décalage de Bernouilli.

L’entropie est donc l'outil fondamental qui permet de décrire les systemes
dynamiques du point de vue de la théorie de la mesure.
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