
Surfaces convexes dans l’espace hyperbolique

et CP1-structures.

François LABOURIE

Notre but dans ce papier est de relier surfaces convexes dans l’espace
hyperbolique et uniformisation. En particulier, nous obtiendrons de nouvelles
paramétrisations de l’espace des CP1-structures. D’une certaine manière, nos
résultats peuvent se décrire comme des lissages de constructions dues à Thurston,
lissages obtenus en remplaçant l’étude des surfaces plissées à courbure -1 dans
l’espace hyperbolique, par celle des surfaces lisses à courbure constante comprise
entre 0 et -1.

Notre remarque initiale est qu’à une surface localement convexe dans l’es-
pace hyperbolique, est associée naturellement un certain nombre de structures.
Tout d’abord des métriques: la première forme fondamentale (ou métrique in-
duite), la deuxième forme fondamentale et la troisième forme fondamentale (voir
les définitions en 1.5.).

On peut aussi construire une structure projective complexe naturelle grâce
à l’application de Gauss hyperbolique. Cette application associe à un point de la
surface le point de la sphère à l’infini extrémité de la normale extérieure. Grâce
à la convexité cette application est une immersion et nous permet de définir une
CP1-structure, dite associée, sur notre surface.

Nous nous intéresserons tout particulièrement aux surfaces à courbure con-
stante k comprise entre −1 et 0. Soit donc S une telle surface marquée compacte
orientée et de genre plus grand que 2 et g sa métrique, nous allons étudier les im-
mersions isométriques équivariantes de (S, g) dans H3, c’est-à-dire les immersions
isométriques du revêtement universel de S dans H3, tordues par une représentation
du groupe fondamental. Il est bien connu qu’une telle immersion isométrique
équivariante est caractérisé par sa deuxième forme fondamentale à un élément de
PSL(2,C) près.

Notre premier théorème nous montre qu’en décrivant toutes les immer-
sions isométriques équivariantes des surfaces à courbure constante k, on décrit
exactement les CP1-structures.

Plus précisement

Théorème 1. Soit k un nombre réel compris strictement entre 0 et -1. Soit
τ une CP1 structure sur une surface compacte de genre g plus grand que 2. Il
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existe alors une unique surface à courbure constante k et une unique immersion
isométrique équivariante de cette surface dont la CP1-structure associée soit τ .

Précisons que la structure complexe induite par le développement de la
structure projective complexe, est a-priori différente de la structure complexe
obtenue dans ce théorème. En effet, en général, l’application de Gauss hyper-
bolique n’est pas conforme. De plus, lorsque l’on fait varier k, la structure con-
forme obtenue par le théorème varie. Lorsque k tend vers 0, la structure conforme
tend vers celle induite par le développement, lorsque k tend vers −1 la structure
conforme tend vers celle donnée par la paramétrisation de Thurston (voir 3.4. ).

Fixons une métrique g sur S et étudions maintenant I(g) des immersions
isométriques équivariantes de (S, g) dans H3.

Théorème 2. L’application de I(g) dans l’espace de Teichmüller T (S) de S
qui à une immersion isométrique équivariante associe la structure conforme définie
par sa deuxième forme fondamentale est une homéomorphisme.

Théorème 3. De même, l’application qui à une immersion isométrique
équivariante associe la structure conforme de sa troisième forme fondamentale
est un homéomorphisme.

Nous verrons de plus que la troisième forme fondamentale est elle même à
courbure constante et vérifie d’intéressantes propriétés de symétrie qui justifie son
intérêt.

Avec le théorème 1, nous obtenons immédiatement le corollaire suivant sur
les paramétrisations de l’espace des CP

1-structures par T (S)× T (S).

Corollaire 1. Fixons k et soit (j1, j2) une paire de points de T (S), soit g1
la métrique à courbure constante k conforme à j1 et f l’immersion isométrique
équivariante de (S, g1) associée à j2 par le théorème 2 ou le théorème 3.

L’application de T (S)×T (S) dans l’espace des structures projectives com-
plexes sur S qui à (j1, j2) associe la structure projective complexe associée à f est
un homéomorphisme.

En faisant varier k, nous obtenons ainsi deux familles à un paramètre de
paramétrisations de l’espace des structures projectives complexes d’une surface
topologique.

Dans le cas des surfaces compactes, nos résultats nous permettent enfin de
retrouver de manière indépendante, quoique detournée le théorème de Thurston
sur la paramétrisation de l’espace des CP1-structures par l’espace des laminations
géodésiques mesurées sur les surfaces hyperboliques, ce que nous esquisserons en
(3.4. ).

Le théorème 2 est en fait un corollaire immédiat de l’existence et de l’u-
nicité de difféomeorphismes harmoniques entre surfaces hyperboliques. Le théo-
rème 3 peut également s’énoncer comme un résultat d’existence et d’unicité de
difféomorphismes particuliers. Rappelons tout d’abord qu’à un difféomorphime f
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entre deux variétés riemanniennes (M1, g1) et (M2, g2) est associé un morphisme
isométrique des fibrés tangents. En effet, il existe un unique opérateur symétrique
B de TM1 tel que

f∗g2(., .) = g1(B.,B.)

Le morphisme isométrique l’on considère, est le morphisme Tf ◦B−1. Nous l’ap-
pelerons morphisme isométrique canonique.

Le théorème 3 est alors associé au

Corollaire. Soit S1 et S2 deux surfaces hyperboliques de même genre, il existe
alors un unique difféomorphisme F de S1 dans S2 qui préserve les aires, et tel que
le morphisme isométrique canonique associé préserve la connexion. De plus F−1

est le difféomorphisme associé à la paire (S2, S1).

Un autre manière de caractériser ces difféomorphismes est d’exiger que
leur graphe soit une surface minimale dans S1 × S2.

Dans un prochain papier (voir [L3]), nous utiliserons les difféomorphismes
obtenus par ce corollaire pour relier la compactification de l’espace de Teichmüller
en terme de laminations géodésiques mesurées et les dégénerescences des suites de
surfaces convexes.

Enfin signalons que le théorème 3 est l’un des ingrédients clefs de la
démonstration du théorème suivant:

Théorème. [L4] Soit M une variété riemannenne hyperbolique (à courbure
constante -1) convexe compacte à bord et de dimension 3, et soit g une métrique
à courbure strictement supérieure à -1 sur ∂M , il existe alors une métrique h à
courbure constante -1 sur M telle que h|∂M = g.
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1 Quelques rappels et définitions

Nous allons commencer par rappeler, pour fixer les notations, quelques
faits concernant les CP1-structures et les immersions isométriques de surfaces dans
l’espace hyperbolique H3 de dimension 3. En ce qui concerne les CP1-structures,
nous serons relativement succints et renvoyons à [Go1] [Go2] par exemple, pour
une introduction plus complète. Dans cette section, et la suite de cet article, S
désignera une surface compacte de genre g supérieur ou égal à 2.

1.1 CP1-Structures sur une surface.

Soit donc S une surface et S̃ son revêtement universel. Une CP
1-structure

est la donnée d’une immersion f de S̃ dans CP1, appelée développement, et d’une
représentation ρ du π1(S) dans PSL(2,C), appelée représentation d’holonomie et
vérifiant pour tout s de S̃ et g de π1(S)

f(g.s) = ρ(g)f(s).

L’espace CP(S) des structures projectives complexes sur une surface com-
pacte de genre g plus grand que 2 est topologiquement une cellule de dimension
12g − 12. Nous allons le voir en décrivant deux de ses paramétrisations.

1.2 .

Une première paramétrisation, la paramétrisation de Poincaré, associe à
une CP1-structure, une structure complexe et une différentielle quadratique holo-
morphe (pour cette structure) sur cette surface.

La structure complexe est celle induite par le développement. Cette struc-
ture complexe nous permet d’identifier holomorphiquement S̃ et le disque unité U

de C.
Or à toute immersion holomorphe de U dans CP1 est associée naturelle-

ment une différentielle quadratique holomorphe, appelée la schwarzienne de f .
Cette différentielle est invariante lorsque l’on compose f avec une transformation
projective de CP1. Réciproquement, la donnée d’une telle différentielle quadra-
tique holomorphe détermine, à une transformation projective près, une immersion
holomorphe de U dans CP1.

Nous obtenons donc une paramétrisation de CP(S) en associant à une
CP1-structure, la structure complexe induite par le développement et la schwarzi-
enne de ce même développement.
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1.3 .

Une autre paramétrisation due à Thurston, associe à une lamination géodésique
mesurée sur une surface hyperbolique, une CP1-structure. On commence par as-
socier à une lamination géodésique mesurée sur une surface hyperbolique, une
variété hyperbolique de dimension 3, un bout géométriquement fini dans le sens
suivant:

Une variété hyperbolique complète de dimension 3, B, est un bout géo-
métriquement fini (figure 1) si

(i) B est homéomorphe à S × [0,∞[, où S est une surface compacte.
(ii) La métrique induite sur le bord B0 de B est à courbure -1.

(iii) Le bord de B est developpable et concave, c’est à dire que toute géodésique
reliant deux points du bord est tracée sur ce bord.
Par construction, le bord d’un bout géométriquement fini est une sur-

face hyperbolique munie d’une lamination géodésique mesurée. Réciproquement
on montre [C.E.G.] qu’une lamination géodésique mesurée sur une surface hyper-
bolique détermine un bout.

On définit ensuite le bord à l’infini B∞ de B comme en [B.G.S] en le con-
sidérant comme l’espace des demi-géodésiques complètes divergentes et minimisan-
tes, quotienté par la relation d’équivalence: être asymptotique. Le bord à l’infini
d’un bout géométriquement fini est une surface compacte homéomorphe à S. Il
est naturellement muni d’une CP

1-structure, en effet l’application développante du
revêtement universel de B dans H3, se prolonge en une immersion du revêtement
universel du bord à l’infini de B dans le bord à l’infini de H3 identifié comme CP1

avec sa structure projective.
Un théorème de Thurston (non publié) nous apprend que l’application

ainsi construite, associant à une lamination géodésique mesurée un bout géomé-
triquement fini puis la structure projective complexe sur le bord à l’infini de ce
bout, est une paramétrisation. Plus tard, (3.4.) nous redémontrerons ce théorème
d’une manière assez détournée.

1.4 .

Remarquons pour finir, qu’un exemple sympathique de bout géométrique-
ment fini est obtenu en ôtant à une variété hyperbolique géométriquement finie et
sans cusps son coeur de Nielsen, voir [T].

1.5 Immersions isométriques.

Soit S est une surface immergée dans H3, ḡ la métrique de H3 de connexion
de Levi-Cività ∇̄ et n le vecteur normal à S. On définit un 2-tenseur II sur TS,
appelé deuxième forme fondamentale par

II(X,Y ) = ḡ(∇̄Xn, Y ).
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où X et Y appartiennent à TS. Il vérifie les propriétés suivantes:
(i) II est symétrique,

(ii) le discriminant de II par rapport à la métrique induite g vaut k + 1, où k
est la courbure de g (Equation de Gauss) ,

(iii) si enfin ∇ est la connexion de Levi-Cività de g, nous avons l’équation de
Codazzi

∇X II(Y, Z) = ∇Y II(X,Z).

Réciproquement (voir [Sp]), à un 2-tenseur II défini sur une surface rie-
manienne (S, g) et vérifiant les propriétés (i), (ii) et (iii) est associée une immer-
sion isométrique équivariante de (S, g) dans H3, dont la deuxième forme fonda-
mentale associée est II. Par immersion isométrique équivariante, nous entendons
une immersion isométrique f du revêtement universel S̃ dans H3 telle qu’il existe
une représentation ρ du π1(S) dans PSL(2,C) le groupe des isométries de H3,
dite représentation d’holonomie vérifiant pour tout s de S̃ et g de π1(S)

f(g.s) = ρ(g)f(s).

On définit enfin la courbure moyenne comme la trace de la deuxième forme
fondamentale.

1.6 .

Soit toujours S une surface immergée dans H3, si la courbure de S est
strictement supérieure à −1, S est dite localement convexe et la deuxième forme
fondamentale est une métrique. On peut également construire un autre 2-tenseur
symétrique appelé troisième forme fondamentale défini par

III(X,Y ) = g(∇̄Xn, ∇̄Y n).

Une interprétation géométrique de cette nouvelle métrique est la suivante:
Soit R3,1 l’espace de Minkowski muni de la métrique de signature +++−,

l’espace hyperbolique se plonge isométriquement comme l’espace des vecteurs de
norme -1, et l’espace de de Sitter comme l’espace des vecteurs de norme 1. Si S
est une surface plongée dans H3 et N l’application à valeurs dans l’espace de de
Sitter qui à un point de S associe le vecteur normal à S en ce point (vu comme
un vecteur tangent à H3 et donc un vecteur de R3,1), nous avons

N∗(X) = ∇̄Xn,

et la troisième forme fondamentale est alors donnée par

III(X,Y) = (N∗(X),N∗(Y)).

Autrement dit, III est la métrique induite par N de celle de de Sitter.

6



1.7 .

Toujours dans ce cas localement convexe, on peut associer à une immer-
sion isométrique équivariante f de S, une variété hyperbolique de dimension 3,
homéomorphe à S × [0,∞[ dont S est le bord et que nous noterons S(f). On
considère en effet l’application de S̃ × [0,∞[ dans H3 définie par

F (s, t) = exp(t.n(f(s)),

où n(f(s)) est le vecteur normal extérieur à f(S̃) en f(s). Grâce à la convexité, F
est une immersion. Par équivariance, la métrique hyperbolique induite sur S̃ ×R

est équivariante sous l’action du π1(S). Nous obtenons bien ainsi une métrique
hyperbolique sur S × [0,∞[.

Cette dernière construction est liée à la construction de Thurston [E.S]
associant un bout géométriquement fini à une lamination géodésique mesurée sur
une surface hyperbolique, la lamination jouant le rôle d’une deuxième forme fon-
damentale.

On peut alors voir f comme une immersion isométrique de S dans le bord
de S(f).

1.8 .

Enfin, nous associons à une immersion isométrique équivariante de S dans
H3 une structure projective complexe sur S. Une application de Gauss hyper-
bolique est definie de toute surface orientée de H3 dans la sphère CP1 avec sa
structure conforme, vue comme le bord de H3 à l’infini. C’est l’application qui
associe à un point de la surface la géodésique normale. Lorsque la surface est
localement convexe, dans notre cas nous considèrerons f(S̃), cette application est
une immersion. Nous associons ainsi à une immersion isométrique équivariante de
S dans H3 une immersion équivariante de S dans CP1, c’est à dire une structure
projective complexe.

Il est facile de vérifier que cette structure projective complexe peut égale-
ment se définir comme celle obtenue canoniquement sur le bord à l’infini de S(f),
vu comme l’espace des demi-geodésiques divergentes de S(f).

1.9 Surfaces à courbure constante dans les bouts géométriquement

finis.

Dans un précédent papier [L2], nous avons étudié les surfaces à courbure
constante dans les bouts géométriquement finis (voir la définition en 1.3.). Nous
avons en particulier démontré le théorème suivant.

1.9.1 Théorème. Soit B un bout géométriquement fini, alors pour tout k
appartenant à ]− 1, 0[, il existe une unique surface plongée incompressible dans B
à courbure constante k.
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De plus, la famille de surfaces (Sk) feuillette B (voir figure 2).

En fait la preuve du théorème est plus général et fournit également le
résultat suivant:

1.9.2 Théorème. Soit f0 une immersion isométrique équivariante d’une surface
à courbure constante négative k0, k0 ∈] − 1, 0[ et S(f0) la variété hyperbolique
construite comme en 1.7.. Alors pour tout k appartenant à [k0, 0[, il existe une
unique surface plongée incompressible dans S(f0) à courbure constante k.

De plus, la famille de surfaces (Sk) feuillette S(f0).

En effet, pour étendre le résultat précedent, la démonstration se reproduit
à l’identique. Il faut simplement montrer en plus que l’espace des immersions
isométriques équivariantes d’une surface à courbure constante est connexe ce qui
découle de 2.1. Nous allons démontrer une autre propriété intéressante de ces
surfaces à courbure constante:

1.9.3 Lemme. Soit f0 une immersion isométrique équivariante d’une surface
Sk0

à courbure constante k0. Soit S1 une surface à courbure constante 0 > k1 >

k0 > −1 plongée isométriquement dans S(f0).
Alors l’intégrale de la courbure moyenne de S1 est supérieure ou égale à

l’intégrale de la courbure moyenne de f0(S0).

preuve: Nous allons tout d’abord écrire une formule de la variation de
l’intégrale de la courbure moyenne. On se donne donc (ft) une famille d’immersions
d’une surface S0 dans une variété hyperbolique telle que f0 soit l’identité. Soit nt

le vecteur normal à la surface St = ft(S), on suppose de plus que

d

dt
|t=0 ft(x) = ξ = g.n0(f0(x)).

Alors si Ht est l’intégrale de la courbure moyenne de la surface ft(S) nous
avons

d

dt
|t=0 Ht =

∫
S0

g.(2 + κ)dµ0,

où κ est la courbure intrinsèque de la métrique induite par f0 et dµ0 son élément
d’aire.

Montrons tout d’abord comment déduire le lemme de notre formule. Nous
choisissons la normale extérieure de façon à ce que la courbure moyenne soit pos-
itive. Notre formule nous dit alors que si l’on déforme une surface convexe vers
l’extérieur, l’intégrale de la courbure moyenne croit.

Dès lors, si St est la famille de surfaces à courbure constante feuilletant
l’espace compris entre S1 et f0(S0), l’intégrale de la courbure moyenne de ces
surfaces croit. Ceci entrâıne notre lemme.

Montrons notre formule. La variation du vecteur normal est donnée par

(1)
d

dt
|t=0 nt = ∇ξnt = −grad(g).
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Maintenant, l’intégrale de la courbure moyenne est obtenue en intégrant
sur S la 2-forme ωt antisymétrisant le 2-tenseur βt sur TS défini par

βt(u, v) = Ω(∇ut
nt, vt, nt),

où l’on a noté wt le vecteur Tft(w), Ω la forme volume de la variété ambiante et
∇ la connexion de Levi-Civita de la variété ambiante.

Ensuite nous avons

d

dt
βt(u, v) = Ω(∇ξ∇ut

nt, vt, nt) + Ω(∇ut
nt,∇ξvt, nt) + Ω(∇ut

nt, v,∇ξnt)

Utilisons (1), le fait que [ξ, vt] est nul et notons R le tenseur de courbure
de la variété ambiante, nous obtenons alors

d

dt
|t=0 βt(u, v) =Ω(R(ξ, u)n0, v, n0) + Ω(∇u∇ξn0, v, n0) + Ω(∇un0,∇vξ, n0)

=g.Ω(u, v, n0)− Ω(∇ugrad(g), v, n0) + gΩ(∇un0,∇vn0, n0).

Nous reconnaissons dans le deuxième terme la différentielle extérieure de
la 1-forme

σ(u) = −Ω(grad(g), u, n0).

Par ailleurs le premier terme est g.dµ0 et le dernier est, d’après l’équation
de Gauss, g(1 + κ)dµ0.

Nous obtenons alors notre formule puisque

d

dt
|t=0 Ht =

∫
S0

d

dt
|t=0 ωt.

1.10 Limites d’immersions isométriques.

Nous allons rappeler ici un résultat sur les suites d’immersions isométriques
d’une surface dans une variété de dimension 3. Ces résultats sont extraits de [L1].

1.10.1 Théorème. Soit (fn) une suite d’immersions isométriques d’une surface
S à courbure supérieure à k0, dans une variété M de dimension 3 à courbure
inférieure à k0 convergeant de façon C0 sur tout compact vers une application f0.

Si l’intégrale de la courbure moyenne des fn est uniformément majorée,
alors les fn converge de façon C∞ sur tout compact et en particulier f0 est une
immersion isométrique.
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2 Immersions isométriques équivariantes d’une surface à courbure constante

2.1 .

Nous nous proposons dans cette section d’étudier l’espace des immersions
isométriques équivariantes d’une surface de genre g à courbure constante k, k ∈]−
1, 0[, dans l’espace hyperbolique de dimension 3. Soit donc j0 la structure conforme
de S, on notera alors I(j0, k) l’espace des immersions isométriques équivariantes
de S munie de la métrique conforme à j0 et de courbure constante k.

Nous nous proposons de démontrer les deux propositions suivantes

2.1.1 Proposition. L’application qui à un élément de I(j0, k) associe la struc-
ture conforme déterminé par la deuxième forme fondamentale est un homéomorphisme
de I(j0, k) dans T (S) l’espace de Teichmüller de S.

2.1.2 Proposition. L’application qui à un élément de I(j0, k) associe la struc-
ture conforme déterminé par la troisième forme fondamentale est une homéomorphisme
de I(j0, k) dans T (S) l’espace de Teichmüller de S.

Nous verrons également que la troisième forme fondamentale vérifient des
propriétés intéressantes (voir 2.3.).

2.2 Nouvelle formulation.

Nous allons reformuler notre problème de manière intrinsèque sur S, en
éliminant le facteur k pour simplifier les démonstrations. En bref, au lieu d’étudier
les deuxièmes formes fondamentales nous étudierons leurs structure complexes
grâce à la

2.2.1 Proposition. Soit S une surface de Riemann de structure presque com-
plexe J0, dont la métrique hyperbolique associée est g0 de connexion de Levi-Cività
∇. Un 2-tenseur II vérifie les équations de Gauss-Codazzi pour la métrique − 1

k
g0

à courbure constante k si et seulement si il s’écrit

II(X,Y ) = −
√
k + 1

k
g0(J0JX, Y ),

où J est la structure complexe determinée par II et vérifie

(∇XJ)Y = (∇Y J)X.

preuve: Un tout petit peu d’algèbre linéaire.

10



On construit alors le fibré E → S dont la fibre en chaque point s de S
est l’espace des endomorphismes de TsS de carré -1. Cet espace Es s’identifie
canoniquement au plan hyperbolique réel. Par ailleurs, ce fibré est muni d’une
connexion qui se déduit de la Levi-Civitá et que nous noterons également ∇. Les
sections de E sont bien sûr les structures complexes de S. On est donc amené à
s’intéresser à l’espace J0 des sections qui vérifient

(∗) (∇XJ)Y = (∇Y J)X.

Nous venons de voir que J0 s’identifie naturellemnent à I(j0, k) par 2.2..
L’identification associant à un élément de I(j0, k) la structure complexe deter-
minée par la deuxième forme fondamentale.

Remarquons que l’on pourrait définir cet espace de sections d’une autre
manière. La connexion nous permet de définir de manière twistorielle sur E une
structure presque complexe: Soit J un point de E, l’espace vertical est l’espace
des endomorphismes qui anticommutent à J , on le munit de la structure complexe
donnée par la multiplication à gauche par J ; l’espace horizontal identifié avec
l’espace tangent à S est muni de la structure complexe définie par J elle-même. Il
est alors facile de montrer que J0 est l’espace des sections dont le graphe est une
courbe pseudo-holomorphe de E. Cette interprétation ne nous sera pas utile par
la suite.

Une autre interprétation de cet espace est donnée par la proposition suiv-
ante:

2.2.2 Proposition. L’identité de (S, J) dans (S, g0) est harmonique si et seule-
ment si J appartient à J0.

preuve: Un calcul immédiat. Dans le cas où l’espace ambient est l’espace
Euclidien (ce qui ne change pas grand chose), cette remarque avait dejà été faite
par Hildebrant (voir [J]).

Cette interprétation va nous permettre d’identifier J0 avec l’espace de
Teichmüller de S de deux manières différentes.

2.3 Applications dans l’espace de Teichmüller.

Nous avons tout d’abord la proposition suivante

2.3.1 Proposition. L’application naturelle ψ1 de J0 dans T (S), l’espace de
Teichmüller de S, qui à un point de J0 associe la structure complexe définie par
cette section, est un homéomorphisme.

preuve: Ceci, au su de la proposition 2.2., n’est rien d’autre qu’une re-
formulation des résultats de Sampson [S] ou Schoen-Yau [S.Y] sur l’existence et
l’unicité de difféomorphismes harmoniques entre surfaces hyperboliques.

Nous venons donc de montrer la proposition 2.1. .
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Une autre application à valeurs dans l’espace de Teichmüller va s’avérer
intéressante. A chaque élément J de J0 on peut associer la métrique gJ définie
par

gJ(X,Y ) = g0(JX, JY ).

Cette métrique est dans l’identification de I(j0, k) avec J0, la troisième
forme fondamentale à un facteur constant près. Remarquons par ailleurs que la
structure complexe de gJ est JJ0J , c’est à dire la symétrique de J0 par rapport à
J , quand on a identifié l’espace des endomorphismes de carré -1 du plan avec le
plan hyperbolique.

Cette métrique a les deux intéressantes propriétés de symétrie suivantes

2.3.2 Proposition.

(i) La métrique gJ est hyperbolique,
(ii) si ∇J est la connexion de Levi-Cività de gJ , on a

(∇J
XJ)Y = (∇J

Y J)X.

preuve: La connexion ∇J définie par

∇J
XY = −J∇X(JY ) = ∇XY − J∇XJ(Y ),

est clairement métrique pour gJ . Comme elle est sans torsion par (∗) c’est la
connexion de Levi-Cività pour gJ . Autrement dit, ∇J est la connexion induite de
∇ par J considérée comme une application de TS dans lui même. Comme gJ est
la métrique induite, et le tenseur de courbure est également induit, on en déduit
(i).

Enfin, en remarquant que ∇J anticommute avec J , on obtient immédia-
tement (ii).

La proposition 2.1. n’est alors rien d’autre que la

2.3.3 Proposition. L’application ψ2 de J0 dans T (S) qui a J associe la struc-
ture complexe determinée par gJ est un homéomorphisme.

preuve: Pour cela, nous allons nous servir d’un argument de Trombä
utilisant la fonctionelle de Dirichlet.

Si J est une section de E, l’énergie de l’identité de (S, J) dans (S, g0) est,
si ω0 est la forme volume de g0

∫
S

trace (J0J)ω0.

Grâce à un point j0 de T (S), représenté par une métrique hyperbolique g0 sur S,
nous pouvons donc définir une fonction ej0 sur T (S). Sa valeur pour une surface
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de Riemann (S, J) est le minimum de l’énergie des applications de (S, J) dans
(S, g0). En utilisant l’isomorphisme ψ1 associé à g0, nous avons donc

ej0(j) =

∫
S

trace (J0ψ
−1

1
(j))ω0.

D’après Trombä [Tr], cette fonction est propre et convexe respectivement
à la métrique de Weil-Petersson.

Soit donc j0 = ψ1(J0) et j1 un autre point de l’espace de Teichmüller.
Considérons alors la fonction

f = ej0 + ej1 .

Cette fonction est convexe et propre, elle admet donc un unique minimum
que nous noterons j2.

Géométriquement ce minimum correspond à l’unique surface minimale
dans (S, j0) × (S, j1). Les applications harmoniques correspondantes étant les
projections.

Nous allons maintenant montrer que ψ2(ψ
−1

1
(j2)) = j1. Cela suffit à

démontrer notre résultat.
Soit donc (Si, Ji) des surfaces de Riemann représentant ji et gi leurs

métriques hyperboliques, i ∈ {0, 1, 2}.
Nous savons alors qu’il existe des uniques difféomorphismes fi, i ∈ {0, 1}

de (S2, J2) dans (Si, gi). Utilisons les pour identifier nos surfaces Si à S0 sans
changer les notations par ailleurs. L’élément d’aire ω1 de g1 vaut λω0, pour une
certaine fonction λ. Le fait que j2 minimise f entrâıne que J2 minimise parmi
toutes les sections de E la fonctionelle

F (J) =

∫
S0

trace (JJ0)ω0 +

∫
S0

trace (JJ1)λω0.

Nous en déduisons donc que

(1) [J2, J0] = −λ[J2, J1].

Rappelons maintenant que si l’identité de (S, J) dans (S, g) est harmoni-
que, il lui est naturellement associé la différentielle quadratique holomorphe

ω(J [Jg, J ]., .)

où ω est la forme volume de g et Jg sa structure complexe. Nous allons utiliser le
résultat suivant de Sampson [S]: fixons un point (S, J) de l’espace de Teichmüller,
un autre point de l’espace de Teichmüller détermine un unique difféomorphisme
harmonique de (S, J) dans (S, g) où g est la métrique hyperbolique associée à
notre deuxième point. Ce difféomorphisme détermine à son tour une différentielle
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quadratique holomorphe. L’application ainsi construite qui va de l’espace de Te-
ichmüller dans l’espace des différentielles quadratiques holomorphes est alors in-
jective.

Or dans notre cas, l’équation (1) entrâıne que la différentielle quadratique
holomorphe associée à g1 est la même que celle associée à la métrique g(J2, J2)
dont nous avons vu en 2.3. qu’elle était hyperbolique. En particulier J1 et J2J0J2

sont conformes ce qui prouve notre résultat.

Nous pouvons énoncer ce résultat sous une autre forme. Rappelons tout
d’abord qu’à un difféomorphime f entre deux variétés riemaniennes (M1, g1) et
(M2, g2) est associé un morphisme isométrique des fibrés tangents. En effet, il
existe un unique opérateur symétrique B de TM1 tel que

f∗g2(., .) = g1(B.,B.)

Le morphisme isométrique l’on considère, est le morphisme Tf ◦B−1. Nous l’ap-
pelerons morphisme isométrique canonique.

2.3.4 Corollaire. Soit (S1, g1) et (S2, g2) deux surfaces hyperboliques de
même genre, il existe alors un unique difféomorphisme F de S1 dans S2 qui préserve
les aires, et tel que le morphisme isométrique canonique associé préserve la con-
nexion.

Comme nous l’avons déjà dit, le graphe de ce difféomorphisme est l’unique
surface minimale dans le produit de nos surfaces. Le point essentiel de notre
démonstration est de démontrer que le difféomorphisme défini par ce graphe pré-
serve les aires.
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3 Paramétrisations de l’espace des CP
1-structures.

Nous dirons que deux immersions isométriques sont équivalentes si elles ont
conjugées par un difféomorphisme isotope à l’identité. Plus précisemment, deux
immersions isométriques équivariantes f1 et f2 de S̃ dans H3 sont équivalentes si
il existe un difféomorphisme φ isotope à l’identité et A une isométrie de H3 tels
que

f1 ◦ φ̃ = A ◦ f2,

où φ̃ désigne le difféomorphisme de S̃ relevant φ.
Nous considérons maintenant l’espace des immersions équivariantes de S̃

dans H3, telles que la métrique induite est à courbure constante k, k ∈]− 1, 0[ et
I(k) l’espace quotient par la relation d’équivalence définie précédemment.

Une application naturelle de I(k) dans T (S), l’espace de Teichmuller de S
associe à une telle immersion, la structure conforme j0 induite par la métrique. La
fibre de cette application est avec les notations de la section précédente l’espace
I(j0, k), que nous avons identifié en 2.1. et 2.1. à T (S).

L’espace I(k) est ainsi identifié de deux manières différentes avec T (S)×
T (S). Notre but dans cette section est de démontrer le

3.0.1 Théorème. Pour tout k ∈] − 1, 0[, l’application de I(k) dans CP(S),
qui associe à une immersion f la structure projective déterminée par l’application
hyperbolique de Gauss (1.8.) est un homéomorphisme.

Nous obtenons ainsi, en faisant varier k, deux familles à un paramètre de
paramétrisations de l’espace des structures projectives sur S par T (S)× T (S).

Le théorème 1.9. nous permet de construire une nouvelle application
entre espaces d’immersions isométriques équivariantes. Soit en effet 0 > k2 >

k1 > −1, et f1 une immersion isométrique équivariante d’une surface à cour-
bure k1. Le théorème 1.9. nous fournit une surface à courbure constante k2 im-
mergée isométriquement dans S(f1), et en particulier une immersion isométrique
équivariante f2 dune surface à courbure constante k2.

Ainsi, nous construisons une application ψk1,k2
de I(k1) dans I(k2). Nous

allons montrer

3.0.2 Proposition. L’application ψk1,k2
de I(k1) et I(k2) qui à une immer-

sion isométrique équivariante f1 d’une surface à courbure constante k1 associe la
surface à courbure constante k2 de S(f1) est un homéomorphisme.

preuve: Pour cela, il nous suffit de montrer que ψk1,k2
vérifie les propriétés

suivantes
(i) ψk1,k2

est injective,
(ii) ψk1,k2

est propre.
En effet d’après l’invariance du domaine ψk1,k2

sera un homéomorphisme.
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Montrons (i). Soient donc f et f̄ deux éléments de I(k1) ayant la même
image par ψk1,k2

. Soient alors Sk et S̄k les surfaces à courbure constante k > k1

dans les variétés S(f) et S(f̄), obtenues par le théorème 1.9.
Nous nous intéressons alors à l’ensemble I des reéls k appartenant à [k1, 0[

tels que les surfaces Sk et S̄k soient isométriques par une isométrie qui préserve
les deuxième formes fondamentales. Remarquons que cette dernière condition
entrâıne que les voisinages tubulaires des surfaces Sk et S̄k sont isométriques. L’u-
nicité contenue dans le théorème 1.9. nous assure alors que I est ouvert. Comme
I est trivialement fermé, nous en déduisons que I est tout l’intervalle [k1, 0[, c’est
à dire que S(f) et S̄(f) sont isométriques.

Montrons (ii). On se donne donc (an) une suite d’éléments de I(k1) telle
que la suite (bn = ψk1,k2

(an)) d’éléments de I(k2) converge. Chaque élément
an est representé par une immersion isométrique équivariante fn d’une surface à
courbure constante k1. De même bn est representé par une immersion isométrique
gn d’une surface Σn à courbure constante k2 dans S(fn).

Remarquons tout d’abord que la projection convexe de gn(Σn) sur fn(Sn)
vue comme le bord de S(fn) est contractante ([B.G.S]). Dès lors, puisque la famille
(Σn) converge, son rayon d’injectivité est minoré et le rayon d’injectivité de (Sn) est
également minoré. Nous pouvons donc extraire de (Sn) une sous-suite convergente.

Il nous reste donc à montrer que l’on peut extraire de (fn) une sous-suite
convergente. D’après le théorème D de [L1], il nous suffit de montrer que l’intégrale
de la courbure moyenne de (fn(Sn)) est uniformément bornée. Or d’après le lemme
1.9. cette intégrale est inférieure ou égale à l’intégrale de la courbure moyenne de
(gn(Σn)) qui est bornée puisque (bn) converge.

Nous avons donc montré que l’on peut extraire de (an) une sous-suite
convergente.

3.1 Preuves du théorème 3.0..

Nous allons donner deux preuves de ce résultat, la première utilise la
paramétrisation de Thurston et la deuxième en est indépendante. Rappelons que
l’un de nos but est de redémontrer ce résultat de Thurston

La première démonstration découle donc du théorème 1.9. et de la paramétrisation
de Thurston. En effet, notons ψk l’application de de I(k) dans CP(S), qui associe
à une immersion f la structure projective déterminée par l’application hyper-
bolique de Gauss.

Nous pouvons produire un inverse de cette application. Soit en effet C une
structure projective complexe, on commence par lui associer un bout géométrique-
ment fini obtenu grâce à la paramétrisation de Thurston. Soit alors Sk la surface
à courbure constante k plongée et incompressible dans ce bout construite grâce
au théorème 1.9. . L’image de cette surface par ψk est alors par construction la
structure projective complexe C
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Nous allons nous efforcer maintenant de produire une preuve indépendante
du résultat de Thurston. Nous allons pour cela démontrer que

(i) L’application ψk est un homéomorphisme local,
(ii) L’application ψk est propre.
En effet, ψk sera alors un revêtement et donc un homéomorphisme puisque

I(k) est connexe et CP(S) simplement connexe.

3.2 .

Montrons tout d’abord (i).
Soient donc a et ā deux éléments de I(k) ayant la même image par ψk.

L’élément a est représenté par une immersion isométrique équivariante f d’une
surface à courbure constante k. De même, ā est représenté par f̄ immersion
isométrique équivariante d’une surface S̄.

A l’aide de la proposition 3.0.. on peut supposer queS est immergée par
f isométriquement dans une variété S(g) où g est une immersion isométrique
équivariante d’une surface à courbure constante k0 où 0 > k > k0 > −1.

Puisque a et ā ont la même image par ψk, nous en déduisons en particulier
que les représentations du π1 sont identiques et que en particulier si ā est suff-
isamment proche de a, ā est représentée par un plongement isométrique à valeurs
dans S(g). Dès lors, par unicité de la surface à courbure constante k plongée dans
S(g), nous déduisons que a et ā sont égaux.

3.3 .

Montrons (ii). On se donne donc une suite (an) d’éléments de I(k), telle
que la suite d’éléments (cn = ψk(an)) de CP(S) converge.

Rappelons que cn est représenté par une surface de Riemann Σn et une
immersion holomorphe équivariante gn de Σ̃n dans CP1 (On notera S̃ le revêtement
universel d’une surface S). Identifions Σ̃n avec U le disque unité de C. Le fait
que (cn) converge entrâıne que pour tout compact K de U , il existe un entier N
tel que, si z appartient à K et n est quelconque

(∗) ]g−1

n {gn(z)} ∩K < N,

c’est à dire le cardinal de tout sous-ensemble de K ayant la même image par gn

est borné.
Par ailleurs, an est représenté par une immersion isométrique équivariante

fk
n d’une surface Sk

n à courbure constante k. A cette immersion isométrique est
associée une variété hyperbolique S(f k

n) dont le bord à l’infini est Σn. De plus,
d’après le théorème 1.9. S(fk

n) est feuilletée par des surfaces à courbure constante
0 > k̄ > k. Ces surfaces S k̄

n à courbure constante représentent l’élément ψk,k̄(an)
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et on notera f k̄
n l’immersion isométrique équivariante associée. Dans [L2], nous

avons de plus montré que (H(k̄, n)), la borne supérieure de la courbure moyenne
de Sk̄

n, tendait vers 2, quand k̄ tendait vers 0. Nous avons également montré
que H(k, n) majorait le rapport de conformalité de l’application hyperbolique de
Gauss G(n, k̄) de Sk̄

n dans Σn

Remarquons maintenant que pour que l’on puisse extraire de (an) une
sous-suite convergente, il suffit que (H(k, n)) soit borné uniformément pour n. En
effet, (Σn) convergeant et puisque H(k, n) majore la distance de Teichmuller de
Sk

n et Σn nous pourrons extraire de Sk
n une sous-suite convergente. Par ailleurs le

même raisonnement que pour (ii) de 3.0. montre que l’on peut extraire de (fn)
une sous-suite convergente.

Nous allons maintenant raisonner par l’absurde et supposer que (an) n’ad-
mette pas de sous-suite convergente. Nous en déduisons la même chose pour
ψk,k̄(an). Et en particulier, il existe une sous-suite telle que pour tout 0 > k̄ > k,

la suite (H(k̄, n)) tende vers l’infini.
Nous pouvons alors construire une suite (kn) tendant vers 0, telle que

(Hn = H(kn, n)) vaille 5 (la seule chose que nous demandons à 5 est d’être
supérieur à 2 ...). On relève alors l’application hyperbolique de Gauss en une
application Gn = G(n, kn) entre S̃n = S̃kn

n et Σ̃n. Ces applications sont des
homéomorphismes Hn-quasi-conformes et l’on peut donc extraire une sous-suite
qui converge uniformément sur tout compact vers un homéomorphisme quasi-
conforme G0. On a ici identifié S̃n avec U en utilisant la représentation conforme

Soit alors xn un point de S̃n où la courbure moyenne atteint son maximum
(c’est à dire 5), on peut supposer que (xn) converge dans U . On considère alors
la boule B de rayon 1 de centre xn pour la métrique hyperbolique sur U . Puisque
(Gn) converge, on en déduit que (Gn(B)) reste toujours inclus dans un même
compact K.

Rappelons par ailleurs que S̃n (et donc B) s’immerge isométriquement
dans H3 par fn = fkn

n . Soit alors γn l’application hyperbolique de Gauss de la
surface fn(B) dans CP

1. Par construction

γn ◦ fn = gn ◦Gn.

Notre remarque initiale (∗) sur la suite (cn) se traduit par la propriété
(∗∗):

Il existe un entier N tel le nombre de points de fn(B) ayant la même image
par γn est majoré par N .

Or la courbure de la métrique de Sn converge vers 0 et en particulier la
métrique induite sur B converge vers la métrique euclidienne sur le plan. Par
ailleurs, la courbure moyenne de fn étant uniformément majorée par 5. La suite
d’immersions isométriques (fn) converge de façon C∞ sur tout compact vers une
immersion f0 isométrique du plan euclidien dans H3.

Rappelons maintenant qu’il n’y a que deux types d’immersions isométri-
ques du plan euclidien dans H3 (tout deux à courbure moyenne constante), d’une
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part celui donné par les horosphères (et la courbure moyenne est alors 2), d’autre
part celui donné par les revêtements universels des bord des tubes à distance fixée
d’une géodésique.

Notre courbure moyenne valant 5, nous sommes dans ce dernier cas qui
contredit la propriété (∗∗).

3.4 Lien avec les paramétrisations de Thurston et Poincaré .

En utilisant les idées contenues dans les paragraphes précédents, nous al-
lons maintenant esquisser la preuve que la paramétrisation de Thurston est une
bijection dans le cas des surfaces compactes. Il nous faut pour cela produire un
inverse de l’application construite en 1.3.. Soit donc τ une CP1-structure, dáprès
le théorème 3.0., nous pouvons trouver une surface Sk à courbure constante k et
une immersion isométrique fk de cette surface dont la CP1-structure associée est
τ . Soit alors Wk = S(fk) la variété de dimension 3 associée à fk (1.7.), dáprès 3.0.
, si k1 < k2 nous avons

(∗). Wk1
⊂Wk2

Nous allons montrer que quand k tend vers -1, Wk converge vers un bout
géométriquement fini. En effet la CP1-structure associée à ce bout sera τ .

Remarquons tout d’abord que la suite des métriques des surfaces Sk con-
verge. En effet, d’après (*) et en utilisant la projection convexe on construit une
application contractante de Sk2

dans Sk1
si k1 < k2. En particulier, le diamètre de

la famille Sk est uniformément borné, nous pouvons donc extraire de toute sous-
suite une sous-suite convergeant vers une surface S−1 à courbure -1 (le diamètre
est une fonction propre sur l’espace de Teichmüller).

Supposons maintenant l’existence de deux sous-suites convergeant vers
deux surfaces différentes S ′

−1
et S−1. D’après ce que nous venons de dire, nous

avons une application contractante de S ′
−1

dans S−1. Ces surfaces sont donc
isométriques puisqu’elles ont la même aire par Gauss-Bonnet.

Le bord de W0 =
⋃

k Wk est donc isométrique à une surface à courbure -1.
On montre ensuite que W0 est un bout géométriquement fini.

Nous allons tracer un petit dessin (voir figure 3) explicitant les liens entre
les differ’entes paramétrisations. Fixons donc une CP1-structure τ . Grâce à la
paramétrisation de Thurston, nous pouvons lui associer un point de l’espace de
Teichmüller j−1 et une lamination géodésique mesurée (Σ, µ). Avec la paramétri-
sation de Poincaré, nous obtenons un autre point de l’espace de Teichmüller j0
et une différentielle quadratique holomorphe A. Avec nos paramétrisations, nous
obtenons une paire de points (jk, Jk dépendant d’un paramètre k dans ]0,−1[.
Lorsque k tend vers 0, jk et Jk tendent vers j0. Lorsque k tend vers -1, jk tend
vers j−1. En se fatiguant plus et en utilisant les résultats de [L3], dans le cas
non fuchsien, on peut montrer que Jk tend vers le point à l’infini de l’espace de
Teichmüller défini par la lamination géodésique mesurée (Σ, µ). Par contre, nous
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ne savons pas interpréter la quadratique différentielle holomorphe, bien qu’il soit
vraisemblable quelle soit liée au vecteur tangent de la courbe jk en j0.

unif5
Il serait sans doute intéressant de comprendre la géométrie des courbes
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[Tr] A.J.Trombä, Dirichlet’s energy and the Nielsen realization problem, preprint,
Max Planck Inst. ,1987.

François Labourie
Topologie et Dynamique

Université Paris-Sud
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